
Κεφ�αλαιο 1

ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ
ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ

Κατ£ω απο πο�ιε̋ συνθ�ηκε̋ µ�ια σειρ�α που παρ�αγαµε κατ�α την �ερευν�α
µα̋ για να προσεγγ�ισουµε κ�αποια συν�αρτηση συγκλ�ινει ;

1.1 Οι συντηρητικο�ι ορισµο�ι

Υπ�αρχουν πολλο�ι ορισµο�ι για τη σ�υγκλιση µια̋ σειρ�α̋. Ο συνηθ�εστε-
ρο̋ ορισµ�ο̋ θεωρε�ι τη σειρ�α

∑

n anxn ω̋ συγκλ�ινουσα �οταν τα µερικ�α

αθρο�ισµατα AN =
∑N

n=0
anxn �εχουν κ�αποιο �οριο �οταν το N → ∞. Με

�αλλα λ�ογια, αν µα̋ δοθε�ι κ�αποιο ǫ > 0, υπ�αρχει δε�ικτη̋ M ο�υτω̋ £ωστε
|An+p−An| < ǫ για κ�αθε p > 0 και n > M . Πι�ο αυστηρ�ο̋ ορισµ�ο̋ σ�υγκλι-
ση̋ ε�ιναι η απ�ολυτη σ�υγκλιση κατ�α την οπο�ια απαιτε�ιται η σ�υγκλιση τη̋
σειρ�α̋ τη̋ οπο�ια̋ κ�αθε �ορο̋ �εχει αντικατασταθε�ι απ�ο το µ�ετρο του. Χρη-
σιµοποι£ωντα̋ τη τριγωνικ�η ανισ�οτητα |

∑

n anxn| ≤
∑

n |anxn| µπορε�ιτε
να δε�ιξετε �οτι απ�ολυτη σ�υγκλιση συνεπ�αγεται σ�υγκλιση.
Υπ�αρχουν πολλο�ι τρ�οποι για να προσδιορ�ισετε κατ�α π�οσον µ�ια σειρ�α

συγκλ�ινει. Προφαν£ω̋ για να συγκλ�ινει οι �οροι an πρ�επει να µικρα�ινουν
�οταν το n → ∞. Συν�ηθω̋ συγκρ�ινουµε τη σειρ�α που �εχουµε µε την γεω-
µετρικ�η σειρ�α

∑

∞

n=0
xn η οπο�ια συγκλ�ινει απολ�υτω̋ στο 1/(1−x) �οταν ε�ι-

ναι |x| < 1. Αν συγκρ�ινουµε τη σειρ�α που �εχουµε µε τη γεωµετρικ�η σειρ�α
και ισχ�υει �οτι |anxn| < |rn| δηλαδ�η

|an+1x
n+1|

|anxn| < |r| < 1,

τ�οτε η σειρ�α θα συγκλ�ινει για |x| < |an|/|an+1|. �Ενα �οµορφο και πολ�υ
χρ�ησιµο αποτ�ελεσµα ε�ιναι �οτι �αν προσδιορ�ισουµε �οτι η σειρ�α συγκλ�ινει
για κ�αποιο x0 τ�οτε θα συγκλ�ινει κα�ι για �ολε̋ τι̋ τιµ�ε̋ στο µιγαδικ�ο επ�ιπεδο
που βρ�ισκονται µ�εσα στο κ�υκλο |x| ≤ |x0| δι�οτι ε�ιναι |anxn| = |anxn

0 ||x/x0|n.
Αντιθ�ετω̋ αν η σειρ�α αποκλ�ινει για κ�αοιο x1 τ�οτε θα αποκλ�ινει για κ�αθε
|x| > |x1|. Συνεπ£ω̋ αν κ�ατι δεν π�αει καλ�α σε κ�αποιο σηµε�ιο στο µιγα-
δικ�ο πεδ�ιο και δεν συγκλ�ινει η σειρ�α στο σηµε�ιο αυτ�ο, η σειρ�α µπορε�ι να
συγκλ�ινει µ�ονο στα εσωτερικ�α σηµε�ια του κ�υκλου που ορ�ιζεται απ�ο το ση-
µε�ιο αυτ�ο.

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Π. ΙΩΑΝΝΟΥ & Θ. ΑΠΟΣΤΟΛΑΤΟΣ -ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΙΙΙ

1.2 Λιγ�οτερο συντηρητικο�ι ορισµο�ι

Κ�αθε σειρ�α που �εχουµε κατασκευ�ασει για να προσεγγ�ισουµε κ�αποια
συν�αρτηση ε�ιτε συγκλ�ινει ε�ιτε αποκλ�ινει περιλαµ1�ανει χρ�ησιµε̋ πληροφο-
ρ�ιε̋ για τη συν�αρτηση που θ�ελουµε να προσεγγ�ισουµε. Το �ερ£ωτηµα ε�ι-
ναι πω̋ µπορο�υµε να αντλ�ησουµε πληροφορ�ιε̋ για τη συν�αρτηση που θ�ε-
λουµε να προσεγγ�ισουµε αν η σειρ�α που �εχουµε κατασκευ�ασει αποκλ�ινει.

Ο συντηρητικ�ο̋ ορισµ�ο̋ τη̋ σ�υγκλιση̋ απαιτε�ι �οτι τα µερικ�α αθρο�ι-
σµατα AN(x) =

∑N anxn συγκλ�ινουν στο σηµε�ιο x στη συν�αρτηση f(x)
ε�αν |AN(x)− f(x)| → 0 �οταν το N → ∞. Προσ�εξτε σε αυτ�ον τον ορισµ�ο
το x κρατι�εται σταθερ�ο καθ£ω̋ το N → ∞.

Υποθ�εστε �οτι θ�ελετε να προσδιορ�ισετε τη συµπεριφορ�α τη̋ συν�αρτη-
ση̋ f(x) για x → x0 και �οτι η f(x) θ�ελουµε να προσεγγισθε�ι απ�ο το µερικ�ο
�αθροισµα AN(x), το οπο�ιο µπορε�ι και να αποκλ�ινει. Η σειρ�α αυτ�η µπορε�ι
να ε�ιναι χρ�ησιµη αν ικανοποιε�ι την ασθεν�εστερη συνθ�ηκη : γιαN σταθερ�ο
καθ£ω̋ το x → x0 (το x0 συν�ηθω̋ ε�ιναι το∞) να ισχ�υει :

lim
x→x0

|AN(x) − f(x)|
|f(x)

= 0.

Αυτ�η η σ�υγκλιση λ�εγεται ασυµπτωτικ�η σ�υγκλιση και η AN ασυµπτωτικ�ο
αν�απτυγµα τη̋ συν�αρτηση̋ f(x) για x → x0.

Προσ�εξτε το περιεχ�οµενο του παραπ�ανω ορισµο�υ τη̋ ασυµπτωτικ�η̋
σ�υγκλιση̋. Ο ορισµ�ο̋ αυτ�ο̋ βε1αι£ωνει �οτι το µερικ�ο �αθροισµα AN ε�ιναι
καλ�η προσ�εγγιση τη̋ f(x) για τα x που ε�ιναι πλησ�ιον στο x0. Αυτ�ο το
οπο�ιο δεν µα̋ λ�εει ο ορισµ�ο̋ αυτ�ο̋ ε�ιναι �οτι η AN(x) ε�ιναι καλ�η προσ�εγ-
γιση τη̋ f(x) �οταν το N → ∞. Μ�αλιστα µπορε�ι �οσο λαµ1�ανουµε µεγα-
λ�υτερα N τα µερικ�α αθρο�ισµατα AN (x) να προσεγγ�ιζουν χειρ�οτερα την
f(x).

Παρ�αδειγµα ασυµπτωτικο�υ αναπτ�υγµατο̋ ε�ιναι ο τ�υπο̋ του Stirling :

n! =
√

2πn
(n

e

)n
(

1 +
1

12n
+

1

288n2
− 139

51840n3
+ . . .

)

Η σειρ�α αυτ�η παρ�οτι αποκλ�ινει για κ�αθε τιµ�η του 1/n συγκλ�ινει ασυµπτω-
τικ�α στο n! �οταν n → ∞. Ε�ιναι τ�οσο καλ�η δε η προσ�εγγιση τη̋ n! απ�ο το
ασυµπτωτικ�ο αυτ�ο αν�απτυγµα που το σχετικ�ο λ�αθο̋ ε�ιναι µικρ�οτερο του
1 % για �ολα τα n ≥ 1.

�Ασκηση 1. Υπολογ�ιστε το n! για n = 1, . . . , 5 και συγκρ�ινατε τη τιµ�η του µε τηΑΣΚΗΣΗ
προσεγγιστικ�η τιµ�η απ�ο τον τ�υπο του Stirling κρατ£ωντα̋ 1,2 και 3 �ορου̋. Σχεδι�αστε το
σχετικ�ο λ�αθο̋ συναρτ�ησει του n για τιµ�ε̋ µ�εχρι το 5.
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1.3 �Ενα παρ�αδειγµα

Θεωρ�ηστε τη συν�αρτηση λ�αθου̋ (error function) :

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt,

το γρ�αφηµα τη̋ οπο�ια̋ φα�ινεται στο Σχ�ηµα 1.3. Οι τιµ�ε̋ αυτ�η̋ τη̋ συν�αρ-
τηση̋ µπορο�υν να υπολογισθο�υν µε αριθµητικ�η ολοκλ�ηρωση, αλλ�α οι τι-
µ�ε̋ τη̋ δ�ιδονται αµ�εσω̋ στηMATLAB �ηMATHEMATICA (στηMATLAB
π.χ. αν γρ�αψεται erf(x) σα̋ δ�ιδεται αµ�εσω̋ η τιµ�η τη̋ συν�αρτηση̋ στο
x).
Θ�ελουµε να βρο�υµε �ενα χρ�ησιµο αν�απτυγµα τη̋ συν�αρτηση̋ αυτ�η̋.

Επειδ�η η συν�αρτηση λ�αθου̋ ε�ιναι το ολοκλ�ηρωµα µ�ια̋ εκθετικ�η̋, η οπο�ια
�εχει αν�απτυγµα Taylor περ�ι x = 0 που �εχει �απειρη ακτ�ινα σ�υγκλιση̋, µπο-
ρο�υµε να βρο�υµε �ενα αν�απτυγµα Taylor τη̋ συν�αρτηση̋ λ�αθου̋ περ�ι x =
0 που να�εχει και αυτ�ο �απειρη ακτ�ινα σ�υγκλιση̋, ολοκληρ£ωνοντα̋ το αν�α-
πτυγµα τη̋ e−t2 . Το αν�απτυγµα αυτ�ο ε�ιναι :

erf(x) =
2√
π

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)n!
(1.1)

Π�οσο χρ�ησιµο ε�ιναι αυτ�ο το αν�απτυγµα ;

�Ασκηση 2. Υπολογ�ιστε στον υπολογιστ�η τα µερικ�α αθρο�ισµαταA10(x),A20(x) και ΑΣΚΗΣΗ
A50(x) τη̋ σειρ�α̋ Taylor (1.1) για 0 ≤ x ≤ 5 και σχεδι�αστε τα δ�ιπλα στη συν�αρτηση
λ�αθου̋.

Κ�ανοντα̋ την �ασκηση θα δε�ιτε �οτι παρ�οτι αυξ�ανοντα̋ των αριθµ�ο των
�ορων στη συγκλ�ινουσα σειρ�α (1.1) µεγαλ£ωνει τη περιοχ�η ακρ�ι1εια̋ τη̋ συ-
ν�αρτηση̋ η περιοχ�η αυτ�η ε�ιναι περιορισµ�ενη. Για να �εχουµε καλ�η προ-
σ�εγγιση για µεγ�αλα x πρ�επει να αθρο�ισουµε π�αρα πολλου̋ �ορου̋, κ�ατι
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το οπο�ιο ε�ιναι και πολ�υ δ�υσκολο υπολογιστικ�α, δι�οτι προσθαφαιρο�υνται
συνεχ£ω̋ πολ�υ µεγ�αλοι �οροι. Μαθα�ινετε µε το παρ�αδειγµα αυτ�ο �οτι πα-
ρ�οτι �εχετε µ�ια συγκλ�ινουσα σειρ�α αυτ�η ε�ιναι κατ�ουσ�ιαν �αχρηστη.
Υπ�αρχει �ενα̋ �αλλο̋ τ�οπο̋ για να προσεγγ�ισουµε την συν�αρτηση λ�α-

θου̋ που βασ�ιζεται σε µερικο�υ̋ απλο�υ̋ µεν αλλ�α λεπτο�υ̋ χειρισµο�υ̋. Γνω-
ρ�ιζουµε επειδ�η

∫

∞

0

e−t2dt =

√
π

2
,

�οτι erf(∞) = 1. Γνωρ�ιζοντα̋ τη τιµ�η τη̋ συν�αρτηση̋ στο x = ∞ α̋
προσπαθ�ησουµε να αναπτ�υξουµε τη συν�αρτηση λ�αθου̋ ω̋ προ̋ το x =
∞. Γρ�αφουµε για αυτ�ο το σκοπ�ο :

erf(x) = 1 − 2√
π

∫

∞

x

e−t2dt,

και προσπαθο�υµε να αναπτ�υξουµε το
∫

∞

x

e−t2dt

σε σειρ�α. Για αυτ�ο µε αλλεπ�αλληλε̋ ολοκληρ£ωσει̋ κατ�α µ�ερη �εχουµε :

∫

∞

x

e−t2dt =

∫

∞

x

de−t2

−t
=

de−t2

−t

∣

∣

∣

∣

∣

∞

x

+

∫

∞

x

e−t2

2t2
dt,

και τελικ�α :

erf(x) = 1 − 2√
π

e−x2

2x

(

1 − 1

2x2
+

1 · 3
(2x2)2

− 1 · 3 · 5
(2x2)3

)

+ R (1.2)

�οπου

R = 1 · 3 · 5 · 6
∫

∞

x

e−t2

16t8
dt

Μ�εχρι το σηµε�ιο αυτ�ο δεν�εχουµε κ�ανει ουδεµ�ια προσ�εγγιση. θα �ηταν καλ�ο
αν µπορο�υσαµε να αµελ�ησουµε το υπ�ολοιπο R. Εν£ω η παραπ�ανω σειρ�α
για κ�αθε x αποκλ�ινει, για δεδοµ�ενο αριθµ�ο �ορων αν x → ∞ επειδ�η R ≈
x−9 προσεγγ�ιζει την συν�αρτηση λ�αθου̋. Κατασκευ�ασαµε �ετσι �ενα ασυ-
µπτωτικ�ο αν�απτυγµα τη̋ συν�αρτηση̋ λ�αθου̋.

�Ασκηση 3. Υπολογ�ιστε στον υπολογιστ�η τι̋ τιµ�ε̋ του ασυµπτωτικο�υ αναπτ�υγµα-ΑΣΚΗΣΗ
το̋ (1.2) για 0.1 ≤ x ≤ 5 και σχεδι�αστε το µαζ�υ µε τη συν�αρτηση λ�αθου̋ στο �ιδιο δι�α-
στηµα.

�Ασκηση σεWKB
Θεωρ�ηστε τον ταλαντωτ�η :

ẍ + f(t)x = 0.
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µε συχν�οτητα ω2 = f(t) > 0. Γρ�αψτε τηWKB λ�υση στο πρ�ο1ληµα αυτ�ο
και δε�ιξτε �οτι αυτ�η ε�ιναι ακρι1�η̋ αν :

1

2

f ′

f 3/2
<< 1.

Προσδιορ�ιστε επ�ιση̋ την επ�οµενη προσ�εγγιση π�εραν τη̋ WKB σε αυτ�ο
το πρ�ο1ληµα. Θεωρ�ηστε την ειδικ�η περ�ιπτωση f(t) = t, και εκτιµε�ιστε τη
συµπεριφορ�α τη̋ λ�υση̋ �οταν t → ∞. Με τον τρ�οπο αυτ�ο υπολογ�ισατε
την ασυµπτωτικ�η συµπεριφορ�α τη̋ συν�αρτηση̋ Airy.


