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Πρό1ληµα 1 ∆ύο ίδια σωµατίδια αλλά µε αντίθετα φορτία ±e κινούνται µε ταχύτητα v∞ προ̋ µια
κατεύθυνση η οποία περνά σε απόσταση1 b από ακλόνητο φορτίο Q. Πόσο θα παρεκλίνουν το ένα
από το άλλο τα δύο σωµατίδια (τι γωνία θα σχηµατίζουν οι τροχιέ̋ του̋) αρκετά µετά τη σκέδασή

του̋ ;

Πρό1ληµα 2 ΄Ενα σωµατίδιο µε µάζα m1 κινείται προ̋ ένα άλλο ακίνητο σωµατίδιο µε µάζα m2 µε

ταχύτητα ~v
(L)
1 σε κατεύθυνση η οποία διέρχεται σε απόσταση b (παράµετρο̋ κρούση̋) από το ακίνητο

σωµατίδιο. Τα δύο σωµατίδια αλληλεπιδρούν µε µια δύναµη νευτώνειου τύπου τη̋ µορφή̋

~F1→2 = f(|~x2 − ~x1|)
~x2 − ~x1

|~x2 − ~x1|
,

όπου ~x1,2 οι θέσει̋ των δύο σωµατιδίων και ~F1→2 η δύναµη που ασκεί το 1 στο 2.

1. Γράψτε τι̋ Νευτώνειε̋ εξισώσει̋ κίνηση̋ και έπειτα γράψτε τι̋ εξισώσει̋ τη̋ κίνηση̋ χρησι-
µοποιώντα̋ ω̋ µετα1λητέ̋ την θέση του κέντρου µάζα̋ ~X = (m1~x1 + m2~x2)/M , όπου M =
m1 + m2 η συνολική µάζα, και το διάνυσµα τη̋ σχετική̋ του̋ θέση̋ ~x = ~x2 −~x1. Συγκεκριµένα

δείξτε ότι οι εξισώσει̋ κίνηση̋ παίρνουν την εξή̋ απλή µορφή :

M ~̈X = 0 , µ~̈x = f(|~x|) ~x

|~x| ,

όπου µ = m1m2/M η ανηγµένη µάζα του συστήµατο̋. Εξηγήστε τι επιτύχατε µε τι̋ καινούργιε̋
συντεταγµένε̋.

2. ∆είξτε ότι διατηρείται η στροφορµή ~L(CM) = M ~X× ~̇X καθώ̋ και η "ιδιοστροφορµή"~l = µ~x×~̇x.
∆είξτε ότι διατηρείται η ολική στροφορµή

~L = m1~x1 × ~̇x1 + m2~x2 × ~̇x2

καθώ̋ και ότι είναι ~L = ~L(CM) +~l. Υπολογίστε τι̋ ~L(CM) και ~l για το δοσµένο σύστηµα.

3. Γράψτε την διατηρούµενη ενέργεια. ∆είξτε ότι η κινητική ενέργεια των δύο σωµατιδίων µπορεί
να γραφεί ω̋ :

1

2
m1|~̇x1|2 +

1

2
m2|~̇x2|2 =

1

2
M | ~̇X|2 +

1

2
µ|~̇x|2 .

∆ηλαδή στην περίπτωση δύο σωµατιδίων η κινητική ενέργεια γράφεται ω̋ άθροισµα τη̋ κινητι-
κή̋ ενέργεια̋ του κέντρου µάζα̋ και τη̋ κινητική̋ ενέργεια̋ τη̋ σχετική̋ κίνηση̋ των σωµατι-

δίων. Υπολογίστε τι̋ δύο κινητικέ̋ ενέργειε̋ του συστήµατο̋ αρχικά (πολύ πριν τη σκέδαση).

συνέχεια του Προ1λήµατο̋ 2 τη̋ προηγούµενη̋ σειρά̋

1. Αν στο σύστηµα ΚΜ ένα σωµατίδιο σκεδάζεται σε γωνία Θ ενώ στο εργαστήριο η αντίστοιχη
γωνία σκέδαση̋ είναι ϑ ποια σχέση συνδέει τι̋ δύο διαφορικέ̋ ενεργέ̋ διατοµέ̋ στα δύο συ-
στήµατα ;
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2. Α̋ δούµε τώρα πώ̋ σχετίζονται µεταξύ του̋ οι δύο αυτέ̋ γωνίε̋ Θ, ϑ. [Προ̋ τούτο συµπλη-

ρώστε τα κενά στι̋ ακόλουθε̋ προτάσει̋ :] Στο σύστηµα ΚΜ το βλήµα (m1) κινείται µε ταχύ-

τητα ~v
(KM)

1 =...., ενώ το σύστηµα ΚΜ κινείται ω̋ προ̋ το εργαστήριο µε ταχύτητα ~vKM =....

Μετά τη σκέδαση το βλήµα κινείται ω̋ προ̋ το ΚΜ, αφού η κρούση είναι ελαστική µε ταχύτητα

µέτρου |~v ′(KM)
1 | =.... και σε κατεύθυνση n̂(Θ) που σχηµατίζει γωνία Θ µε την αρχική κατεύ-

θυνση κίνηση̋ που α̋ τη θεωρήσουµε συµ1ατικά ότι είναι η x̂ (διορθώστε κατάλληλα το διανυ-
σµατικό µέρο̋ των προηγούµενων απαντήσεών σα̋). Αν θέλουµε να µετα1ούµε στο σύστηµα

του εργαστηρίου θα πρέπει να προσθέσουµε στην ταχύτητα του σωµατιδίου στο ΚΜ την τα-
χύτητα ~vKM→L =.... Εποµένω̋ η ταχύτητα σκέδαση̋ του σωµατιδίου στο εργαστήριο θα είναι
~v ′

1 = ~v
(KM)

1 + ~vKM→L =.... Η σχέση λοιπόν των δύο γωνιών θα είναι cos ϑ = h(λ, cos Θ), όπου
λ = m1/m2 και h(λ, x) = ..... Συνολικά η ενεργό̋ διατοµή στο σύστηµα του εργαστηρίου θα
είναι

dσ

dΩ
|L =

dσ

dΩ
|KM × g(λ, Θ)

όπου g(λ, Θ) = ..... Από την παραπάνω σχέση των ϑ και Θ µπορεί κανεί̋ να αντικαταστήσει
και να έχει την ενεργό διατοµή στο εργαστήριο.

3. Στην περίπτωση τη̋ σκληρή̋ σφαίρα̋ που µελετήσαµε στο µάθηµα υπολογίστε τη διαφορική
ενεργό διατοµή στο εργαστήριο αν οι µάζε̋ βλήµατο̋ - στόχου είναι ίδιε̋. Τι τιµέ̋ µπορεί να

πάρει η γωνία σκέδαση̋ στην περίπτωση αυτή ;

4. Αν τα δύο σώµατα είναι απολύτω̋ όµοια (δύο σφαίρε̋ ακτίνα̋ α/2 η κάθε µία τότε δεν µπο-
ρούµε να διακρίνουµε στα σκεδαζόµενα σωµατίδια ποιο είναι το βλήµα και ποιο̋ ο στόχο̋. Σε
αυτή την περίπτωση ποια θα ήταν η ενεργό̋ διατοµή των σωµατιδίων που σκεδάζονται ; Σκε-
φθείτε ότι σε κάθε απειροστή στερεά γωνία θα έχω δύο δυνατέ̋ διαφορικέ̋ διατοµέ̋ την dσβλήµα
dσστόχο. Τέλο̋ υπολογίστε την ολική ενεργό διατοµή σ. Σα̋ φαίνεται το αποτέλεσµα λογικό ;
Εξηγήστε.

Πρό1ληµα 3 Σε ένα περίεργο ηλιακό σύστηµα η βαρυτική έλξη από τον ΄Ηλιο σε έναν πλανήτη, στο
τροχιακό επίπεδο, είναι παντού µηδενική εκτό̋ από τι̋ γωνιακέ̋ θέσει̋ θ = π/4, 3π/4, 5π/4, 7π/4,
από τι̋ οποίε̋ όταν περάσει ο πλανήτη̋ υφίσταται µια στιγµιαία ώθηση µε κατεύθυνση προ̋ τον ΄Ηλιο

και µέτρου mv0, όπου m η µάζα του πλανήτη και v0 κάποια σταθερά µε διαστάσει̋ ταχύτητα̋ που
σχετίζεται µε το κεντρικό σώµα. Η µάζα του ΄Ηλιου θεωρείται τόσο µεγάλη σε σχέση µε τον πλανήτη,
ώστε ο ΄Ηλιο̋ να θεωρείται ακλόνητο̋.

1. ∆ιατηρείται η στροφορµή ενό̋ πλανήτη που κινείται υπό την επίδραση αυτή̋ τη̋ δύναµη̋ ; ∆ι-
καιολογήστε την απάντησή σα̋.

2. ΄Ενα̋ πλανήτη̋ κινείται σε τετράγωνη τροχιά µε κέντρο του τετραγώνου το κεντρικό σώµα. Ποια
η ταχύτητα του πλανήτη και τι διεύθυνση έχουν οι πλευρέ̋ του τετραγώνου ; Είναι καθορισµένο
το µέγεθο̋ τη̋ τροχιά̋ αυτή̋ ;

3. ∆είξτε ότι η ταχύτητα διαφυγή̋ για ένα σώµα που βρίσκεται αρχικά στη θέση (0, α) και κινεί-
ται κατά τη θετική φορά του άξονα x είναι

√
2v0. (Το κεντρικό σώµα βρίσκεται στην αρχή των

αξόνων και η γωνία θ µετριέται από τον άξονα x.)

4. Εξαρτάται η ταχύτητα διαφυγή̋ από την κατεύθυνση κίνηση̋ του σώµατο̋ ;

5. Είναι αυτή η δύναµη συντηρητική ; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σα̋.
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