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Τα ακ�ολουθα σχ�ολια - σηµει£ωσεις γρ�αφτηκαν για να καλ�υψουν πιθαν�α προ1λ�ηµατα που �εχουν
σηµει£ωσει οι φοιτητ�ες µας, �οσον αφορ�α στην καταν�οηση �η την πρακτικ�η εφαρµογ�η κ�αποιων εκφρ�α-
σεων/µεγεθ£ων που σχετ�ιζονται µε την �υλη της Μηχανικ�ης ΙΙ, �οπως αυτ�η αποτυπ£ωνεται στο βι1λ�ιο µας
"Θεωρητικ�η Μηχανικ�η". Επιπλ�εον �εχουµε προσθ�εσει κ�αποια δικ�α µας σχ�ολια µε αφορµ�η συχν�α λ�αθη
των φοιτητ£ων στις εξετ�ασεις. Ελπ�ιζουµε �οτι αυτ�ο θα βοηθ�ησει πολλο�υς να διαλ�υσουν απορ�ιες και
εσφαλµ�ενες απ�οψεις.

1. Κατασκευ�η π�ινακα κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειας (κεφ. 6): Μια Λαγκρανζιαν�η που
περιγρ�αφει �ενα σ�υστηµα συζευγµ�ενων ταλαντωτ£ων κοντ�α σε σηµε�ιο ισορροπ�ιας αυτο�υ (γραµ-
µικοποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η) �εχει τη µορφ�η��� ������
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�οπου � 	 $ � � $������!$ � � ε�ιναι οι γενικευµ�ενες συντεταγµ�ενες που χρησιµοποιο�υνται για να περιγρ�α-
ψουν τη θ�εση του συστ�ηµατος και �� 	 $ �� � $������!$ �� � οι αντ�ιστοιχες γενικευµ�ενες ταχ�υτητες.
Η "συνταγ�η" κατασκευ�ης των πιν�ακων κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειας ε�ιναι αφο�υ πετ�αξουµε
τους συντελεστ�ες ��% � µπροστ�α απ�ο την κινητικ�η και δυναµικ�η εν�εργεια να συµπληρ£ωσουµε τους
π�ινακες µε τους συντελεστ�ες των διγραµµικ£ων µορφ£ων ��'& ��)( και �'&*�)( ως ακολο�υθως :
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Προσ�εξτε τους �ορους % � σε �ολα τα µη διαγ£ωνια στοιχε�ια.
Εξ�ηγηση : �Οταν η Λαγκρανζιαν�η γραφε�ι στη συνοπτικ�η της µορφ�η µε π�ινακες�4� �� �576�+ �5 � �� 576
895 $ (4)

�οπου

5:� -.../ � 	� �
...� �
1 2223 � (5)

1



και αντ�ιστοιχα για το �5 , και εκτελ�εσουµε τις πρ�αξεις πολλαπλασιασµο�υ των πιν�ακων θα κατα-
λ�ηξουµε στη Λαγκρανζιαν�η (κ�αντε µ�ονοι σας τις πρ�αξεις)��� ����;	�	
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Συγκρ�ινοντας µε την αρχικ�η Λαγκρανζιαν�η (1) βλ�επουµε �οτι τα στοιχε�ια των πιν�ακων πρ�επει να
ε�ιναι <4	�	 � �
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Παρ�αδειγµα : Αν �4�E��GF>��H �I �	�� � �I �� �KJ �I 	 �I � ��� ��
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2. Η αγκ�υλη Poisson ε�ιναι βαθµωτ�ο µ�εγεθος και δεν �εχει συνιστ£ωσες. Κατασκευ�αζεται και υπο-
λογ�ιζεται �οµως ως �αθροιση �ορων που αναφ�ερονται σε κ�αθε ζευγ�αρι κανονικ£ων συντεταγµ�ενων
(ορµ�ης - θ�εσης) [µετ�αφραση canonical coordinates] [ουδεµ�ια σχ�εση µε τους κανονικο�υς τρ�οπους
ταλ�αντωσης = µετ�αφραση του normal modes].
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Ηαγκ�υλη Poisson εν�ος µεγ�εθους
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3. Στην σελ�ιδα 150 του βι1λ�ιου, στην αρχ�η του εδαφ�ιου 6.3, η πρ£ωτη πρ�οταση µε την οπο�ια ξεκι-
ν�αει ε�ιναι ηµιτελ�ης. Ο δα�ιµονας της δακτυλογρ�αφισης (�οχι του τυπογραφε�ιου - µην τα ρ�ιχνουµε
σε �αλλους) αφα�ιρεσε την υπ�ολοιπη φρ�αση που µ�αλλον �εχει πλε�ον χαθε�ι στους λα1�υρινθους της
λ�ηθης. Θα ανασκε�υαζα αυθα�ιρετα την πρ�οταση ως : “Πολλ�ες φορ�ες για τη µελ�ετη διαφ�ορων
φαινοµ�ενων που συµ1α�ινουν σε περιστρεφ�οµενα συστ�ηµατα, �οπως αυτ£ων που λαµ1�ανουν χ£ωρα
στην επιφ�ανεια της Γης, η αν�αλυσ�η τους σε κ�αποιο αδρανειακ�ο σ�υστηµα ε�ιναι ακατ�αλληλη �η
τουλ�αχιστον µπορε�ι να δηµιουργ�ησει παρανο�ησεις �οσον αφορ�α στα �οσα παρατηρο�υνται απ�ο
τα �ιδια τα περιστρεφ�οµενα συστ�ηµατα.”
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4. �Οταν υπ�αρχει κ�αποιος ολ�ονοµος δεσµ�ος, για παρ�αδειγµα της µορφ�ης � 	 �hg � � � $ � � $������i$?d?� , σε
�ενα πρ�ο1ληµα, αυτ�ος µπορε�ι να αντικατασταθε�ι απευθε�ιας µ�εσα στη Λαγκρανζιαν�η που θα γρ�α-
φαµε αν αγνοο�υσαµε αυτ�ο το δεσµ�ο.

Παρ�αδειγµα : Σε �ενα πρ�ο1ληµα κ�ινησης σωµατιδ�ιου σε 3 διαστ�ασεις, αναλυµ�ενο σε κυλινδρικ�ες
συντεταγµ�ενες, αν γνωρ�ιζουµε �οτι η κ�ινηση γ�ινεται επ�ι κυλινδρικ�ης επιφ�ανειας j �hk τ�οτε στη
Λαγκρανζιαν�η �4�S���F>���j � � j � �l � � �mn� ��� Ao� j $ l $ m �
µπορο�υµε να αντικαταστ�ησουµε παντο�υ την µετα1λητ�η j µε k , οπ�οτε η Λαγκρανζιαν�η γ�ινεται�4� �� F>� k � �l � � �mn� ��� Ao� k $ l $ m �
[ο �ορος �j � εξαφαν�ιστηκε αφο�υ �οντας kS�

σταθερ�ο, �kE�Ep
.] Η ν�εα Λαγκρανζιαν�η �εχει 2 µ�ονο

βαθµο�υς ελευθερ�ιας.

5. Μια διαφορικ�η εξ�ισωση γραµµικ�η µε σταθερο�υς συντελεστ�ες (ακ�οµη και αν αυτο�ι ε�ιναι µιγαδι-
κο�ι) της µορφ�ης �rq e qe � q
s � �rqWt'	 e qWt'	e � qWt'	�s ��������� �
	 ee � s �up
�εχει λ�υσεις της µορφ�ης s � � � � snv\w�x\y . Ο συντελεστ�ης z ε�ιναι µια απ�ο τις λ�υσεις του χαρακτηρι-
στικο�υ πολυων�υµου �rq z q � �rqWt'	 z qWt'	 �h����� �
	 �{p

. Το γεγον�ος αυτ�ο γ�ινεται καθαρ�ο αν αντι-
καταστ�ησουµε την προταθε�ισα λ�υση στη διαφορικ�η εξ�ισωση. Το πολυ£ωνυµο αυτ�ο �εχει n λ�υσειςz 	 $ z � $������!$ z q στο σ£ωµα των µιγαδικ£ων αριθµ£ων. Η γενικ�η λ�υση λοιπ�ον της διαφορικ�ης εξ�ισωσης
(�οντας γραµµικ�η η εξ�ισωση ισχ�υει η αρχ�η της επαλληλ�ιας) ε�ιναιs � � � �}| 	 w x�~Yy � | � w xi�0y ��������� | q w x#�#y �
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