
Π. Ιωάννου & Θ. Αποστολάτος            10/5/00 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΙI (ΣΕΙΡΑ Θ΄) 
 

1. Υπολογίστε το µετασχηµατισµό Legendre   της . Τι φυσικό σύστηµα 

περιγράφει η Χαµιλτονιανή αυτή; Υπολογίστε το µετασχηµατισµό Legendre της 
, για  και . Τι φυσικό σύστηµα περιγράφει η Χαµιλτονιανή 

αυτή; 
2. Υπολογίστε τη Λαγκρανζιανή συνάρτηση που αντιστοιχεί στη Χαµιλτονιανή  

. 

3. Αποδείξτε ότι αν ικανοποιούνται οι κανονικές εξισώσεις του Χάµιλτον τότε θα 
ικανοποιούνται αυτόµατα και οι εξισώσεις  Euler-Lagrange. 

4. Σηµειακή µάζα κινείται στο επίπεδο υπό την επίδραση κεντρικής δύναµης . Η κίνηση 
περιγράφεται σε πολικές συντεταγµένες . Υπολογίστε τη Χαµιλτονιανή συνάρτηση και 
γράψτε τις εξισώσεις του Χάµιλτον. 

5. Θεωρήστε ένα ελεύθερο σωµατίδιο µάζας που κινείται στο επίπεδο . Αντί των 
καρτεσιανών συντεταγµένων  και  επιλέγουµε να περιγράψουµε την κίνηση στις 
περιστρεφόµενες συντεταγµένες , . 
Παρατηρήστε ότι , . α) Γράψτε τη Λαγκρανζιανή 
συνάρτηση του σωµατιδίου στις συντεταγµένες  και  και τις εξισώσεις Euler-Lagrange 
που διέπουν την κίνηση. β) Υπολογίστε τη Χαµιλτονιανή συνάρτηση  που αντιστοιχεί σε 
αυτή τη Λακγρανζιανή. γ) Μπορείτε να βρείτε την τιµή ενός οµογενούς µαγνητικού πεδίου 
ώστε η παραπάνω Χαµιλτονιανή να περιγράφει την επίπεδη κίνηση ενός φορτισµένου 
σωµατιδίου µέσα στο µαγνητικό αυτό πεδίο, κάθετο στο επίπεδο κίνησης, στο οποίο δρα 
επιπλέον ένας αντεστραµµένος (απωθητικός) αρµονικός ταλαντωτής. δ) Διατηρείται η 

κινητική ενέργεια ; Διατηρείται η Χαµιλτονιανή ; 

6. Υπολογίστε τη Χαµιλτονιανή συνάρτηση για ένα φορτισµένο σωµατίδιο που κινείται σε 
ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο. Γράψτε τις κανονικές εξισώσεις του Χάµιλτον που διέπουν 
την κίνηση του σωµατιδίου. 

7. Γράψτε µια Λαγκρανζιανή  συνάρτηση που διέπει  τη κίνηση του αρµονικού ταλαντωτή µε 
απόσβεση (έχετε δει τη Λαγκρανζιανή αυτή συνάρτηση σε προηγούµενη άσκηση). 
Υπολογίστε την Χαµιλτονιανή συνάρτηση που αντιστοιχεί σε αυτή τη Λαγκρανζιανή. 

8. Έστω η Χαµιλτονιανή συνάρτηση . Γράψτε τις εξισώσεις του Χάµιλτον 

για τη στήλη  στη µορφή , όπου  είναι ένας πίνακας . Βρέστε τον 

πίνακα . Γράψτε τη λύση στη µορφή , και υπολογίστε τον πίνακα .  
Προσδιορίστε τη θέση και την ορµή τη χρονική στιγµή , και σχεδιάστε την τροχιά στο 
χώρο των φάσεων. 

9. Η στροφορµή ενός σωµατιδίου είναι .  Υπολογίστε την αγκύλη Poisson , 
όπου  η -οστή συνισταµένη του διανύσµατος της στροφορµής. Η ολική στροφορµή ως 



προς την αρχή των αξόνων  σωµατιδίων είναι .  Υπολογίστε την αγκύλη 

Poisson . 
10. Η Λαγκρανζιανή ελεύθερου σχετικιστικού σωµατιδίου που κινείται στην ευθεία είναι 

 , όπου η θέση του σωµατιδίου στην ευθεία. Υποθέστε ότι στο 

σωµατίδιο ασκείται τέτοια δύναµη ώστε η Λαγκρανζιανή να είναι 

. Γράψτε τη Χαµιλτονιανή συνάρτηση του σωµατιδίου. 

Διατηρείται η Χαµιλτονιανή κατά την κίνηση; Ποια η τιµή της α) όταν η ταχύτητα του 
σωµατιδίου είναι µηδέν και  β) όταν βρίσκεται στην αρχή των αξόνων στο χώρο των 
φάσεων; Δείξτε ότι η περίοδος της ταλάντωσης µπορεί να τεθεί στην εξής 

µορφή: , όπου  η ενέργεια του 

σωµατιδίου. Επιβεβαιώστε ότι η περίοδος της κίνησης τείνει στη µη-σχετικιστική τιµή της 
όταν η ταχύτητα είναι µικρή σχετικά µε τη ταχύτητα του φωτός. 

11. Μετασχηµατισµοί Legendre στη θερµοδυναµική: Η θερµοδυναµική κατάσταση ενός 
θερµοδυναµικού συστήµατος µπορεί να προσδιοριστεί από δύο µόνο εκ των τεσσάρων 
µεταβλητών p (πίεση), V (όγκος), T (θερµοκρασία), S (εντροπία). Από τον 1ο νόµο της 
θερµοδυναµικής ισχύει ότι 

 
Η εσωτερική ενέργεια U µπορεί να θεωρηθεί λοιπόν συνάρτηση των S και V. Να δείξετε ότι 

η πίεση όντας και αυτή συνάρτηση των S και V, είναι  -p. 

Η ενθαλπία µε τη σειρά της είναι συνάρτηση των S, p και ικανοποιεί τη σχέση V. 

Προσδιορίστε την Η  και δείξτε ότι Τ. 

Η ελεύθερη ενέργεια Gibbs G είναι συνάρτηση των p, T και ικανοποιεί τη σχέση 

. Προσδιορίστε την G  και δείξτε ότι V. 

Η συνάρτηση Helmholtz A είναι συνάρτηση των T, V και ικανοποιεί τη σχέση . 

Προσδιορίστε την A  και δείξτε ότι -S. 

 
 
 
 


