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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΙI (ΣΕΙΡΑ H΄) 
 
1. Θεωρήστε ένα µονοδιάστατο βαθµωτό πεδίο (π.χ. την εγκάρσια διαταραχή µιας τεντωµένης 
χορδής κιθάρας). Ποιος µετασχηµατισµός της θέσης και του χρόνου αφήνει αναλλοίωτη τη 
δράση; Ποια είναι η διατηρούµενη ποσότητα ως συνέπεια αυτής της συµµετρίας; Μπορείτε 
να γενικεύσετε το αποτέλεσµά σας σε πιο σύνθετα πεδία;  

2. Για τη µηχανή του Atwood που συναντήσαµε στη Γ΄ σειρά ασκήσεων 
 
 
 
 
 
 

 
 

υπολογίστε την τάση του νήµατος χρησιµοποιώντας Λαγκρανζιανό φορµαλισµό 
(πολλαπλασιαστές Lagrange). 

3. Κυκλικός δακτύλιος κυλιέται χωρίς να ολισθαίνει επί κεκλιµένου επιπέδου που σχηµατίζει 
γωνία  µε την οριζόντιο στο σταθερό κατακόρυφο πεδίο βαρύτητας.  Γράψτε τη 
Λαγκρανζιανή συνάρτηση και την εξίσωση κίνησης του δακτυλίου.  Υπολογίστε µε 
Λαγκραντζιανό φορµαλισµό τη δύναµη που προέρχεται από την επιβολή τής συνθήκης τής 
µη ολίσθησης. Τι συµβαίνει στη δύναµη αυτή όταν ; Μπορείτε να δώσετε φυσική 
εξήγηση; 

4. Μια χάντρα µάζας  δύναται να ολισθαίνει σε λείο σύρµα, το οποίο έχει τη µορφή έλικας, 
µέσα σε οµογενές βαρυτικό πεδίο το οποίο είναι παράλληλο µε τον άξονα της έλικας. Η 
εξίσωση της έλικας σε κυλινδρικές συντεταγµένες είναι: . Γράψτε τη 
Λαγκραζιανή της χάντρας και υπολογίστε την εξίσωση κίνησης αυτής, θεωρώντας ότι για 

 είναι ακίνητη. Με τη βοήθεια των πολλαπλασιαστών Lagrange υπολογίστε τις 
δυνάµεις που αισθάνεται η χάντρα ολισθαίνοντας πάνω στη συρµάτινη έλικα. 

Στη συνέχεια επιχειρήστε να επιλύσετε το ίδιο πρόβληµα µε νευτώνεια αντιµετώπιση. 
Πώς θα σχεδιάζατε τις δυνάµεις; Καταλαβαίνετε τώρα την ευκολία που σας προσφέρει στην 
επίλυση προβληµάτων η Λαγκρανζιανή αντιµετώπιση; 

5. Επιλύστε µια υπερβατική εξίσωση µε κανόνα και …αλυσίδα: Υποθέστε πως κρατάτε τα 
δύο άκρα µιας αλυσίδας µήκους  στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο σε απόσταση  το ένα από 
το άλλο. Η αλυσίδα αποκτά καµπύλο σχήµα προκειµένου να «κατεβάσει» το κέντρο βάρους 
της όσο το δυνατόν πιο χαµηλά. Βρείτε τη διαφορική εξίσωση που πρέπει να ικανοποιεί η 
συνάρτηση σχήµατος της αλυσίδας προκειµένου να συµβεί αυτό, µε τη συνθήκη το µήκος 

της να παραµείνει σταθερό. Δείξτε ότι η συνάρτηση: 

 

ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση που βρήκατε 
προηγουµένως παρέχοντας επιπλέον τη σωστή θέση των 
άκρων της αλυσίδας. Σε συνδυασµό µε τη σχέση που 
δίνει το µήκος της αλυσίδας υπολογίστε τη ρίζα της 
υπερβατικής εξίσωσης:  εκτελώντας το 

 

 



πείραµα µε την αλυσίδα και µετρώντας το  του µέσου αυτής.  
5.  Μια χάντρα είναι περασµένη σε ένα σύρµα το οποίο βρίσκεται σε κατακόρυφο επίπεδο 
και έχει σχήµα . Η χάντρα κινείται ελεύθερα στο σύρµα υπό την επενέργεια της 
βαρύτητας. Να γραφεί η Λαγκρανζιανή της και να µελετηθεί η κίνησή της κοντά σε ένα 
τοπικό ελάχιστο της καµπύλης. 

6.  Δείξτε ότι η παραβολοειδής επιφάνεια του νερού σε ένα περιστρεφόµενο δοχείο είναι 
αυτή που ελαχιστοποιεί τη δυναµική ενέργεια του νερού συνολική 
(συµπεριλαµβανοµένης και της φυγοκεντρικής δυναµικής ενέργειας) στο 
περιστρεφόµενο σύστηµα του δοχείου. Αυτή εξάλλου είναι και η ολική ενέργεια του 
νερού στο περιστρεφόµενο σύστηµα. Μέχρι ποιο ύψος πρέπει να γεµίσουµε ένα 
κυλινδρικό κουβά ούτως ώστε σε περίπτωση περιστροφής αυτού να αρχίσει να ξεχειλίζει 
µόνον εφόσον φανεί ο πυθµένας του κουβά; 

7.  Ένα φορτισµένο σωµάτιο είναι υποχρεωµένο να κινείται πάνω σε ένα επίπεδο. Το 
σωµάτιο βρίσκεται µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο, εν γένει πλάγιο σε σχέση µε το 
επίπεδο. Ποια η τροχιά της κίνησής του; 

8.  Να βρεθεί η µέγιστη τιµή της κατευθυνόµενης παραγώγου της συνάρτησης : 

, 

υποκείµενο στη συνθήκη  (µοναδιαίο διάνυσµα). 
 

 
 
 


