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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΙI (ΣΕΙΡΑ Z΄) 
 
1. Στα (λανθασµένα) βήµατα του Νεύτωνα: Επαναλάβατε τον υπολογισµό του 
Νεύτωνα όσον αφορά το πρόβληµα ρίψης µιας πέτρας χωρίς αρχική ταχύτητα από το 
άνοιγµα ενός πηγαδιού βάθους που βρίσκεται στον Ισηµερινό. (α) Με τι ταχύτητα 
ως προς αδρανειακό παρατηρητή (ως προς τον οποίο το κέντρο της Γης παραµένει 
ακίνητο) φεύγει η πέτρα από τα χέρια αυτού που τη ρίχνει; (β) Λύστε το πρόβληµα 
της βολής της πέτρας µέσα σε οµογενές βαρυτικό πεδίο (το πηγάδι δεν είναι τόσο 
βαθύ ώστε να αλλάζει η βαρύτητα σηµαντικά) µε την αρχική ταχύτητα που 
υπολογίσατε προηγουµένως. Πόσο χρόνο θα χρειαστεί για να φθάσει στον πυθµένα η 
πέτρα; Μέχρι να φθάσει στον πυθµένα, πόσο θα έχει µετακινηθεί οριζόντια η πέτρα 
ως προς τον αδρανειακό µας παρατηρητή; (γ) Όλη αυτή την ώρα που η πέτρα έπεφτε, 
ο πυθµένας του πηγαδιού προχώρησε και αυτός λόγω περιστροφής της Γης. Πόσο; (δ) 
Πόσο µακρύτερα θα πέσει η πέτρα από το σηµείο που θα έπεφτε αν δεν 
περιστρεφόταν η Γη; Η ακτίνα της Γης να ληφθεί  και η γωνιακή ταχύτητα 

περιστροφής της . [Απ: .] 

 
2. Διορθώνοντας τον Νεύτωνα: Ίσως πείτε, λίγο απλοϊκή η λύση του Νεύτωνα, 
αφού δεν έλαβε υπόψη του της σφαιρικότητα της Γης. Δεν θα συµφωνούσατε µαζί 
του αν το πηγάδι είχε βάθος µόλις 1 χιλιοστού για παράδειγµα; Είναι φυσικό σε αυτή 
την περίπτωση να αγνοήσει κανείς την καµπυλότητα της Γης όπως αγνοεί και τη 
µεταβολή του  αναµένοντας µια τέτοια θεώρηση να επιφέρει διορθώσεις ανώτερης 
τάξης στο αποτέλεσµα. Είναι σωστό όµως αυτό; Ας ακολουθήσουµε τα παρακάτω 
βήµατα: (α) Καθώς η πέτρα εκτελεί την οριζόντια βολή που περιγράψατε στην 
προηγούµενη άσκηση, αποµακρύνεται από την αρχική κατακόρυφο που περνά από το 
κέντρο τη Γης (µην ξεχνάτε το κέντρο της Γης δεν κινείται ως προς τον παρατηρητή 
µας). Πόσο θα έχει αποµακρυνθεί από την κατακόρυφο ύστερα από χρόνο  από την 
πτώση της; (β) Έτσι εµφανίζεται µια συνιστώσα του βάρους οριζόντια και προς τα 
πίσω. Δείξτε ότι η εξίσωση οριζόντιας κίνησης αν λάβει κανείς υπόψη του τη 
συνιστώσα αυτή του βάρους είναι . Ολοκληρώστε τη δυο φορές µε τις 
κατάλληλες αρχικές συνθήκες ώστε να υπολογίσετε την οριζόντια µετατόπιση της 
πέτρας κατά το χρόνο πτώσης της. (γ) Αφαιρέστε τη µετατόπιση του πυθµένα του 
πηγαδιού που βρήκατε στο βήµα (γ) της προηγούµενης άσκησης για να υπολογίσετε 
τη θέση πτώσης της πέτρας σχετικά µε τη θέση αυτής αν δεν περιστρεφόταν η Γη. 

Συµφωνεί µε το αποτέλεσµα του Νεύτωνα; [Απ: .] 

 
3. Μα… θα πείτε, απλώς εκτελούµε τεχνάσµατα µε στόχο να πετύχουµε το 
σωστό αποτέλεσµα. Στην προηγούµενη άσκηση υπολογίσαµε στο βήµα (α) την 
οριζόντια αποµάκρυνση υποθέτοντας οµαλή κίνηση οριζόντια και στη συνέχεια, στο 
βήµα (β), υπολογίσαµε την οριζόντια συνιστώσα του βάρους και επιβάλαµε 
επιτάχυνση στην δήθεν οµαλή κίνηση. Ας είµαστε λοιπόν περισσότερο συνεπείς σε 
αυτά που γράφουµε. (α) Αποδείξτε ότι η οριζόντια συνιστώσα του βάρους όταν η 
πέτρα θα έχει µετακινηθεί οριζόντια κατά  θα είναι  (υποθέτουµε ότι 
η απόσταση από το κέντρο της Γης παραµένει σταθερή αφού το πηγάδι δεν είναι 



πολύ βαθύ). Γράψτε την εξίσωση κίνησης κατά τον x-άξονα και, βάζοντας τις σωστές 
αρχικές συνθήκες που υπολογίσατε στην άσκηση 1, αποδείξτε ότι η λύση είναι 

. (β) Βάλτε στη θέση του χρόνου το συνολικό χρόνο 

πτώσης της πέτρας που υπολογίσατε στην άσκηση 1β, αφαιρέστε, όπως πάντα, τη 
µετατόπιση του πυθµένα και… ορίστε το αποτέλεσµα της ζητούµενης συνολικής 
µετατόπισης της πέτρας από την κατακόρυφο. Το αποτέλεσµα µοιάζει πολύ 
διαφορετικό από όλα τα προηγούµενα! Παρατηρήστε ότι η γωνία µέσα στο ηµίτονο 
είναι πολύ πολύ µικρή, οπότε µπορείτε να αναπτύξτε το ηµίτονο. (γ) Αρχικά 
κρατήστε µόνο τον πρώτο όρο. Το αποτέλεσµα θα είναι αυτό του Νεύτωνα (της 
άσκησης 1). Κρατήστε και τον δεύτερο όρο του αναπτύγµατος. Η απάντηση (ίδια µε 
αυτή της άσκησης 2) είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε το προηγούµενο αποτέλεσµα. 
Τώρα που αρχίσατε να είστε καχύποπτοι δοκιµάστε µήπως πρέπει να κρατήσετε και 
τον τρίτο όρο του αναπτύγµατος. Είναι χρήσιµος ή µήπως είναι ανώτερης τάξης; 
Ποιο είναι λοιπόν το σωστό αποτέλεσµα σε πρώτη προσέγγιση; 
 
4. Μα ποιο είναι τελικά το σωστό αποτέλεσµα; Με 
το πρόβληµα αυτό µάλλον άρχισε να κλονίζετε η 
εµπιστοσύνη µας στο τι θα πρέπει να θεωρούµε µικρό και 
αµελητέο και τι µεγάλο και χρήσιµο. Δεν αισθανόµαστε 
σιγουριά σχετικά µε το ποια µεγέθη πρέπει να λάβουµε 
υπόψη µας και ποια όχι. (Όσο για τη µεταβολή του  
καθώς πέφτει η πέτρα δεν θα τη συµπεριλάβουµε, αφού 
όπως αποδεικνύεται οδηγεί σε διορθώσεις ανώτερης 
τάξης.) Ας ξεφύγουµε λοιπόν από την θεώρηση του Νεύτωνα και ας λύσουµε το 
πρόβληµά µας στο µη αδρανειακό σύστηµα της Γης – άλλωστε γιατί να µην 
χρησιµοποιήσουµε τις γνώσεις µας όσον αφορά τα µη αδρανειακά συστήµατα. (α) 
Δείξτε ότι η δύναµη Coriolis στην πέτρα καθώς αυτή κατευθύνεται προς τα κάτω, και 
το πηγάδι µαζί µε τη Γη γυρίζει από τα αριστερά προς τα δεξιά στο σχήµα µας, έχει 
τη φορά που φαίνεται στο σχήµα και µέτρο . Υπολογίστε την 
κατακόρυφη ταχύτητα της πέτρας  ωσάν να επρόκειτο για απλή κατακόρυφη 
πτώση και στη συνέχεια ολοκληρώστε την εξίσωση κίνησης για την οριζόντια κίνηση 
(διπλή ολοκλήρωση) ώστε να υπολογίστε την οριζόντια µετατόπιση της πέτρας 
συναρτήσει του χρόνου. Προσέξτε ότι οι αρχικές συνθήκες εδώ είναι διαφορετικές⋅ 
στο σύστηµα της Γης η πέτρα είναι αρχικά ακίνητη. Τέλος θέστε το συνολικό χρόνο 
πτώσης της πέτρας στη συνάρτηση της οριζόντιας θέσης και ιδού η ζητούµενη 
µετατόπιση. Ίδια µε της άσκησης 2 και της άσκησης 3 (µε τον δεύτερο όρο του 
αναπτύγµατος). 
 
5. Δίχως το Νεύτωνα και τα µη αδρανειακά συστήµατα: Ας ξεκινήσουµε 
κάπως διαφορετικά. Ας αποφύγουµε τη θεώρηση του Νεύτωνα που όπως είδαµε µας 
έµπλεξε πολύ και µας δηµιούργησε ανασφάλεια σχετικά µε το τι είναι και τι δεν είναι 
σηµαντικό. Ας ξεχάσουµε και τα µη αδρανειακά συστήµατα που ξέρουµε ότι 
περιγράφουν τα συστήµατα βάσει ψευδοδυνάµεων. Υπάρχει καµιά διατηρήσιµη 
ποσότητα για την πέτρα; Βεβαίως, η στροφορµή της εφόσον κινείται σε πεδίο 
κεντρικών δυνάµεων. (α) Δείξτε ότι η διατήρηση της στροφορµής επιβάλει 

, όπου  η γωνιακή ταχύτητα περιφοράς της πέτρας γύρω από το 
κέντρο της Γης. Η πτώση κατά  της πέτρας µέσα στο βαρυτικό πεδίο της Γης δίνετε 



µε απαράµιλλη ορθότητα για µικρά βάθη από το γνωστό από το Λύκειο τύπο 
. (β) Ολοκληρώστε τη γωνιακή ταχύτητα , αφού αναπτύξτε την  

σε όρους τάξης , για να βρείτε τη γωνιακή µετατόπιση που θα έχει υποστεί η 
πέτρα µέχρι να φθάσει στον πυθµένα του πηγαδιού. (γ) Υπολογίστε και τη γωνιακή 
µετατόπιση του πυθµένα του πηγαδιού καθ’ όλο αυτό το χρονικό διάστηµα. (δ) Η 
διαφορά των δύο γωνιακών µετατοπίσεων πολλαπλασιασµένη µε την ακτινική θέση 
του πυθµένα , θα δόσει την πολυσυζητηµένη µετατόπιση της πέτρας. 
Αποφασίστε µέχρι ποιας τάξης όρους πρέπει να κρατήσετε και γράψτε το 
αποτέλεσµα. Μήπως τώρα νοιώθετε περισσότερη σιγουριά για το σωστό αποτέλεσµα; 
 
6. Υπολογίστε το σχήµα της επιφάνειας της Γης.  Θεωρήστε ότι στην 

επιφάνεια του πλανήτη το βαρυτικό πεδίο είναι . Αποδείξτε ότι 

, (  η απόσταση του ισηµερινού από το κέντρο του πλανήτη και 

 η απόσταση του πόλου από το κέντρο του πλανήτη). Εκτιµήστε  τη διαφορά 
, θεωρώντας ότι  km. Δίδεται η µάζα του πλανήτη 

 kg,  και  . 

 
7. Υπολογισµός της πίεσης στο κέντρο ανεµοστρόβιλου.  Οι ανεµοστρόβιλοι 
είναι ισχυρότατοι, εντοπισµένοι, σχεδόν κατακόρυφοι, στρόβιλοι που επιφέρουν στα 
30 min, που είναι η τυπική διάρκεια ζωής τους, τεράστιες καταστροφές.  Μέχρι 
σήµερα η διαδικασία δηµιουργίας τους είναι άγνωστη. Αποδείξτε ότι η πίεση στο 

έδαφος στο κέντρο του ανεµοστρόβιλου είναι , όπου  η πίεση 

στο έδαφος σε απόσταση   από το κέντρο και  η θερµοκρασία. Ο στρόβιλος 
θεωρείται ισόθερµος. Εάν η θερµοκρασία έχει παρατηρηθεί ότι είναι 288Κ, και σε 
ακτίνα  η πίεση στο έδαφος είναι 1000mb, και η ταχύτητα του ανέµου 
100  , ποια είναι η κεντρική πίεση; (Για τον αέρα η τιµή της σταθεράς του αερίου 
είναι  , όπου Μ  η γραµµοµοριακή µάζα του αέρα). 

 
 


