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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΙI (ΣΕΙΡΑ Στ΄) 
 
1. Κατασκευάστε τον πίνακα στροφής κατά π/2 γύρω από τον άξονα-x και τον 
άξονα-y και στη συνέχεια δείξτε ότι η σειρά µε την 
οποία γίνονται οι στροφές αυτές είναι καθοριστική 
στο τελικό αποτέλεσµα. Υπολογίστε τη γωνία 
στροφής και τον άξονα γύρω από τον οποίο 
συµβαίνει αυτή και ισοδυναµεί µε τις παραπάνω 
διαδοχικές στροφές. 
2. Υπολογίστε το µεταθέτη . 
3. Βρείτε τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης του συστήµατος του σχήµατος. 
 
4. Ο τελεστής της απειροστής στροφής  γύρω από άξονα µε κατεύθυνση 
αυτή του µοναδιαίου διανύσµατος  είναι ο . Δείξτε ότι µε 
αλλεπάλληλες τέτοιες απειροστές στροφές καταλήγει κανείς σε µια πεπερασµένη 
στροφή ίση µε το , εφόσον οι απειροστές στροφές γίνονται όλες γύρω από τον 

ίδιο άξονα (η  δεν αλλάζει κατεύθυνση). [Υπόδειξη: τεµαχίστε το χρόνο σε 
απειροστά χρονικά διαστήµατα τέτοια ώστε η απειροστή γωνία που αντιστοιχεί σε 
κάθε χρονικό διάστηµα να είναι η ίδια: ] Για να 

το δείξετε σχηµατίστε τον πίνακα  καθώς και τη δεύτερη και τρίτη δύναµη 

αυτού. Θα δείτε ότι  και . Οι περιττοί 
όροι προστιθέµενοι θα δώσουν το ηµιτονοειδές κοµµάτι του πίνακα της γενικής 
στροφής, ενώ οι υπόλοιποι το αντίστοιχο συνηµιτονοειδές. Προσέξτε ότι  

 

Τα τελευταία αυτά αθροίσµατα θα σας χρειαστούν για να εκφράσετε τη δράση των 
αλλεπάλληλων στροφών. 
5. Ένα αντικείµενο στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα η οποία εξαρτάται από το 
χρόνο ως ακολούθως:  

, 

όπου k φυσικός αριθµός. Υπολογίστε τον αντίστοιχο πίνακα στροφής σε κάθε 
περίοδο σταθερής κατεύθυνσης και στη συνέχεια υπολογίστε µετά από πόσο χρόνο το 
αντικείµενο θα επιστρέψει στην αρχική του θέση. 
6. Σε ένα διδιάστατο χώρο ορίζουµε την ακόλουθη «στροφή» των διανυσµάτων 
του χώρου:  µε  

. 

Ισχύει ότι ; Δείξτε ότι οι στροφές αυτές διατηρούν 
αναλλοίωτο το  αντί του γνωστού µέτρου . Οι κλασικές 



στροφές του ευκλείδειου χώρου είναι τέτοιες ώστε αν στρίψουµε µε τον ίδιο τρόπο 
δύο διανύσµατα το εσωτερικό τους γινόµενο να παραµείνει αναλλοίωτο. 
Ακολουθώντας αυτή τη συνταγή, πώς θα ορίζατε το εσωτερικό γινόµενο στον 
ιδιόµορφο αυτό χώρο; Κατασκευάστε τον πίνακα απειροστών στροφών στο χώρο 
αυτό και στη συνέχεια τον γεννήτορα των στροφών. Υπολογίστε το . 
Επιβεβαιώστε ότι  όπου S ο γεννήτορας των στροφών. Μετά από µια 
απείρως µεγάλη στροφή τη µορφή παίρνει ένα διάνυσµα; Ένα διάνυσµα της µορφής 
(α,α) πώς µετασχηµατίζεται µετά από µια τυχαία στροφή; 

Αν το στοιχείο 1-2 (το πάνω δεξιά) του πίνακα της στροφής ήταν διαιρεµένο µε 
το τετράγωνο ενός εκπληκτικά µεγάλου αριθµού c θα µπορούσατε να 
αναδιαµορφώσετε λίγο τη µορφή των διανυσµάτων ώστε να επιστρέψει ο πίνακας 
στη συµµετρική του µορφή και να ισχύουν όλες οι παραπάνω πανέµορφες ιδιότητες 
των ιδιόµορφων αυτών στροφών; Προτού σκεφθεί κανείς τον νέο αυτό τρόπο γραφής 
των διανυσµάτων τι θα πίστευε για τη δράση ενός τέτοιου πίνακα απειροστής 
στροφής στα διανύσµατα και ειδικά για την πρώτη συνιστώσα αυτών; Θα την 
θεωρούσε µήπως απόλυτη και ανεξάρτητη του καινούριου στραµµένου συστήµατος 
αναφοράς; Για τη δεύτερη συνιστώσα τι θα ίσχυε µετά από µια τέτοια απειροστή 
στροφή; 

Όπως θα έχετε ήδη διαπιστώσει ο χώρος που περιγράψαµε είναι ο χώρος του 
Minkowski (για την ακρίβεια µια διδιάστατη φέτα αυτού) και οι στροφές 
αντιπροσωπεύουν τους µετασχηµατισµούς Lorentz. Δεν έχετε παρά να ονοµάσετε τις 
συντεταγµένες του διανύσµατος  (t,x) και έχετε αµέσως µπροστά σας τους 
γνωστούς από τη σχετικότητα µετασχηµατισµούς των χωροχρονικών συντεταγµένων 
από το ένα αδρανειακό σύστηµα στο άλλο. Αν µάλιστα έχετε ακόµη αµφιβολίες για 
το τι νόηµα έχει η παράµετρος θ χρησιµοποιήστε το µετασχηµατισµό της δεύτερης 
συνιστώσας σε απειροστό µετασχηµατισµό και ενθυµούµενοι το πείραµα του 
Γαλιλαίου δώστε στην θ  το φυσικό της νόηµα. 

Αν τελικά οι µετασχηµατισµοί Lorentz δεν είναι τίποτε άλλο από γενίκευση των 
στροφών στον τετραδιάστατο χωρόχρονο (απλές ευκλείδειες στροφές όταν 
αναφέρονται στις τρεις χωρικές συνιστώσες και ιδιόµορφες στροφές σαν της άσκησής 
µας όταν αφορούν και τη χρονική συνιστώσα)  τα διάφορα αδρανειακά συστήµατα 
δεν είναι τίποτε άλλο παρά στραµµένα χωροχρονικά συστήµατα. Η γαλιλαιϊκή λοιπόν 
σχετικότητα που γενικεύεται στην αρχή της ισοδυναµίας: «όλα τα αδρανειακά 
συστήµατα αναφοράς είναι ισοδύναµα για την περιγραφή της φύσης» αντιµετωπίζει 
τον τετραδιάστατο χωρόχρονο ως οµογενή και ισότροπο προς όλες τις κατευθύνσεις 
(δεν εξαρτάται ούτε από την κατεύθυνση των χωρικών αξόνων ούτε από τις 
ταχύτητες (τις νέες στροφές) των συστηµάτων αναφοράς). Το αντίστοιχο της δράσης 
σε ένα τέτοιο χώρο θα είναι η ποσότητα , όπου το τ είναι ο 

ιδιόχρονος κατά µήκος της κοσµικής γραµµής του σωµατιδίου, αφού αυτός είναι 
ανεξάρτητος του συστήµατος αναφοράς, έχει δηλαδή απόλυτο νόηµα. Εφόσον ο 
χωρόχρονος είναι οµογενής και ισότροπος ως προς όλες τις κατευθύνσεις από τι δεν 
θα εξαρτάται η Λαγκρανζιανή ενός ελευθέρου σωµατίου; Αφού 

 η µοναδική µεταβλητή από την οποία θα µπορεί να 
εξαρτάται η Λαγκρανζιανή είναι εξαρτηµένη από το µέτρο της ταχύτητας, συνεπώς 
δεν είναι δυνατόν να εξαρτάται ούτε από αυτή. Τι αποµένει λοιπόν να είναι η 
Λαγκρανζιανή;   

 


