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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΙI (ΣΕΙΡΑ Γ΄) 
 
1. Μηχανές του Atwood  είναι συστήµατα  που αποτελούνται από ιδανικές αβαρείς 
τροχαλίες, αβαρή σχοινιά και µάζες που συνδέονται π.χ. όπως στο σχήµα:                                                          
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Για τη παραπάνω µηχανή του Atwood  γράψτε την Λαγκρανζιανή συνάρτηση που  
διέπει την δυναµική της. Ποια η επιτάχυνση της µάζας ;  
2. Κυκλικός δακτύλιος ακτίνας κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω σε οριζόντιο 
δάπεδο που κινείται παράλληλα µε τον εαυτό του κατά όπως στο σχήµα: 
 
 
 
 
 
 
 
Η µάζα του δακτυλίου, , είναι συγκεντρωµένη στη περιφέρειά του. Προσδιορίστε 
το λόγο της µετατόπισης του κέντρου µάζας του δακτυλίου προς τη µετατόπιση του 
δαπέδου. Θεωρείστε τώρα ένα νόµισµα µε την ίδια συνολική µάζα, , την ίδια 
ακτίνα, , και το ίδιο κέντρο µάζας, αλλά µε τη µάζα κατανεµηµένη ώστε η 

περιστροφική κινητική ενέργεια να είναι , µε .  Προσδιορίστε 

το νέο λόγο µετατόπισης του κέντρου βάρους προς τη µετατόπιση του δαπέδου. Τι θα 
συµβεί στις δύο περιπτώσεις αν τοποθετηθούν δύο δακτύλιοι διαφορετικής ακτίνας, ο 
ένας δίπλα στον άλλο, στο κινούµενο δάπεδο; Μπορείτε να κάνετε το πείραµα; 
3. Η Λαγκρανζιανή ενός συστήµατος είναι  (υπονοείται η αθροιστική 
σύµβαση). Να δειχθεί ότι αν ο πίνακας  είναι συµµετρικός η  διατηρείται κατά 
την κίνηση. Να δειχθεί περαιτέρω ότι για κάθε συνάρτηση, , ότι η  και  
παράγουν την ίδια φυσική κίνηση. Στις περιπτώσεις αυτές οι δυναµικές εξισώσεις 
µπορούν να παραχθούν από µια πολύ γενικευµένη κλάση Λαγκρανζιανών.  
4. Θεωρούµε ένα σύστηµα  ελευθέρων σωµατιδίων (που δεν αλληλεπιδρούν 
µεταξύ τους).  Τα σωµατίδια δεσµεύονται µε  σκληρόνοµους ολονοµικούς 
δεσµούς (δηλαδή, υπάρχουν  σχέσεις της µορφής , µε  

)1. Μπορούµε τότε να ορίσουµε  συντεταγµένες , οι οποίες 
                                                             
1  Σκληρόνοµος ονοµάζεται ο δεσµός που δεν εξαρτάται από το χρόνο. 
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προσδιορίζουν τις αρχικές συντεταγµένες µέσω σχέσεων της µορφής: .  Να 
δειχθεί ότι η Λαγκρανζιανή δίδεται από την  (χρησιµοποιείται η 
αθροιστική σύµβαση). Αυτή είναι η έκφραση της κινητικής ενέργειας στις 
γενικευµένες συντεταγµένες . Δείξτε επίσης ότι ο πίνακας  είναι  
συµµετρικός. Σύµφωνα µε την προηγούµενη άσκηση δείξτε ότι κατά την κίνηση 
διατηρείται η ενέργεια .  
Για όσους αρέσκονται να αντιµετωπίζουν τα προβλήµατα από µια πιο 
µαθηµατική σκοπιά: Ορίζουµε τώρα στο θεσεογραφικό χώρο των  το διαφορικό 
µήκος καµπύλης ως . Μπορείτε να σκεφθείτε γιατί επιλέξαµε 
αυτή την έκφραση (στα µαθηµατικά θα λέγαµε αυτή τη µετρική) για το διαφορικό 
µήκος; Στο θεσεογραφικό αυτό χώρο, γεωδαισιακές γραµµές είναι οι καµπύλες  
(τ κάποια παράµετρος), οι οποίες καθιστούν το µήκος µεταξύ δύο σηµείων του χώρου 
αυτού ακρότατο. Δείξτε  ότι η τροχιά της φυσικής κίνησης µεταξύ δύο σηµείων του 
θεσεογραφικού χώρου ταυτίζεται µε τη γεωδαισιακή που τα ενώνει, και ότι το µέτρο 
της ταχύτητας  είναι σταθερό κατά την κίνηση. Με τον τρόπο αυτό 
γενικεύουµε την κίνηση ελευθέρου σωµατιδίου σε οποιοδήποτε χώρο. 
5.  Η Λαγκρανζιανή µιας έκρηξης: Θεωρήστε ως απλουστευµένο µοντέλο µιας 
έκρηξης ένα σύστηµα δύο µαζών που µπορούν να κινούνται πάνω σε έναν άξονα 
δίχως τριβές. Μεταξύ των δύο µαζών υπάρχει συµπιεσµένο ελατήριο το οποίο 
αυθόρµητα αφήνεται ελεύθερο να αποσυµπιεστεί µέχρι, το πολύ, το φυσικό του 
µήκος. Γράψτε τη Λαγκρανζιανή και υπολογίστε την κίνηση των δύο σωµάτων αν 
αρχικά αυτά ήταν ακίνητα. Στο όριο που η σταθερά του ελατηρίου τείνει στο άπειρο 
αλλά η ενέργεια του συµπιεσµένου ελατηρίου είναι δεδοµένη ποια είναι η εξίσωση 
κίνησης; Κατόπιν του αποτελέσµατος αυτού µήπως θα µπορούσατε να γράψετε τη 
Λαγκρανζιανή συνάρτηση του συστήµατος µε µόνο τις κινητικές ενέργειες των 
σωµάτων µε δεδοµένη τη σχετική ταχύτητα των δύο σωµάτων; 
6.  Στηριζόµενοι στο αποτέλεσµα της προηγούµενης άσκησης γράψτε τη 
Λαγκρανζιανή ενός πυραύλου ο οποίος προωθείται, απουσία οποιουδήποτε πεδίου, 
από την εκτόξευση αερίων µε σταθερό ρυθµό και σχετική ταχύτητα V. Στη συνέχεια 
υπολογίστε την εξίσωση κίνησης του πυραύλου. 
7.  Κατασκευάστε τη Λαγκρανζιανή ενός σωµατιδίου το οποίο κινείται επί ευθείας 
υπό την επίδραση ενός δυναµικού  και µιας χρονοεξαρτώµενης δύναµης ; 
8.  Κατασκευάστε τη Λαγκρανζιανή και στη συνέχεια υπολογίστε την κίνηση ενός 
συστήµατος που αποτελείται από ένα δακτύλιο µάζας Μ και ακτίνας R ο οποίος 
µπορεί να κυλίεται σε οριζόντιο επίπεδο και ενός σωµατιδίου µάζας m που γλιστράει 
χωρίς τριβές πάνω στο δακτύλιο ξεκινώντας από το ανώτερο σηµείο αυτού. Πού 
βρίσκονται τα δύο σώµατα όταν συµβαίνει ο διαχωρισµός τους; 


