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Μηχανική ΙI  
 

Οι νόµοι του Νεύτωνα ως απόρροια της αρχής της ελάχιστης 
δράσης και πως ξέρει ένα σωµατίδιο να επιλέξει τη φυσική 

διαδροµή 
 

Ο κόσµος µας είναι τέλειος(;), όπου µε τον όρο τελειότητα των φυσικών 
συστηµάτων µπορούµε να ορίσουµε, σε µαθηµατική γλώσσα, το γεγονός ότι η δράση 
καθίσταται στάσιµη ως προς κάθε δυνατή διαδροµή (εξέλιξη) του φυσικού 
συστήµατος στο χώρο και το χρόνο. Ξεκινώντας από την αρχή αυτή, θα σχολιάσουµε 
το εύρος εφαρµογής της, θα µάθουµε να υπολογίζουµε τα ακρότατα της δράσης, θα 
αποδείξουµε ότι είναι ισοδύναµη µε το 2ο νόµο του Νεύτωνα γενικά και θα 
προσπαθήσουµε να απαντήσουµε στο βαθύτερο ερώτηµα που ακόµη αιωρείται 
µετέωρο: πώς καταφέρνουν τα σωµατίδια να γνωρίζουν ποια είναι η διαδροµή που 
καθιστά τη δράση στάσιµη ώστε να επιλέγουν αυτήν. 

Η δράση, , ενός µηχανικού συστήµατος που αναφέρεται 

στην αρχή του Hamilton, έχει νόηµα εφόσον το πρόβληµά µας µπορεί να συσχετιστεί 
µε κάποια δυναµική ενέργεια. Στις περιπτώσεις που η κίνηση γίνεται σε πεδίο µη 
συντηρητικών δυνάµεων, όπως για παράδειγµα  όταν κατεβαίνουµε σε µια 
τσουλήθρα υπό την επενέργεια τριβών, δεν µπορούµε,  εν γένει, να κατασκευάσουµε 
µια δράση, αλλά σε θεµελιακό επίπεδο αυτό δεν αποτελεί πρόβληµα, αφού δεν 
υπάρχει θεµελιώδης δύναµη της φύσης η οποία να είναι µη συντηρητική. Οι µη 
συντηρητικές δυνάµεις, σαν την τριβή, είναι απλώς στατιστικό αποτέλεσµα 
συντηρητικών στη φύση τους δυνάµεων, που ασκούνται σε ατοµικό επίπεδο και οι 
οποίες εµφανίζονται ως µη συντηρητικές, όταν περάσει κανείς σε µακροσκοπικό 
επίπεδο, αµελώντας τις λεπτοµέρειες του µικρόκοσµου.  

Στην πραγµατικότητα, η αρχή του Hamilton έχει ακόµη µεγαλύτερη ισχύ από 
τους νόµους του Νεύτωνα. Μπορεί κανείς να κατασκευάσει αντίστοιχες συναρτήσεις 
δράσης και για τον ηλεκτροµαγνητισµό, και για τη θεωρία της σχετικότητας, και για 
πεδία που δεν µπορεί κανείς να τα εξετάσει µέσα από τα στενά πλαίσια της 
νευτώνειας µηχανικής.  

Παραµένει ακόµη το τεχνικό πρόβληµα, του πώς θα υπολογίσουµε το ακρότατο 
της δράσης. Η δράση είναι συνάρτηση της καµπύλης που θα ακολουθήσει το 
µηχανικό σύστηµα, και όχι συνάρτηση κάποιων µεταβλητών: είναι όπως λέµε ένα 
συναρτησοειδές (functional). Έµµεσα, έχουµε αγγίξει αυτό το τεχνικό πρόβληµα όταν 
ψάξαµε µε τον πιο γενικό τρόπο να βρούµε την κίνηση που εκτελεί ένα ελεύθερο 
σωµάτιο. Με τον ίδιο τρόπο θα προσεγγίσουµε το γενικό πρόβληµα. 

Έστω  η φυσική διαδροµή του µηχανικού συστήµατος, αυτή δηλαδή που 
καθιστά τη δράση στάσιµη. Αυτό σηµαίνει ότι αν παρεκκλίνουµε πολύ λίγο από αυτή 
τη διαδροµή, η δράση δεν θα αλλάξει αισθητά. Πιο ποσοτικά, αν η παρέκκλισή µας 
είναι τάξης ε, όπου ε ένας πολύ µικρός αριθµός, η δράση που θα αντιστοιχεί σε αυτή 
την καινούρια διαδροµή θα είναι τάξης ε2. Προκειµένου να αποκτήσουµε βαθύτερη 



κατανόηση, της παραπάνω έκφρασης για τη στασιµότητας της δράσης, ας δούµε ένα 
παράδειγµα από την ανάλυση που γνωρίζουµε καλά. Μια συνάρτηση1 f µίας 
µεταβλητής, µπορεί να αναπτυχθεί γύρω από οποιοδήποτε σηµείο µέσω του 

αναπτύγµατος Taylor:  Αν το 

σηµείο  αποτελεί ακρότατο της συνάρτησης, τότε , οπότε αν ξεφύγουµε 
κατά µία πολύ µικρή απόσταση ε µακριά από το σηµείο , 

, όπου το σύµβολο  

δηλώνει ποσότητα τάξης ε2. Το ίδιο θα 
συµβαίνει και µε τη δράση, µόνο που σε αυτή 
την περίπτωση το ε θα δηλώνει µια 
παραµετροποίηση της πολύ γειτονικής, προς τη 
φυσική, διαδροµής. Θα πρέπει δηλαδή  

,  
όπου η(t) είναι µια οποιαδήποτε συνάρτηση 
που δείχνει µε πιο τρόπο η καινούρια διαδροµή 
αποµακρύνεται από τη φυσική. Η συνάρτηση η 

είναι απολύτως αυθαίρετη, αλλά χωρίς απειρισµούς, µε µοναδική απαίτηση να ισχύει 
. Ο παράγοντας ε, όντας οσοδήποτε µικρός, εξασφαλίζει τη 

γειτνίαση της καινούριας διαδροµής στη φυσική. Εκτελώντας τις πράξεις στην 
παραπάνω σχέση και συγκεντρώνοντας τα αποτελέσµατα σε όρους αύξουσας τάξης 
ως προς ε παίρνουµε: 

 

 
 

Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες το πρώτο ολοκλήρωµα της τελευταίας σειράς 

γίνεται , αφού η( )=η( )=0. Το 

συµπέρασµα λοιπόν είναι ότι προκειµένου να είναι στάσιµη η δράση θα πρέπει, ο 
όρος τάξης ε να είναι µηδενικός εκ ταυτότητας. Δηλαδή θα πρέπει 

, 

και προφανώς αυτό θα πρέπει να ισχύει για κάθε είδους γειτονική διαδροµή, δηλαδή 
για κάθε συνάρτηση η(t). Είναι διαισθητικά προφανές, αν και αργότερα θα το 
αποδείξουµε µε απόλυτη αυστηρότητα, ότι η ποσότητα µέσα στην παρένθεση θα 
                                                             
1 Όποτε αναφερόµαστε στο εξής σε συναρτήσεις θα υποθέτουµε ότι έχουν όλες τις καλές ιδιότητες 
(συνέχεια, παραγωγισιµότητα, κλπ.), που χρειαζόµαστε ώστε να στηρίξουµε το επιχείρηµά µας. Σε 
αντίθετη περίπτωση, όταν δηλαδή θελήσουµε να ελέγξουµε παθολογικές καταστάσεις, θα είµαστε 
σαφείς στη διατύπωση µας.  



πρέπει να είναι ταυτοτικά µηδέν: , που δεν είναι τίποτε άλλο από το 
νόµο του Νεύτωνα. Στο σηµείο αυτό επιβεβαιώνουµε ότι η διαδροµή που καθιστά τη 
δράση στάσιµη είναι εκείνη που ακολουθεί το σωµατίδιο υπακούοντας στο νόµο της 
δυναµικής του Νεύτωνα. Είναι εύλογο ότι η παραπάνω απόδειξη θα µπορούσε να 
λειτουργήσει και µε αντίστροφη φορά (από το νόµου του Νεύτωνα προς την αρχή 
ελάχιστης δράσης. Στην κλασική θεώρηση λοιπόν, όπου το σωµατίδιο έχει 
καθορισµένη θέση σε κάθε χρονική στιγµή και οι κινήσεις του ακολουθούν τη σχέση 
αίτιο - αιτιατό (κινητήρια δύναµη - καθορισµός τροχιάς), η αρχή ελάχιστης δράσης 
δεν είναι κάποιος τελεολογικός νόµος, απλώς απορρέει από το 2ο νόµο του Νεύτωνα, 
αφού αποδεικνύεται ισοδύναµη µε αυτόν. Με άλλα λόγια, η εφαρµογή της αρχής 
ελάχιστης δράσης µεταξύ ενός αρχικού και ενός τελικού σηµείου της τροχιάς, µπορεί 
να εστιαστεί και σε ένα απειροελάχιστο τµήµα της διαδροµής, οπότε η αναζήτηση 
ακροτάτου σε αυτή την περίπτωση σχετίζεται άµεσα µε τη διαφορική αλλαγή της 
δυναµικής ενέργειας, δηλαδή τη δύναµη που λέει στο σωµάτιο πώς να κινηθεί. 

Η κβαντοµηχανική όµως περιγραφή ενός σωµατίου δεν είναι αυτή της κλασικής 
µηχανικής. Το σωµατίδιο παύει να είναι µια οντότητα µε συγκεκριµένη θέση και 
ταχύτητα. Η καλύτερη δυνατή περιγραφή γι' αυτό δίνεται από την κυµατοσυνάρτηση, 
µια µιγαδική συνάρτηση της οποίας το µέτρο στο τετράγωνο είναι η πιθανότητα 
ανίχνευσης του σωµατιδίου στην εκάστοτε θέση. Μαθαίνει κανείς ότι η 
κυµατοσυνάρτηση αυτή, όταν το σωµατίδιο ακολουθήσει µια υποτιθέµενη διαδροµή 
στο χώρο και το χρόνο είναι ανάλογη της ποσότητας , όπου S η δράση που 
αντιστοιχεί στη διαδροµή αυτή. (Στο σηµείο αυτό υπάρχει πλήρης αναλογία µε την 
κυµατική περιγραφή του φωτός το οποίο µπορεί να περιγραφεί ως µια διαταραχή µε 

µέγεθος ανάλογο της ποσότητας  όπου φ η φάση του µετώπου κύµατος καθώς 
αυτό ακολουθεί την καθορισµένη διαδροµή.) Η ποσότητα  µπορεί να 
παρασταθεί στο µιγαδικό επίπεδο ως ένα διάνυσµα µοναδιαίου µήκους και 
στραµµένο κατά γωνία   ως προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών. Όντας 
γραµµική θεωρία, η κβαντοµηχανική, η κυµατοσυνάρτηση του σωµατιδίου θα είναι 
κάποιος γραµµικός συνδυασµός όλων των επί µέρους λύσεων. Δηλαδή 

, 

όπου j ο δείκτης που καθορίζει την 
κάθε διαδροµή. Όµως για διαδροµές 
για τις οποίες η δράση S αλλάζει πολύ 
γρήγορα, σε σχέση µε την ποσότητα  
(µην ξεχνάτε το τροµακτικά µικρό 
µέγεθος του , 1.054x10-34joule⋅s), αν 
αλλάξουµε λίγο τη διαδροµή, τα 
µιγαδικά διανύσµατα προστιθέµενα 
κατασκευάζουν κύκλους (βλ. σχήµα) 
και το συνολικό τους άθροισµα είναι 
περίπου µηδενικό. Για τις διαδροµές, 
για τις οποίες η δράση καθίσταται 
ακρότατο (ας τις πούµε κλασικές 

διαδροµές) η γωνία µεταξύ των µιγαδικών διανυσµάτων από γειτονικές διαδροµές 
είναι αµελητέα και τα αντίστοιχα διανύσµατα προστιθέµενα δίνουν ένα µη αµελητέο 
αποτέλεσµα, οπότε η πιθανότητα να παρατηρήσουµε ένα σωµατίδιο προερχόµενο 
από την διαδροµή αυτή είναι σηµαντική. Η κβαντοµηχανική λοιπόν απάντηση στον 
αν η αρχή ελάχιστης δράσης είναι απλώς µια απόρροια του δυναµικού νόµου του 



Νεύτωνα ή µια βαυύτερη αρχή που καθορίζει τις κινήσεις των σωµάτων είναι µάλλον 
το δεύτερο. Τα σώµατα πράγµατι απλώνονται σε όλο το χώρο και δοκιµάζουν κάθε 
απίθανη διαδροµή και όταν καταφθάνουν στο τελικό σηµείο παρατήρησης απλώς 
συµβάλλουν µε τον εαυτό τους άλλοτε ενισχυτικά (αν ακολούθησαν τις κλασικές 
διαδροµές) και άλλοτε καταστροφικά (αν ακολούθησαν τροχιές που θα έφερναν σε 
απελπισία τον Νεύτωνα). Πως µπορούµε να είµαστε βέβαιοι ότι κάτι τέτοιο 
συµβαίνει; Έχουµε παρατηρήσει ότι τα υποατοµικά σωµατίδια αν και εγκλωβισµένα 
σε κάποιο πηγάδι δυναµικού που δεν τους επιτρέπει να ξεφύγουν, αυτά τα 
καταφέρνουν να δραπετεύουν, ακολουθώντας προφανώς απαγορευµένες διαδροµές. 

Τέλος, πριν µάθουµε στη συνέχεια να λύνουµε προβλήµατα λογισµού 
µεταβολών, θα αποδείξουµε τη µαθηµατική πρόταση που παρουσιάστηκε 

προηγουµένως στο πρόβληµά µας. Δηλαδή αν ισχύει  για 

οποιαδήποτε συνεχή και µη απειριζόµενη συνάρτηση , τότε η  πρέπει να 
είναι ταυτοτικά µηδέν. 

Απόδειξη: Έστω κάποια περιοχή εντός του 
διαστήµατος ΑΒ για την οποία , 
στην οποία η συνάρτηση είναι είτε θετική 
είτε αρνητική. Ας επιλέξουµε ως 
συνάρτηση  µια συνάρτηση η οποία 
είναι παντού µηδέν, εκτός της περιοχής µη 
µηδενισµού της , όπου και παίρνει 
συνεχείς θετικές τιµές (βλ. σχήµα). Τότε η 
συνάρτηση  είναι παντού ή µηδέν 
ή έχει το πρόσηµο της  στο εν λόγω 

διάστηµα, οπότε και το ολοκλήρωµα αυτής θα είναι καθαρά θετικός ή αρνητικός 
αριθµός. Άτοπο λοιπόν. 

Ένας άλλος, γεωµετρικός τρόπος, να αντιληφθούµε την παραπάνω πρόταση είναι 

ο ακόλουθος. Το ολοκλήρωµα  µπορούµε να το δούµε ως ένα 

εσωτερικό γινόµενο  µεταξύ των δύο συναρτήσεων (έχει όλα τα 
χαρακτηριστικά ενός εσωτερικού γινοµένου: (i) είναι µηδέν αν η µια από τις δύο 
συναρτήσεις είναι η µηδενική, (ii) το εσωτερικό γινόµενο µιας συνάρτησης µε τον 
εαυτό της είναι θετικά ορισµένο και (iii) είναι γραµµικό ως προς την πρώτη ή τη 
δεύτερη συνάρτηση ). Για να είναι λοιπόν το 
εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος-συνάρτηση  µε οποιοδήποτε διάνυσµα-
συνάρτηση  µηδέν δεν µπορεί παρά το πρώτο διάνυσµα να είναι µηδενικό. Μόνο 
ένα µηδενικό διάνυσµα µπορεί να είναι κάθετο σε κάθε άλλο διάνυσµα.  

Την πρόταση αυτή θα χρησιµοποιήσουµε σε γενικά προβλήµατα µεταβολών 
παρακάτω. 

 
 


