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Προσδιορισµός των χαρακτηριστικών (ιδιο-)συχνοτήτων και κανονικών τρόπων 

ταλάντωσης µε χρήση συµµετριών 
 
Θεωρούµε ότι 6 ίσες µάζες συνδέονται µε ταυτόσηµα  ελάσµατα σε ένα κέντρο. Οι µάζες 

στην κατάσταση ισορροπίας 
σχηµατίζουν ένα κανονικό εξάγωνο 
(βλ. Σχήµα) και κινούνται στο κοινό 
επίπεδο που σχηµατίζουν και η 
θέση κάθε µάζας προσδιορίζεται 
από µία συντεταγµένη, . Αν δεν 
υπήρχε αλληλεπίδραση µεταξύ των 
σωµάτων τα σώµατα θα 
ταλαντώνονταν ανεξάρτητα δεξιά 
και αριστερά  από το σηµείο 
ισορροπίας. Έστω τώρα ότι τα 
σώµατα αλληλεπιδρούν. Η δύναµη 
αλληλεπίδρασης, την οποία δεν 
προσδιορίζουµε, δεν περιορίζεται 
µόνο στη δύναµη που ασκείται από 
το ένα σώµα στο γειτονικό του, 

αλλά επιτρέπουµε σε κάθε σώµα να ασκεί δυνάµεις σε όλα τα άλλα σώµατα.  Θεωρούµε 
ότι οι κινήσεις είναι µικρές έτσι ώστε, όπως είδαµε, οι κινήσεις να περιγράφονται από τις 
εξισώσεις 

, 

εφόσον οι µάζες είναι οι ίδιες και ο πίνακας των µαζών είναι , όπου  ο 

µοναδιαίος πίνακας, και . Η θέση  προσδιορίζει τις αποµακρύνσεις 

όλων των σωµάτων από το σηµείο ισορροπίας. Ο 6Χ6 πίνακας  δεν έχει 
προσδιορισθεί. 
 
 Θέλουµε να προσδιορίσουµε τις χαρακτηριστικές συχνότητες και τους κανονικούς 
τρόπους ταλάντωσης των σωµάτων. Θα µπορούσε κανείς αφού προσδιορίσει τις 
αλληλεπιδράσεις και σχηµατίσει τον πίνακα  να προσδιορίσει τις συχνότητες και τους 
τρόπους ταλάντωσης των σωµάτων. Αλλά αυτή η µέθοδος παρότι εφικτή  είναι επίπονη 
και δεν αποκαλύπτει µια σηµαντική ιδιότητα την οποία έχουν οι κανονικές ταλαντώσεις 
τέτοιων συστηµάτων. Χαµένοι στους υπολογισµούς θα αργούσαµε να ανακαλύψουµε ότι 
οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης δεν εξαρτώνται από το συγκεκριµένο τρόπο 



αλληλεπίδρασης, και ότι µόνο οι συγκεκριµένες τιµές των ιδιοσυχνοτήτων εξαρτώνται 
από την αλληλεπίδραση! 
 
Ο λόγος είναι ότι ένα τέτοιο σύστηµα είναι συµµετρικό. Εάν στρέψουµε το σύστηµα 
κατά 2π/6 έτσι ώστε  , , , , , , το 
φυσικό σύστηµα παραµένει το ίδιο. Ο µετασχηµατισµός αυτός των συντεταγµένων είναι 
συµµετρία και δίνεται από τον πίνακα  

 

  

 διότι πράγµατι . Εφόσον το φυσικό σύστηµα έχει τη συµµετρία , εάν το 

σύστηµα εξελίσσεται  µε  τότε και η  πρέπει να αποτελεί εξέλιξη του 
συστήµατος. Αυτό σηµαίναι ότι οι πίνακες  και  πρέπει να µετατίθενται µε τον 
πίνακα συµµετρίας , δηλαδή πρέπει να ισχύει ότι 

, , 
διότι εάν και η  και η  ικανοποιούν τις εξισώσεις κίνησης, δηλαδή 

 και , παρατηρούµε ότι πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις 
κίνησης  µε τον  έχουµε , οπότε οι πίνακες  και  
µετατίθενται µε τον .  
Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί στον ακόλουθο ορισµό: η  είναι συµµετρία αν η  
µετατίθεται µε τους πίνακες  και  δηλαδή η  είναι συµµετρία αν οι µεταθέτες1 της 
συµµετρίας µε τους πίνακες που ορίζουν τη δυναµική είναι µηδενικοί: , 

. 
Συνεπώς  εάν η  είναι µια κανονική ταλάντωση του συστήµατος, οπότε  

 τότε και η  θα είναι κανονική ταλάντωση  , και µάλιστα  

µε την ίδια χαρακτηριστική συχνότητα, . Εάν όλες οι κανονικές ταλαντώσεις  του 

συστήµατος έχουν διαφορετικές συχνότητες τότε, όπως γνωρίζετε,  όλα τα  είναι 
γραµµικά ανεξάρτητα και συνεπώς ταλαντώσεις µε την ίδια χαρακτηριστική συχνότητα 
                                                             
1 Ο µεταθέτης δύο πινάκων Α , Β ορίζεται ως ο πίνακας . 
 



θα πρέπει να είναι γραµµικά εξαρτηµένες, δηλαδή υπάρχει κάποιος αριθµός  τέτοιος 

ώστε ,. Συνεπώς η κανονική ταλάντωση  που είναι ιδιοκατάσταση του 

πίνακα  και ικανοποιεί τη σχέση , είναι και ιδιοκατάσταση του 

πίνακα συµµετρίας  και ικανοποιεί τη σχέση  (υπό την προυπόθεση ότι οι 
ιδιοσυχνότητες είναι διαφορετικές). Αποδείξαµε λοιπόν ότι οι κανονικές ταλαντώσεις 
του φυσικού συστήµατος είναι και ιδιοκαταστάσεις του πίνακα συµµετρίας του 
συστήµατος. 
 
Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι γραµµικά 
ανεξάρτητα 
 
Εστω ο  πίνακας Α . Υποθέτουµε ότι  οι λ1 , λ2  , .... λµ  είναι οι µ διαφορετικές 
ιδιοτιµές του Α. Τότε τα αντιστοιχούντα σε αυτές ιδιοδιανύσµατα  xi  είναι γραµµικά 
ανεξάρτητα. 
Απόδειξη:  Έστω k ο µικρότερος δείκτης για τον οποίο 

                         xk = a1 x1 + a2 x2 +…+ ak-1 x k-1,                                                             (1) 

µε x1,…, xk-1  γραµµικά ανεξάρτητα. Συνεπώς 
            λk xk = Axk = λ1 a1 x1  +  λ2 a2 x2  +…+  λk-1 ak-1 x k-1.                    (2) 

Πολλαπλασιάζοντας την (1) µε λk και αφαιρώντας από την (2) έχουµε ότι 
(λ1 –  λk ) a1 x1  +  (λ2 – λk ) a2 x2  + …+  (λk-1  - λk ) ak-1 x k-1 = 0              (3) 

 που σηµαίνει ότι τα x1,…, xk-1   είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Όπερ άτοπον. 
Συνεπώς, αν οι διαφορετικές ιδιοτιµές είναι όσες και η διάσταση του χώρου, τότε αν ένα 
ιδιοάνυσµα έχει την ίδια ιδιοτιµή µε κάποιο άλλο, τα δύο αυτά ιδιοανύσµατα θα πρέπει 
να είναι το ένα ανάλογο του άλλου. 
 
Αλλά ισχύει και το αντίστροφο: οι ιδιοκαταστάσεις του πίνακα συµµετρίας είναι και 
ιδιοκαταστάσεις του φυσικού συστήµατος υπό τη προϋπόθεση ότι οι ιδιοτιµές του  
είναι διαφορετικές. Με τον τρόπο αυτό καταλαβαίνουµε ότι οι ιδιοκαταστάσεις του 
συστήµατος δεν εξαρτώνται από τη συγκεκριµένη µορφή του πίνακα , και ότι  όλες οι 
αληλεπιδράσεις που έχουν ως συµµετρία την , έχουν τις ίδιες ιδιοκαταστάσεις. Μόνον 
οι χαρακτηριστικές συχνότητες εξαρτώνται από το νόµο της αλληλεπίδρασης. Ας 
αποδείξουµε όµως πρώτα την πρόταση ότι οι ιδιοκαταστάσεις του πίνακα συµµετρίας 
είναι και ιδιοκαταστάσεις του φυσικού συστήµατος υπό τη προϋπόθεση ότι οι ιδιοτιµές 
του  είναι διαφορετικές: ότι αν η  ικανοποιεί τη σχέση  τότε και  

.   
Απόδειξη:  Επειδή ο  µετατίθεται µε τον  θα µετατίθεται και µε τον , και 
επειδή µετατίθεται µε τον , θα µετατίθεται και µε τον , δηλαδή 

.  Αν , θα είναι: 

, 



δηλαδή και η  είναι ιδιοκατάσταση του  µε ιδιοτιµή . Αν οι ιδιοτιµές του  

είναι διαφορετικές τότε θα πρέπει το ιδιοδιάνυσµα   να είναι πολλαπλάσιο του 

, δηλαδή το  είναι ιδιοκατάσταση του πίνακα . 
 
Ας υπολογίσουµε τώρα τις ιδιοκαταστάσεις του . Επειδή είναι ο µοναδιαίος 
µετασχηµατισµός (6 επαναληπτικές δράσεις του  ξαναφέρνουν το σύστηµα στην 
αρχική του θέση), οι ιδιοτιµές του  πρέπει να ικανοποιούν τη σχέση .  Διότι εάν 

, , άρα . Οι ιδιοτιµές λοιπόν του  είναι: 

 µε . 

Η k ιδιοκατάσταση µε ιδιοτιµή λk, ικανοποιεί τη σχέση   ή , 
, …,  

Θέτοντας  , οι ιδιοκαταστάσεις είναι 

  για . 

Παρατηρείτε ότι οι ιδιοκαταστάσεις του  είναι µιγαδικές, και ότι ,  (* 
συµβολίζει το µιγαδικό συζυγές) όπου  είναι η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στην τιµή k, 

καθώς επίσης και ότι οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις είναι συζυγείς, δηλαδή  

και . Αυτό αναµένεται διότι αν ένας πραγµατικός πίνακας έχει µιγαδικές 
ιδιοτιµές τότε και η συζυγής ιδιοτιµή θα είναι ιδιοτιµή µε ιδιοκατάσταση την συζυγή 
ιδιοκατάσταση2. Οι µόνες ιδιοτιµές που είναι πραγµατικές είναι η  και η .  
Αυτή η δοµή των ιδιοκαταστάσεων θα µας επιτρέψει να κατασκευάσουµε ισοδύναµες 
πραγµατικές ιδιοκαταστάσεις για το φυσικό σύστηµα. 
 
Επειδή όλες οι ιδιοτιµές του  είναι διαφορετικές, οι 6 µιγαδικές ιδιοκαταστάσεις που 
βρήκαµε θα είναι και ιδιοκαταστάσεις του φυσικού συστήµατος. Θα δούµε ότι η 
συγκεκριµένη δοµή των ιδιοκαταστάσεων θα µας επιτρέψει να κατασκευάσουµε και 

                                                             
2 Διότι αν  πραγµατικός πίνακας και , θα είναι και . 



ισοδύναµες πραγµατικές ιδιοκαταστάσεις για το φυσικό σύστηµα. Ας υπολογίσουµε 
τώρα τις χαρακτηριστικές συχνότητες του συστήµατος. Εφόσον γνωρίζουµε τις 
ιδιοκαταστάσεις οι ιδιοσυχνότητες προσδιορίζονται από την : 

.                                            (Α) 
Οι ιδιοτιµές  θα εξαρτώνται από το νόµο αλληλεπίδρασης, δηλαδή από το 
συγκεκριµένο πίνακα .  Μπορούµε όµως να γράψουµε τη γενική µορφή που έχει ο 
πίνακας  από την  απαίτηση να είναι συµµετρικός και να µετατίθεται µε τον . Αυτές 
οι δύο συνθήκες αναγκάζουν τον πίνακα  να έχει τη µορφή: 

 

(Τα πρόσηµα είναι αυθαίρετα, έχουν επιλεγεί απλώς διότι στις περισσότερες περιπτώσεις 
ο πίνακας έχει αυτά τα πρόσηµα. Επίσης δεν έχουµε απαιτήσει ο πίνακας  να είναι 
θετικός, οπότε µπορεί να υπάρξουν αστάθειες. ) 
Εξισώνοντας τώρα κάποια συντεταγµένη της ισότητας (Α), λ..χ. την πρώτη, 
συµπεραίνουµε ότι 

 

επειδή όµως =  και =  έχουµε ότι οι 

ιδιοτιµές θα είναι 

. 

Οι ιδιοτιµές είναι πραγµατικές, όπως έτσι και αλλιώς αναµενόταν από τη συµµετρία των 
πινάκων  και .  
 
Αποµένει µία εκκρεµότητα. Θέλουµε οι ιδιοκαταστάσεις να είναι και αυτές πραγµατικές. 
Παρατηρήστε ότι στις συζυγείς ιδιοκαταστάσεις που αντιστοιχούν συζυγείς ιδιοτιµές του 
πίνακα , αντιστοιχούν τώρα ιδιοτιµές του  που είναι ίσες. Ισχύει δηλαδή ότι 

 και . (Διότι =  και =  κ.ο.κ.).  

Στο φυσικό πρόβληµα δηλαδή οι ιδιοτιµές δεν είναι διαφορετικές. Αν όµως έχουµε δύο 
ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις ίδιες ιδιοτιµές τότε εύκολα βλέπει κανείς ότι και 
οποιοσδήποτε γραµµικός συνδυασµός των ιδιοδιανυσµάτων αυτών θα είναι κανονική 
ταλάντωση µε χαρακτηριστική συχνότητα την κοινή ιδιοτιµή. 
Άσκηση:  Δείξτε  ότι αν  και  είναι δύο διαφορετικές κανονικές ταλαντώσεις µε 
κοινή όµως χαρακτηριστική συχνότητα  τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός των  και 

 είναι κανονική ταλάντωση µε την ίδια χαρακτηριστική συχνότητα. Και  



αντιστρόφως, αν  και  είναι κανονικές ταλαντώσεις ενός συστήµατος µε 
διαφορετικές ιδιοσυχνότητες  και , αντιστοίχως, τότε η  δεν είναι 
κανονική ταλάντωση εκτός αν  ή . 
 
Λαµβάνουµε λοιπόν τις εξής 6 πραγµατικές ιδιοκαταστάσεις του φυσικού προβλήµατος: 

 , , , , , , 

µε  χαρακτηριστικές συχνότητες αντιστοίχως τις: , , , , , . (Προσέξτε ότι 
αυτές οι ιδιοκαταστάσεις δεν είναι όλες ιδιοκαταστάσεις του πίνακα συµµετρίας ). 
Με το τρόπο αυτό η εξέλιξη κάθε αρχικής κατάστασης µπορεί εύκολα να υπολογισθεί. 
 
Άσκηση: Ν ίδια σώµατα που βρίσκονται στις κορυφές ενός κανονικού Ν-γώνου 
αλληλεπιδρούν, Γράψτε τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης. 
  
  
 
 
 
 
 


