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Μηχανική ΙI  
 

Γεννήτορες στροφών 
 

Ας υπολογίσουµε  τώρα την παράγωγο . Αυτή θα έχει στοιχεία: 

 

Επειδή όµως µία απειροστή στροφή   έχει στοιχεία:  
, 

θα έχουµε . Ορίζουµε λοιπόν την τριάδα των 

πινάκων: 
 

 

Τότε το  όπου µε το εσωτερικό γινόµενο των πινάκων  µε το 

µοναδιαίο διάνυσµα του άξονα περιστροφής εννοούµε το άθροισµα: . 
Μια απειροστή στροφή  τότε µπορεί να γραφεί ως:  

, 
και  

.  (2) 

Οι τρεις πίνακες  λέγονται γεννήτορες των στροφών αφού ο καθένας από 
αυτούς ευθύνεται για τη µεταβολή ενός διανύσµατος όταν αυτό στραφεί κατά  
γύρω από τον εκάστοτε άξονα.. Αρκεί η γνώση των γεννητόρων ενός 
µετασχηµατισµού  για το προσδιορισµό ολόκληρου το µετασχηµατισµού αφού η 
συνεχής δράση µε απειροστούς µετασχηµατισµούς µπορεί να οικοδοµήσει ένα 
πεπερασµένο µετασχηµατισµό. Ισοδυνάµως επειδή η διαφορική εξίσωση (2) 
χαρακτηρίζει τον µετασχηµατισµό, ο µετασχηµατισµός ορίζεται πλήρως από τον 
γεννήτορά του και δίδεται από το ολοκλήρωµα της διαφορικής εξίσωσης (2), το 
οποίο θα κατασκευάσουµε στο επόµενο εδάφιο. 



Άσκηση: Θεωρήστε τη µετάθεση ενός διανύσµατος κατά  µονάδες µήκους στη 
κατεύθυνση : . Δείξτε ότι ο γεννήτορας αυτών των µεταθέσεων είναι  ο 

. 
 
Κατασκευή του µετασχηµατισµού της στροφής από τους γεννήτορές της 
 
Για να κατασκευάσουµε τον πεπερασµένο µετασχηµατισµό πρέπει να 

ολοκληρώσουµε την (2). Ειδικά εάν ο άξονας της στροφής παραµένει σταθερός η 
διαφορική εξίσωση (2) ολοκληρώνεται αµέσως και δίνει1: 

.       (3) 
 
Άσκηση: Αποδείξτε ότι η έκφραση των στροφών (3) είναι η ίδια µε την έκφραση (1) 
που συναγάγαµε γεωµετρικά. 
 
Οι γεννήτορες των στροφών δεν είναι µεταθετοί µεταξύ των και ικανοποιούν την 
ακόλουθη σχέση: 

. 
 
Άσκηση: Υπολογίστε το άθροισµα . 
 
Η  σχέση (2) µπορεί ισοδυνάµως να γραφεί και ως: 

  (4) 

όπου  η στιγµιαία γωνιακή ταχύτητα της περιστροφής. Εάν η γωνιακή 

ταχύτητα έχει µεταβαλλόµενη διεύθυνση τότε η συνολική στροφή του διανύσµατος 
θα είναι η σύνθεση των στροφών που εκτελέστηκαν στα ενδιάµεσα χρονικά 
διαστήµατα µε τη σωστή χρονολογική σειρά που εκτελέστηκαν αυτές και έτσι µπορεί 
να γραφεί ως 

 

όπου  µια αυθαίρετη διαίρεσις του χρονικού διαστήµατος 
 σε  υποδιαστήµατα. Εάν ο αριθµός των υποδιαιρέσεων του χρονικού 

διαστήµατος  αυξηθεί έτσι ώστε  τότε η ολική στροφή µπορεί 

να θεωρηθεί ως γινόµενο των διαφορικών στροφών  
. Εάν επιλέξουµε να διαιρέσουµε το συνολικό 

χρόνο t σε ίσα χρονικά διαστήµατα  έτσι ώστε , και  η 
συνολική στροφή θα δίνεται από το γινόµενο: 

  (5) 

                                                             

1Η έκφραση , όπου  ένας πίνακας ορίζεται ως , και 

είναι εύκολο να επιβεβαιώσετε ότι ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση . 



Ο υπολογισµός του παραπάνω γινοµένου είναι δυσχερής. Συνήθως ο υπολογισµός 
αυτός γίνεται αριθµητικά Η σειρά όµως µε την οποία θα γίνουν οι διαδοχικές 
στροφές πρέπει να διατηρηθεί αυστηρά στον υπολογισµό της συνολικής στροφής 
διότι οι γεννήτορες   δεν µετατίθενται: . Αυτό πηγάζει από την 

ιδιότητα ότι όταν δύο πίνακες , δεν µετατίθενται  τότε , οπότε η 
σειρά του πολλαπλασιασµού έχει σηµασία.  Για αυτό εάν , 
πράγµα το οποίο συµβαίνει όταν οι γωνιακές ταχύτητες αλλάζουν διεύθυνση µε το 

χρόνο,  η έκφραση (5)  δεν είναι ίση µε την . Εξαίρεση βεβαίως 

αποτελεί η περίπτωση κατά την οποία η περιστροφή γίνεται περί σταθερό άξονα   
οπότε τότε πράγµατι  

. 

Η  έκφραση (5) της συνολικής στροφής µπορεί να γραφεί όµως ως 

          (6) 

όπου το  είναι το σύµβολο της χρονολογικής διάταξης, δηλαδή χρησιµοποιείται η 
σύµβαση ότι στο ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης  οι παράγοντες οποιουδήποτε 
γινοµένου πινάκων διατάσσονται σε χρονολογική σειρά.  Π.χ. εάν    

. Οµοίως, όταν έχουµε µεγαλύτερο 
αριθµό παραγόντων. Βεβαίως, πρακτικά για να υπολογίσουµε την έκφραση (6) 
πρέπει να διαιρέσουµε το χρονικό διάστηµα σε µικρά υποδιαστήµατα.   

Ισοδυνάµως η συνολική στροφή του διανύσµατος µπορεί να βρεθεί µε σύνθεση 
απειροστών στροφών.  Η στοιχειώδης µετατόπιση  από µία απειροστή στροφή 
είναι: 

, 
όπου η στιγµιαία γωνιακή ταχύτητα ορίζεται από τη σχέση: . Έτσι το 
τελικό διάνυσµα θα δίνεται από τη ολοκληρωτική εξίσωση: 

. 

Το σύµβολο έχει γραφεί και πάλι για να µας θυµίζει ότι κατά την ολοκλήρωση η 
δράση των τελεστών  γίνεται µε χρονολογική σειρά, πάντα δηλαδή δρα 
πρώτα ο προγενέστερος χρονολογικά τελεστής και µετά ο µεταγενέστερος. Ο 
υπολογισµός του παραπάνω ολοκληρώµατος είναι από πρακτικής άποψης εν γένει 
δύσκολος, ακριβώς εξαιτίας αυτής της χρονολογικής τάξης που πρέπει να τηρηθεί 
και η οποία οφείλεται στην ιδιαιτερότητα των στροφών. 

Η δυσκολία αυτή συναντάται συχνότατα σε προβλήµατα κβαντοµηχανικής 
καθώς και σε προβλήµατα εξέλιξης των διαταραχών σε χρονοεξαρτώµενες ροές, 
όπως αυτές που συναντώνται στις ατµόσφαιρες των ουρανίων σωµάτων,  όπου η µη 
µεταθετικότητα των τελεστών είναι γενικό φαινόµενο. Ειδικά οι πίνακες S που 
γράψαµε νωρίτερα βρίσκονται σε πλήρη αντιστοιχία µε τους πίνακες του Pauli που 
περιγράφουν την κβαντοµηχανική συµπεριφορά του σπιν των ηλεκτρονίων. 
 


