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Στροφές 
 

Mικρή γωνιακή µετάθεση διανύσµατος - απειροστή στροφή διανύσµατος 
 

  
Περιστρέφουµε το διάνυσµα  κατά µια 
µικρή γωνία  (µε δεξιόστροφη φορά) περί τον 
άξονα . Το διάνυσµα µετασχηµατίζεται στο 
διάνυσµα , το οποίο έχει το ίδιο µέτρο µε 
το αρχικό. Κατά τη στροφή, το άκρο του 
διανύσµατος , ,  κινείται στην περιφέρεια του 
κύκλου µε κέντρο την προβολή Ν του άκρου του 
διανύσµατος  στον άξονα περιστροφής και 
ακτίνα . Η µετατόπιση του 
διανύσµατος  δίδεται από το διάνυσµα  το 

οποίο έχει µέτρο κατά προσέγγιση ίση µε  και διεύθυνση 
κάθετη στο επίπεδο που σχηµατίζει το αρχικό διάνυσµα  µε το  (το µοναδιαίο 
διάνυσµα στη διεύθυνση του άξονα περιστροφής). Η µετατόπιση είναι δηλαδή, σε 
πρώτη προσέγγιση, . Εποµένως σε µία απειροστή στροφή  περί τον 
άξονα  το διάνυσµα  µετασχηµατίζεται στο  

. 
Η παραπάνω σχέση ισχύει µόνο για µικρές γωνιακές µετατοπίσεις και δεν µπορεί 

να γενικευτεί άµεσα για πεπερασµένες γωνίες, δηλαδή δεν ισχύει ότι 
. [Υπόδειξη: το  δεν θα είχε τότε το ίδιο µέτρο µε το .] 

Οι απειροστές στροφές  προσδιορίζονται πλήρως από το διάνυσµα . Αν 
λοιπόν στρέψουµε το διάνυσµα   κατά  θα έχουµε το διάνυσµα  και 
εάν στη συνέχεια το στρέψουµε κατά  το διάνυσµα θα µετασχηµατισθεί στο  

  
και κρατώντας όρους πρώτης τάξης ως προς τις µικρές ποσότητες δ η συνολική 
µετατόπιση του διανύσµατος  θα είναι 

, 
 η οποία είναι ανεξάρτητη από τη σειρά που έγιναν οι απειροστές στροφές. Συνεπώς η 
µετατόπιση ενός διανύσµατος στο οποίο διενεργούνται διαδοχικά δύο απειροστές 
στροφές ,  είναι ίση µε τη µετατόπιση την οποία επιφέρει η συνισταµένη 
απειροστή στροφή  και είναι ανεξάρτητη από τη σειρά που έγιναν οι 
στροφές. Το συµπέρασµα αυτό είναι απόρροια του γεγονότος ότι οι απειροστές 



στροφές είναι διανύσµατα. Το αποτέλεσµα αυτό δεν ισχύει για πεπερασµένες 
στροφές οι οποίες δεν είναι διανύσµατα.   
 
Άσκηση: Απειροστές στροφές  διενεργούνται διαδοχικά σε ένα κύβο περί τις τρεις 
διαγώνιες, των τριών εδρών µιας κορυφής του κύβου, οι οποίες συγκλίνουν στην 
κορυφή αυτή. Ποια η µετατόπιση της απέναντι  κορυφής.  Ως προς ποιο άξονα 
στρέφεται συνολικά ο κύβος ; 
 
Επειδή τα διανύσµατα ορίσθηκαν ως τριάδες αριθµών που µετασχηµατίζονται στις 
στροφές όπως οι µετατοπίσεις διανυσµάτων θέσης, ο µετασχηµατισµός στις στροφές 
που βρήκαµε ισχύει για όλα τα διανύσµατα, άρα και για τα διανύσµατα ταχύτητας, 
επιτάχυνσης κλπ.  
 

 
Γωνιακή ταχύτητα 

 
Εάν η µετατόπιση του διανύσµατος  συντελεσθεί σε χρονικό διάστηµα τότε 

ο ρυθµός µεταβολής του διανύσµατος είναι : 

 

όπου  είναι το διάνυσµα µε µέτρο τη γωνιακή ταχύτητα και διεύθυνση το 

µοναδιαίο διάνυσµα του άξονα στροφής. Η παραπάνω σχέση για το ρυθµό µεταβολής 

ενός διανύσµατος µας επιτρέπει να θεωρούµε τη γωνιακή ταχύτητα  ως ένα 

διάνυσµα. 

Αντιστρόφως, εάν ο ρυθµός µεταβολής ενός διανύσµατος είναι   , µε 

 σταθερό διάνυσµα, τότε το διάνυσµα  περιστρέφεται περί τον άξονα  µε 

γωνιακή ταχύτητα . Διότι επειδή  το  είναι σταθερό και το άκρο 

του  κινείται πάνω σε µια σφαίρα σταθερής ακτίνας, και επειδή  το 

 είναι σταθερό και εποµένως το άκρο του  κινείται πάνω σε ένα επίπεδο 
κάθετο στο .  Συνεπώς το άκρο του  διαγράφει κυκλική τροχιά ακτίνας 

.  Επειδή δε 

 

η ταχύτητα περιστροφής του διανύσµατος είναι σταθερή. 
 
Άσκηση: Ποια η οδογράφος (η καµπύλη που διαγράφει το άκρο του βέλους της 
ταχύτητας κρατώντας την αρχή αυτού σταθερή) ενός φορτισµένου σωµατίου όταν αυτό 
κινείται σε οµογενές µαγνητικό πεδίο; 

 
 



 
 
 
 

Περιστρεφόµενα συστήµατα αναφοράς 
 

Θέλουµε να συγκρίνουµε το ρυθµό µεταβολής κάποιου διανύσµατος  σε ένα 
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς και σε ένα καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς που 
περιστρέφεται ως προς το αδρανειακό µε γωνιακή ταχύτητα . Έστω  ( ) 
τα ορθογώνια µοναδιαία διανύσµατα του περιστρεφόµενου συστήµατος αναφοράς.  
Το διάνυσµα  γράφεται µε την αθροιστική σύµβαση  όπου  η προβολή 
του διανύσµατος στο -µοναδιαίο διάνυσµα. Παρατηρητής του περιστρεφόµενου 

συστήµατος υπολογίζει το ρυθµό µεταβολής του διανύσµατος: , 

επειδή  για αυτόν τα µοναδιαία διανύσµατα  είναι σταθερά. Ο παρατηρητής όµως  
του αδρανειακού συστήµατος υπολογίζει τον εξής ρυθµό µεταβολής: 

, 

επειδή ως προς αυτόν 

. 

Συνεπώς οι δύο ρυθµοί σχετίζονται ως εξής: 

. 

 
Η σχέση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εκφράσουµε τις ταχύτητες και 

επιταχύνσεις που υπολογίζει ένας παρατηρητής σε ένα περιστρεφόµενο σύστηµα 
αναφοράς  όπως αυτό της Γης (µε αρχή το κέντρο της Γης που περιστρέφεται µε τη 
γωνιακή ταχύτητα  της Γης) µε τις ταχύτητες και επιταχύνσεις ως προς ένα 
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς όπως αυτό που έχει αρχή το κέντρο της Γης και είναι 
ακλόνητο ως προς τους µακρινούς αστέρες. Εάν ο παρατηρητής στη Γη υπολογίζει 
ότι κάποιο σωµατίδιο που βρίσκεται στη θέση  έχει  ταχύτητα , ο αδρανειακός 
παρατηρητής θα πρέπει να µετρήσει ταχύτητα  

.    (1) 
 Για τον υπολογισµό της επιτάχυνσης που εκτιµούν οι δύο παρατηρητές χρειάζεται 
λίγο περισσότερη προσοχή. Η επιτάχυνση που εκτιµά  ο αδρανειακός παρατηρητής 

είναι  ενώ η επιτάχυνση που εκτιµά ο παρατηρητής στη Γη είναι . Η 

σχέση µεταξύ των δύο ποσοτήτων δεν είναι άµεση. Παρατηρούµε ότι: 

  



εφόσον η γωνιακή ταχύτητα της Γης µπορεί να θεωρηθεί σταθερή (τουλάχιστον για 
φαινόµενα που έχουν χαρακτηριστικό χρόνο µεταβολής µικρότερο από έναν αιώνα). 

 
Άσκηση: Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης που περιγράφουν την κίνηση σε ένα 
περιστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς.  

 
Επειδή  όµως οι εξισώσεις Euler-Lagrange είναι αναλλοίωτες στους σηµειακούς 

µετασχηµατισµούς µπορούµε να καταλήξουµε στις δυναµικές εξισώσεις της κίνησης 
κατευθείαν γράφοντας τη Λαγκρανζιανή που διέπει την κίνηση στο περιστρεφόµενο 
σύστηµα αναφοράς. Η Λαγκρανζιανή ενός σωµατιδίου στο περιστρεφόµενο σύστηµα 
είναι: 

. 

 
Οι εξισώσεις Euler-Lagrange απαιτούν τον υπολογισµό της γενικευµένης ορµής 

 και της γενικευµένης δύναµης . Προς τούτο υπολογίζουµε το τέλειο 

διαφορικό : 

 

έχοντας κάνει χρήση της ταυτότητας . Συνεπώς: 

, 

, 

οπότε οι εξισώσεις κίνησης είναι: 

. 

 
 
 


