
Τµήµα Π. Ιωάννου & 
 Θ. Αποστολάτου 

          14/3/2000 
 
 

Μηχανική ΙI  
 

Αρχή των Rayleigh-Ritz  
 
Έστω δύο ερµιτιανοί πίνακες1  Α και  Β. Σχηµατίζουµε το πηλίκο  

. 

(Το διάνυσµα  µπορεί να έχει µιγαδικά στοιχεία.) Το πηλίκο αυτό λέγεται πηλίκο 
Rayleigh. Εάν συµβολίσουµε µε  το συζυγές ανάστροφο διάνυσµα, το πηλίκο 

γράφεται ισοδυνάµως:  

, 

όπου εδώ το εσωτερικό γινόµενο2 δύο διανυσµάτων ορίζεται ως . 
Η γραφή του πηλίκου µε χρήση εσωτερικών γινοµένων είναι ιδιαιτέρως χρήσιµη διότι 
τα συµπεράσµατα που θα εξαχθούν γενικεύονται αµέσως σε όλους τους γραµµικούς 
χώρους στους οποίους ορίζεται κάποιο εσωτερικό γινόµενο3. 
                                                             
1 Ο συζυγής και ανάστροφος ενός πίνακα Α λέγεται ερµιτιανός ανάστροφος 
(hermitian transpose) και συµβολίζεται µε . Ορίζουµε δηλαδή τον  ως 

, όπου το *  δηλώνει το µιγαδικό συζυγές στοιχείο. Ερµιτιανός (hermitian) 

πίνακας είναι αυτός που ισούται µε τον ερµιτιανό ανάστροφό του: . Όσον 
αφορά πίνακες µε πραγµατικά µόνο στοιχεία, ερµιτιανοί είναι οι συµµετρικοί 
πίνακες. 
 
2  Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων  είναι ένας πραγµατικός αριθµός. 
Το εσωτερικό γινόµενο ως πράξη µεταξύ δύο διανυσµάτων έχει τις εξής ιδιότητες α) 
Είναι γραµµικό:  πραγµατικούς ισχύει: , β) 
είναι ερµιτιανό: , όπου * συµβολίζει το µιγαδικό συζυγές, και γ) είναι 
θετικό:  µόνο και µόνο όταν , αλλιώς  . Άσκηση: Αποδείξτε 
βασισµένοι στις παραπάνω ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου ότι αν  
τότε αναγκαστικά . Δηλαδή ένα διάνυσµα που είναι κάθετο σε όλα τα 

διανύσµατα του χώρου είναι αναγκαστικά µηδενικό. [Σηµείωση: το εσωτερικό 
γινόµενο µεταξύ δύο τετρανυσµάτων στη σχετικότητα µπορεί να είναι και αρνητικό. 
Αυτό αποτελεί  µια επέκταση του ορισµού των εσωτερικών γινοµένων σε χώρους µε 
µη θετικά ορισµένη µετρική και προφανώς γι’ αυτά δεν ισχύει η (γ) ιδιότητα.] 
3 Π.χ. στους χώρους ολοκληρώσιµων συναρτήσεων , ορισµένων σε κάποιο έστω 

κλειστό διάστηµα   µε το εσωτερικό γινόµενο 

€ 

( f ,g) = f *(x)g(x)dx
a

b

∫ . Τότε  o 

γραµµικός τελεστής Α (δηλαδή για τον οποίο ισχύει 

€ 

A(λf + µg) = λAf + µAg)  
λέγεται ερµιτιανός όταν , όπου ο ερµιτιανός συζυγής τελεστής που 



 Παρατηρούµε ότι επειδή οι πίνακες Α και Β είναι ερµιτιανοί το πηλίκο  
λαµβάνει µόνο πραγµατικές τιµές (αποδείξτε ότι ). Θέλουµε να 
βρούµε και να χαρακτηρίσουµε τα διανύσµατα  που καθιστούν το πηλίκο Rayleigh 
ακρότατο.   

Θα αποδείξουµε ότι το πηλίκο Rayleigh καθίσταται ακρότατο για τα  διανύσµατα 
 που είναι ιδιοανύσµατα του πίνακα  δηλαδή για τα  που ικανοποιούν τη 

σχέση: , ή γενικότερα, όταν το  είναι γενικευµένο ιδιοάνυσµα και των 
δύο πινάκων Α, Β δηλαδή όταν  . Το που αντιστοιχεί στο ιδιοάνυσµα  
ισούται µε την ακρότατη τιµή του πηλίκου . Επειδή όµως  το πηλίκο Rayleigh  
λαµβάνει µόνο πραγµατικές τιµές οι ιδιοτιµές  είναι πραγµατικές και µπορούν να 
διαταχθούν ως  (υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές είναι 
διαφορετικές). Συνεπώς το πηλίκο Rayleigh καθίσταται µέγιστο για το ιδιοδιάνυσµα 

 που αντιστοιχεί στη µέγιστη ιδιοτιµή .  
Απόδειξη: Θα ακολουθήσουµε ανάλογη απόδειξη µε αυτήν του λογισµού των 
µεταβολών.   Έστω ότι το  καθιστά το πηλίκο Rayleigh ακρότατο. Τότε για κάθε 
διάνυσµα  θα ισχύει ,  για , και συνεπώς όταν το  

είναι ακρότατο πρέπει . Επειδή  

,  

έχουµε: 

€ 

dρ(x +εy)
dε ε =0

=
(x,Ay) + (y,Ax)

(x,Bx)
−
(x,Ax)
(x,Bx)2

(x,By) + (y,Bx)[ ] =

=
1

(x,Bx)
x, A − ρ(x)B[ ]y( ) + (y, A − ρ(x)B[ ]x){ }.

 

Τώρα θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι ο Α και o Β είναι ερµιτιανοί και ότι το 
είναι πραγµατικό για να γράψουµε: 

. 
Για να είναι το  ακρότατο θα πρέπει για κάθε διάνυσµα  το  να ικανοποιεί τη 
σχέση , δηλαδή το  να είναι γενικευµένο ιδιοάνυσµα των Α και Β, 
ή ιδιοάνυσµα του  και τότε το πηλίκο Rayleigh είναι η αντίστοιχη ιδιοτιµή. 
Συνεπώς οι τιµές του πηλίκου Rayleigh κείνται µεταξύ της µέγιστης και ελάχιστης 
ιδιοτιµής του , δηλαδή: . 
 
H  ιδιότητα αυτή του πηλίκου Rayleigh , η οποία ονοµάζεται και αρχή Rayleigh-Ritz, 
έχει πολλές εφαρµογές στον προσεγγιστικό προσδιορισµό των ιδιοσυχνοτήτων 
σύνθετων φυσικών συστηµάτων όπως λ.χ. ο προσδιορισµός των συχνοτήτων φυσικών 
ταλαντώσεων του Ήλιου ή της Γης. Σύµφωνα µε την παραπάνω ιδιότητα εάν κάνουµε 
λάθος τάξεως  στην ιδιοσυνάρτηση το λάθος στην ιδιοσυχνότητα είναι τάξεως 
                                                             
ορίζεται από τη σχέση .  Άσκηση:  Αποδείξτε ότι ο ερµιτιανός 
συζυγής ενός γραµµικού µετασχηµατισµού  που προσδιορίζεται από τον πίνακα Α 
είναι, ως προς το κλασσικό ευκλείδειο εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων, ο 
ερµιτιανός ανάστροφος του Α.  
 



! Με τον τρόπο αυτό µπορούµε να προσεγγίσουµε πολύ καλά τις 
ιδιοσυχνότητες του συστήµατος εάν µπορούµε να προτείνουµε βασισµένοι στη 
διαίσθηση µας κάποια υποψήφια ιδιοσυνάρτηση. Εξάλλου ακόµη και αν δεν 
µπορούµε µε κανένα τρόπο να προβλέψουµε τη δοµή των ιδιοσυναρτήσεων  µερικοί 
υπολογισµοί του πηλίκου Rayleigh µε τυχαία διανύσµατα  αµέσως µας 
καταδεικνύουν ότι η µέγιστη ιδιοσυχνότητα του συστήµατος πρέπει να είναι 
µεγαλύτερη από τη µέγιστη τιµή των πηλίκων Rayleigh και η ελάχιστη ιδιοσυχνότητα 
πρέπει να είναι µικρότερη από όλες τις τιµές των πηλίκων Rayleigh. Αν είχαµε δε 
υποµονή, και προβαίναµε σε πολλούς υπολογισµούς, τότε θα βλέπαµε, σύµφωνα µε 
το παραπάνω θεώρηµα, ότι οι τιµές του πηλίκου που θα υπολογίζαµε, για τυχαία 
διανύσµατα, συσσωρεύονται γύρω από κάποιες συγκεκριµένες τιµές, οι οποίες δεν 
είναι τίποτε άλλο από τις ιδιοσυχνότητες του συστήµατος. Μπορεί να µη σας 
ικανοποιεί το γεγονός ότι πολλές φορές πρέπει να προβούµε σε προσεγγιστικές 
µεθόδους τέτοιας µορφής, αλλά αυτό είναι αναγκαίο όταν αντιµετωπίζουµε σύνθετα 
και δυσεπίλυτα φυσικά συστήµατα. 
 
 


