
Το πηλ�ικο Rayleigh

O Rayleigh το 1873 τη εποχ�η που ερευνο�υσε τις ιδι�οτητες των ηχητικ£ων κυµ�ατων ανε-
κ�αλυψε µ�ια ιδι�οτητα των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων και ταλαντ£ωσεων που �εχει ιδια�ι-
τερη σηµασ�ια. Απ�εδειξε �οτι το πηλ�ικο��������� �
	��
�� 	�� ��� (1)

γ�ινεται στ�ασιµο �οταν οι συντεταγµ�ενες � αντιστοιχο�υν στους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�α-
ντωσης και οι στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου αυτο�υ, που ονοµ�αζεται πηλ�ικο Rayleigh, ε�ιναι
τα τετρ�αγωνα των χαρακηριστικ£ων συχνοτ�ητων του συστ�ηµατος.
Απ�οδειξη : Αρκε�ι να αποδε�ιξουµε �οτι το πηλ�ικο Rayleigh καθ�ισταται στ�ασιµο για τα

αν�υσµατα � που ε�ιναι γενικευµ�ενα ιδιοαν�υσµατα των πιν�ακων � και � , που ικανοποιο�υν
δηλαδ�η τη σχ�εση : �
����� � �

. Αν ε�ιναι αληθ�ες αυτ�ο οι ιδιοτιµ�ες � ε�ιναι τα τετρ�αγωνα των
χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων και τα ιδιοδιαν�υσµατα � οι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης
του συστ�ηµατος.
Οι στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου ������� και τα � που καθιστο�υν το πηλ�ικοRayleigh στ�ασιµο

προσδιορ�ιζονται απ�ο τις συνθ�ηκες � ��� � ���
��� για � ��� ���
�
� �"! . Απ�ο την (1) �εχουµε,
κ�ανοντας χρ�ηση της συµµετρικ�οτητας των πιν�ακων � και � , �οτι :� �� ��� � �� 	�� � �$#%� &'�"&)(*�������,+�� &'�"&-�.�/� � (2)

συνεπ£ως το πηλ�ικο Rayleigh καθ�ισταται στ�ασιµο για τα � που ικανοποιο�υν τη σχ�εση :�
�0�1������� � � � (3)

που σηµα�ινει �οτι οι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης καθιστο�υν στ�ασιµο το πηλ�ικο Rayleigh
και οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες δ�ιδονται απ�ο τις στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου αυτο�υ.

H ιδι�οτητα αυτ�η του πηλ�ικου Rayleigh , η οπο�ια ονοµ�αζεται και αρχ�η Rayleigh-Ritz,
�εχει πολλ�ες εφαρµογ�ες στον προσεγγιστικ�ο προσδιορισµ�ο των χαρακτηριστικ£ων συχνο-
τ�ητων σ�υνθετων φυσικ£ων συστηµ�ατων �οπως λ.χ. ο προσδιορισµ�ος των χαρακτηριστικ£ων
συχνοτ�ητων ταλαντ£ωσεων του �Ηλιου �η της Γης. Σ�υµφωνα µε την παραπ�ανω ιδι�οτητα
ε�αν κ�ανουµε λ�αθος τ�αξεως 2 στον προσδιορισµ�ο του κανονικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωσης το
λ�αθος στην χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα ε�ιναι τ�αξεως 2,3 ! Με τον τρ�οπο αυτ�ο µπορο�υµε
να προσεγγ�ισουµε πολ�υ καλ�α τις χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες του συστ�ηµατος ε�αν µπο-
ρο�υµε να προτε�ινουµε βασισµ�ενοι στη δια�ισθηση µας κ�αποιο υποψ�ηφιο κανονικ�ο τρ�οπο
ταλ�αντωσης. Εξ�αλλου ακ�οµη και αν δεν µπορο�υµε µε καν�ενα τρ�οπο να προ1λ�εψουµε τη
δοµ�η των κανονικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης µερικο�ι υπολογισµο�ι του πηλ�ικου Rayleigh µε
τυχα�ια αν�υσµατα αµ�εσως µας καταδεικν�υουν �οτι η µ�εγιστη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα
του συστ�ηµατος πρ�επει να ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο τη µ�εγιστη τιµ�η των πηλ�ικων Rayleigh
και η ελ�αχιστη ιδιοσυχν�οτητα πρ�επει να ε�ιναι µικρ�οτερη απ�ο �ολες τις τιµ�ες των πηλ�ικων
Rayleigh (θα αποδε�ιξουµε στο επ�οµενο εδ�αφιο τη πρ�οταση αυτ�η). Αν ε�ιχαµε δε υποµον�η,
και προ1α�ιναµε σε πολλο�υς υπολογισµο�υς, τ�οτε θα βλ�επαµε, σ�υµφωνα µε το παραπ�ανω
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θε£ωρηµα, �οτι οι τιµ�ες του πηλ�ικου που θα υπολογ�ιζαµε, για τυχα�ια αν�υσµατα, συσσω-
ρε�υονται γ�υρω απ�ο κ�αποιες συγκεκριµ�ενες τιµ�ες, οι οπο�ιες δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο τις
χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες του συστ�ηµατος. Μπορε�ι να µη σας ικανοποιε�ι το γεγον�ος

�οτι πολλ�ες φορ�ες πρ�επει να προ1ο�υµε σε προσεγγιστικ�ες µεθ�οδους τ�ετοιας µορφ�ης, αλλ�α
αυτ�ο ε�ιναι αναγκα�ιο �οταν αντιµετωπ�ιζουµε σ�υνθετα και δυσεπ�ιλυτα φυσικ�α συστ�ηµατα.

Προσεγγιστικ�ος προσδιορισµ�ος της θεµελει£ωδους ταλ�αντωσης µι�ας αλυσ�ιδας

�Ενα σ�υνθετο εκκρεµ�ες αποτελε�ιται απ�ο �ενα α1αρ�ες ν�ηµα συνολικο�υ µ�ηκους 4 στο
οπο�ιο ε�ιναι δεµ�ενες ανα διαστ�ηµατα µ�ηκους 5 , ! χ�αντρες µ�αζας, 6 . Το ν�ηµα βρ�ισκεται
στο σταθερ�ο πεδ�ιο βαρ�υτητας και θα εξετ�ασουµε µικρ�ες κιν�ησεις απ�ο τη κατακ�ορυφο,
που ε�ιναι η κατ�ασταση ευσταθο�υς ισορροπ�ιας του συστ�ηµατος. Θ�ελουµε να προσδιορ�ι-
σουµε τη θεµελει£ωδη κανονικ�η ταλ�αντωση του εκκρεµο�υς αυτο�υ, δηλαδ�η να προσδιορ�ι-
σουµε τη µικρ�οτερη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα και τον αντιστοιχο�υντα κανονικ�ο τρ�οπο
ταλ�αντωσης. Ιδια�ιτερο ενδιαφ�ερον �εχει το �οριο !)7�8 �οταν η συνολικ�η µ�αζα που προ-
σαρτ�αται στο ν�ηµα ε�ιναι σταθερ�η, �εστω + , οπ�οτε η µ�αζα κ�αθε χ�αντρας ε�ιναι 6 ��+9� ! �� 5 �οπου �:�;+9� 4 η γραµµικ�η πυκν�οτητα των µαζ£ων στο ν�ηµα και το συνολικ�ο µ�ηκος ε�ι-
ναι 4 � ! 5 . Σε αυτ�ο το �οριο θα περιγρ�αψουµε τις ταλαντ£ωσεις εν�ος σχοινιο�υ στο πεδ�ιο
βαρ�υτητας �η µ�ιας αλυσ�ιδας.
Ας γρ�αψουµε την Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος των ! µαζ£ων. Ως συντεταγµ�ενες της� -οστ�ης µ�αζας λαµ1�ανουµε τη γων�ια, < � , που σχηµατ�ιζει το τµ�ηµα του ν�ηµατος, µ�ηκους5 � 4 � ! , µεταξ�υ της � και � (=� µ�αζας. Ε�αν λ�α1ουµε καρτεσιαν�ο σ�υστηµα αξ�ονων µε

αρχ�η το σηµε�ιο αν�αρτησης του ν�ηµατος η θ�εση της πρ£ωτης χ�αντρας ε�ιναι > ? � 5A@,BDCE<A? ,F ? �G( 5IH-J�@K<A? εν£ω η θ�εση της � -οστ�ης µ�αζας προσδιορ�ιζεται απ�ο την αναδροµικ�η σχ�εση :> �L� > �DM ?ONP5Q@,BDCR< � � FA�L�1FA�DM ? ( 5AH-J�@K< �S� � �;T ���
�
� �"! �VU
(4)

Η Λανγκρανζιαν�η που περιγρ�αφει τη γενικ�η κ�ινηση των χαντρ£ων ε�ιναι :4 �1� 5 WX �ZY ? [
\> 3� N \F 3�T (^]�FA�`_aU
(5)

Για να µελετ�ησουµε µικρ�ες κιν�ησεις περ�ι το ευσταθ�ες σηµε�ιο ισορροπ�ιας <A? � �
�
� �< W �b�
, γραµµικοποιο�υµε τη Λαγκρανζιαν�η. Η γραµµικοποιηµ�ενη Λανγκρανζιαν�η που

περιγρ�αφει τη κ�ινηση µπορε�ι να ληφθε�ι στη µορφ�η :4 � \< 3? N � \<A?QN \< 3 � 3 N �
�
� N � \<A?QN �
�
� N \< W � 3 ( ] 5dc < 3? N � < 3? NP< 33 � N �
�
� N � < 3? N �
�
� NP< 3W �fe � (6)
�η σε µορφ�η πιν�ακων : 4 � \< 	 � \< ( < 	 � < � (7)

�οπου < �=g <A? ���
�
� � < WAh 	 . O συµµετρικ�ος π�ινακας � �εχει στοιχε�ια τα +�� &i� ! N �E(Vj για
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�lk j
, δηλαδ�η o π�ινακας �εχει τη µορφ�η :

� � mnnnnno ! ! (p� ! (iT �! (p� ! (p� ! (iT ...! (PT ! (PT ! (iT
. . . �� �
�
� ���

q-rrrrrs � (8)

και ο π�ινακας � ε�ιναι ο διαγ£ωνιος π�ινακας µε � -οστ�ο διαγ£ωνιο στοιχε�ιο το #%�t�S�/] � ! N�E( � �,� 5 .
�Ασκηση : Επι1ε1αι£ωστε �οτι οι µικρ�ες ταλαντ£ωσεις δι�επονται απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η

(7).

Αντιλαµ1�ανεστε �οτι ο υπολογισµ�ος των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων και κανονικ£ων
τρ�οπων ταλ�αντωσης αυτο�υ του συστ�ηµατος ε�ιναι δ�υσκολος. Μπορε�ι βε1α�ιως αµ�εσως να
υπολογ�ισουµε τους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης για κ�αθε ! κ�ανοντας χρ�ηση αριθ-
µητικ£ων µεθ�οδων. Εµε�ις, �οµως, θα προσφ�υγουµε σε προσεγγιστικ�ο υπολογισµ�ο της θεµε-
λει£ωδους ταλ�αντωσης. Αναµ�ενουµε �οτι η µικρ�οτερη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα να προ-
κ�υπτει �οταν το ν�ηµα ε�ιναι σχεδ�ον ευθ�υγραµµο και λαµ1�ανουµε ως πρ£ωτη προσεγγισιση
στον θεµελει£ωδη κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωσης την κ�ινηση για την οπο�ια<A? � < 3 � �
�
� � < W δηλαδ�η < �ugv� � � ���
�
� � � h 	 U

(9)

Θα πε�ιτε �οτι γνωρ�ιζετε τη συχν�οτητα ταλ�αντωσης στο �οριο !w7/8 αυτ�ης της περιορισµ�ε-
νης κ�ινησης. Η συχν�οτητα ταλ�αντωσης αυτο�υ του τρ�οπου ε�ιναι η συχν�οτητα ταλ�αντωσης
µ�ιας οµογενο�υς ρ�α1δου στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο : x �zy ��Ut{Q]|� 4 . Για να δο�υµε �οµως τι συχ-
ν�οτητα µας δ�ινει το πηλ�ικο Rayleigh. Το πηλ�ικο Rayleigh για το προσεγγιστικ�ο < ε�ιναι :x 3 � ] 5 < 	�� << � < � ] 5 � N T N �
�
� N !� 3 N T 3 N �
�
� N ! 3 �~} ]T 4 �� N �Q�|��T ! � U

(10)

Συνεπ£ως αναµ�ενουµε �οτι η θεµελι£ωδης ταλ�αντωση να �εχει χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα για!���� �
: x���� ��Ut{ ]4 ���E( �� ! ��U

(11)

Βλ�επετε �οτι πρ�αγµατι �οταν το !w7/8 η συχν�οτητα αυτ�η προσεγγ�ιζει τη συχν�οτητα ταλ�α-
ντωσης µ�ιας οµογενο�υς ρ�α1δου :x � � ��Ut{ ]4 ����UtT�T ��� � ]4 U

(12)

Με τι ακρ�ι1εια �εχουµε προ1λ�εψει �οµως τη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα της θεµελει£ω-
δους ταλ�αντωσης µ�ιας αλυσ�ιδας ; Σε επ�οµενο κεφ�αλαιο θα υπολογ�ισουµε ακρι1£ως τη θε-
µελει£ωδη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα µ�ιας κρεµ�αµενης οµογενο�υς αλυσ�ιδας. Θα βρο�υµε

�οτι η θεµελει£ωδης χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα ε�ιναι :xl? ����U �I� {�{K� T � ]4 � ��UtTI��T � � ]4 � (13)
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Σχ�ηµα 1: Ο ακρι1�ης θεµελει£ωδης κανονικ�ος τρ�οπος ταλ�αντωσης µ�ιας αλυσ�ιδας (κ�οκκινη
συνεχ�ης γραµµ�η). Η ευθε�ια γραµµ�η ε�ιναι η προσ�εγγιση που χρησιµοποι�ηθηκε για να προ-
σεγγισθε�ι µε το πηλ�ικο Rayleigh η θεµελει£ωδης χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα.

εν£ω ο προσεγγιστικ�ος υπολογισµ�ος µ�εσω του πηλ�ικου Rayleigh �εδωσε x ����UtT�T ��� y ]|� 4 .
∆ηλαδ�η καταφ�εραµε να προσεγγ�ισουµε τη χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα µε σχετικ�ο σφ�αλµα��U �

% ! Ο ακρι1�ης θεµελει£ωδης τρ�οπος ταλ�αντωσης ε�ιναι> �G������T xl?�� 5 (�F]���� (14)

�οπου > η µετατ�οπιση απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ιας σε �υψος F απ�ο το σηµε�ιο αν�αρτησης. Η
συν�αρτηση ���Q�$��� ε�ιναι η συν�αρτηση Bessel µηδενικ�ης τ�αξεως οι πρ£ωτοι �οροι της οπο�ιας
ε�ιναι : ���A�$�������E( � 3 � ���� 3 N �$� 3 � � � 3T�� 3 ( �
�
� (15)

Το γρ�αφηµα του ακρι1ο�υς τρ�οπου ταλ�αντωσης παρουσι�αζεται στο Σχ�ηµα 1. Στο �ιδιο
σχ�ηµα παρουσι�αζεται µε διακεκοµµ�ενη γραµµ�η η προσ�εγγιση στο κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�α-
ντωσης. Εν£ω η προσ�εγγιση στο κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωσης δεν ε�ιναι ιδιαιτ�ερως ακρι-
1�ης, η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα που προ1λ�επεται απ�ο το πηλ�ικο Rayleigh �εχει ιδια�ιτερη
ακρ�ι1εια, καταδεικν�υοντας τη σηµασ�ια της προσεγγιστικ�ης µεθ�οδου που ανακ�αλυψε ο
Rayleigh. Αξ�ιζει επ�ισης να σηµειωθε�ι �οτι αν προσεγγ�ισουµε την συνεχ�η αλυσ�ιδα µε 10
µ�ονο µ�αζες ο θεµελει£ωδης κανονικ�ος τρ�οπος ταλ�αντωσης που προκ�υπτει απ�ο την ακρι1�η
ε�υρεση των κανονικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης (που γ�ινεται µε αριθµητικ�ες µεθ�οδους) ε�ιναι
απαρ�αλλακτη µε τον ακρι1�η θεµελει£ωδη κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωσης της συνεχο�υς αλυ-
σ�ιδας.
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Συµπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων

Το πηλ�ικο του Rayleigh µπορε�ι να αποκαλ�υψει τη συµπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων
συχνοτ�ητων. Ιδιατ�ερως µας ενδιαφ�ερει να µπορο�υµε να εκτιµ�ησουµε τη µετα1ολ�η των
χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων αν µετα1�αλουµε τις δυν�αµεις επαναφορ�ας (την ελαστικ�ο-
τητα) του συστ�ηµατος �η µετα1�αλλουµε την αδρ�ανεια του συστ�ηµατος �η �οταν µε κ�αποιο
τρ�οπο περιορ�ιζουµε �η ελευθερ£ωνουµε τους βαθµο�υς ελευθερ�ιας του συστ�ηµατος.
Εναπαρ�αδειγµα περιορισµο�υ των βαθµ£ων ελευθερ�ιας του συστ�ηµατος ε�ιναι η δ�εσµευση

των συντεταγµ�ενων του συστ�ηµατος £ωστε να µεετα1�αλλονται �ολες µαζ�υ κρατ£ωντας συ-
γκεκριµ�ενο λ�ογο µεταξ�υ τους, δηλαδ�η για �ολους τους χρ�ονους να ισχ�υει :� ?� W ��� ?� W � � 3� W ��� 3� W ���
�
��� � W M ?� W � � W M ?� W U

(16)

Οι ! (
� αυτο�ι περιορισµο�ι µετατρ�επουν το σ�υστηµα σε σ�υστηµα �εν�ος βαθµο�υ ελευθερ�ιας,
η δε κ�ινηση του δεσµευµ�ενου συστ�ηµατος µπορε�ι να περιγραφε�ι απ�ο µ�ια µετα1λητ�η ¡ η
οπο�ια σχετ�ιζεται µε τις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες µε τις σχ�εσεις ���¢� � � ¡ οι οπο�ιες γρ�αφο-
νται συνοπτικ�α υπ�ο µορφ�η πιν�ακων ως ��� � ¡ �οπου � �/g � ? ���
�
� � � WAh 	 η κολ£ωνα των
σχετικ£ων αποκλ�ισεων των αρχικ£ων συντεταγµ�ενων. Η κ�ινηση της περιορισµ�ενης κ�ινησης
ικανοποιε�ι την εξ�ισωση : � 	 � �9£¡0N � 	 � � ¡ ��� � (17)

η οπο�ια �εχει εκθετικ�ες λ�υσεις της µορφ�ης ¤ � ¥§¦ µε¨ 3 � � 	�� �� 	�� � �©��� � �ªU (18)

Βλ�επουµε �οτι η συχν�οτητα ταλ�αντωσης του δεσµευµ�ενου συστ�ηµατος δ�ινεται απ�ο το πη-
λ�ικο Rayleigh του αν�υσµατος � . �Ηδη γνωρ�ιζουµε �οτι �οταν �εχουµε �ενα κανονικ�ο τρ�οπο
ταλ�αντωσης � ��«�� η συχν�οτητα ταλ�αντωσης ¨ 3 ισο�υται µε µ�ια απ�ο τις χαρακτηριστι-
κ�ες συχν�οτητες ¬­3� και το πηλ�ικο Rayleigh �εχει στ�ασιµη τιµ�η για � ��«��

. Για τυχα�ιο �
µπορο�υµε ε�υκολα να φρ�αξουµε τη συχν�οτητα ταλ�αντωσης µετασχηµατ�ιζοντας το πηλ�ικο
Rayleigh στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες �οπου το � �εχει συντεταγµ�ενες ® , �οπου � �¯ ® . Σε αυτ�ες τις συντεταγµ�ενες επειδ�η,¨ 3 � ® 	 ¯ 	�� ¯ ®® 	 ¯ 	�� ¯ ® � ¬­3 ? ® 	 ? ®°?SN �
�
� N±¬­3W ® 	 W ® W® 	 ? ®°?SN �
�
� NP® 	W ® W U

(19)

Ε�αν οι χαρακτηριστικ�ες συχνοτ�ητες του συστ�ηµατος διαταχθο�υν �ετσι £ωστε ¬R?
k²¬ 3 k�
�
� k0¬ W παρατηρο�υµε �οτι αναγκαστικ�α η συχν�οτητα ταλ�αντωσης του περιορισµ�ενου συ-
στ�ηµατος εν�ος βαθµο�υ ελευθερ�ιας πρ�επει να ικανοποιε�ι την ανισ�οτητα :¬ 3 ? k ¨ 3 k1¬ 3W � (20)

η µ�εγιστη δε συχν�οτητα πραγµατοποιε�ιται �οταν το σ�υστηµα δεσµε�υεται να κινε�ιται τον !
κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωσης � ��« W , και η ελ�αχιστη συχν�οτητα επιτυγχ�ανεται �οταν το
σ�υστηµα δεσµε�υεται µε � ��« ? . Αποδε�ιξαµε δηλαδ�η �οτι
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1. Το ελ�αχιστο του πηλ�ικου Rayleigh ��� > � ως προς �ολα τα αν�υσµατα > ε�ιναι ¬­3 ? .
2. Το µ�εγιστο του πηλ�ικου Rayleigh ��� > � ως προς �ολα τα αν�υσµατα > ε�ιναι ¬­3W .
και γενικ�οτερα θα αποδε�ιξουµε �οτι :

3. Ε�αν περιορ�ισουµε το > µε ! (.³ περιορισµο�υς της µορφ�ης ¨�	� > � �
, για ! (G³

αν�υσµατα ¨|� , και µεγιστοποι�ησουµε το πηλ�ικο Rayleigh ��� > � ως προς τα > που ικα-
νοποιο�υν αυτο�υς τους περιορισµο�υς, τ�οτε το ελ�αχιστο, ως προς �ολες τις τιµ�ες των¨|�
, αυτ£ων των µεγ�ιστων ε�ιναι το τετρ�αγωνο της ³ χαρακτηριστικ�ης συχν�οτητας ¬­3´ .

Επειδ�η η µεγιστοπο�ιηση του πηλ�ικου Rayleigh διενεργε�ιται για τα αν�υσµατα > που ε�ι-
ναι κ�αθετα στα συγκεκριµ�ενα ¨|� , η παραπ�ανω πρ�οταση γρ�αφεται συµ1ολικ�α ως εξ�ης :¬ 3´ �aµ BDC¥'¶ [ µ¸·Q¹º�» ¥'¶ ��� > �f_ � � �G� ���
�
� �"! (P³ � (21)

�οπου το µ BDC ¥'¶ συµ1ολ�ιζει το ελ�αχιστο ως προς �ολες τις επιλογ�ες των ! (u³
,
¨|�
, και τοµ¸·Q¹ º�» ¥'¶ συµ1ολ�ιζει το µ�εγιστο ως προς τα > που ε�ιναι κ�αθετα σε �ολα τα ¨|� .

Για την απ�οδειξη αυτο�υ τουmin-max χαρακτηρισµο�υ των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�η-
των πρ£ωτα παρατηρο�υµε �οτι η διαδικασ�ια µεγιστοπο�ιησης µπορε�ι χωρ�ις �ελλειψη της γε-
νικ�οτητας να διενεργηθε�ι στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες δι�οτι δεδοµ�ενων των ανυ-
σµ�ατων ¨|� η µεγιστοπο�ιηση του πηλ�ικουRayleigh στις κανονικ�ες συντεταγµ�ενες, ® , πρ�επει
να διενεργηθε�ι στα ® που ε�ιναι κ�αθετα τ£ωρα στα αν�υσµατα ¼ ��� ¯ 	�¨|�

. ∆ι�οτι ε�ιναι :µ BDC¥'¶ µ¸·Q¹º�» ¥'¶ > 	�� >> 	 � > �aµ BDC½ ¶ µ¸·Q¹¾ » ½ ¶ ¬­3 ? ® 	 ? ®°?SN �
�
� N±¬­3W ® 	 W ® W® 	 ? ®°?¿N �
�
� N±® 	W ® W U
(22)

Αναποδε�ιξουµε �οτι για ορισµ�ενα ® , που ικανοποιο�υν τις συνθ�ηκες ®GÀ;¼ � , το µ�εγιστο του
πηλ�ικου Rayleigh ε�ιναι µεγαλ�υτερο �η �ισο του ¬­3´ , τ�οτε το µ�εγιστο ως προς �ολα τα ®uÀÁ¼ �
θα ε�ιναι σ�ιγουρα µεγαλ�υτερο �η �ισο του ¬­3´ . Eπιλ�εγουµε τα ® που �εχουν συντεταγµ�ενες :®°? � �
�
� � ® ´ M ? �©�dU

(23)

Μ�ια τ�ετοια επιλογ�η ε�ιναι συµ1ατ�η µε τους περιορισµο�υς. ∆ι�οτι οι περιορισµο�ι : ¼ 	? ® ��
, ¼ 	3 ® �*�

,..., ¼ 	W M ´-® �*� µπορο�υν να χρησιµοποιηθο�υν για να εκφρ�ασουµε τις ! (�³
συντεταγµ�ενες ® ´§Â ? ���
�
� � ® W συναρτ�ησει των υπολο�ιπων συντεταγµ�ενων ®°? � ® 3 ���
�
� � ® ´
και να µηδεν�ισουµε �ολες αυτ�ες τις συντεταγµ�ενες εκτ�ος της ® ´ . ∆ηλαδ�η επειδ�η γενικ�α
κ�αθε σ�υστηµα ! (p³ εξισ£ωσεων µε ! (p³ N � αγν£ωστους �εχει π�αντα λ�υση, µπορο�υµε να
θ�εσουµε ®:? � �
�
� � ® ´ M ? �±� και να προσδιορ�ισουµε επιλεγµ�ενα ειδικ�α ® , µε µη
µηδενικ�ες µ�ονο τις συντεταγµ�ενες ® ´ � ® ´§Â ? ���
�
� � ® W , που ικανοποιο�υν τους περιορισµο�υς.
Για αυτ�α �οµως τα ® ε�ιναι β�ε1αιο �οτι µ¸·Q¹Ã��� ® �­Ä ¬­3´ και �οτι ισ�οτης πραγµατοποιε�ιται για
τα ¨|� που δ�ινουν τις (23). Συνεπ£ως το ελ�αχιστο ως προς �ολους τους περιορισµο�υς θα ε�ιναι :µ BDC¥'¶ [ µ¸·Q¹º�» ¥'¶ ��� > � _ � ¬ 3´ U

(24)

Οµο�ιως αποδεικν�υεται η εξ�ης πρ�οταση :
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4. Ε�αν περιορ�ισουµε το > µε ³:(©� περιορισµο�υς της µορφ�ης ¨�	� > ���
, µε ³%(0� αν�υ-

σµατα ¨|� , και ελαχιστοποι�ησουµε το πηλ�ικο Rayleigh ��� > � ως προς τα > που ικανο-
ποιο�υν αυτο�υς τους περιορισµο�υς, τ�οτε το µ�εγιστο, ως προς �ολες τις τιµ�ες των ¨|� ,
αυτ£ων των ελαχ�ιστων ε�ιναι το τετρ�αγωνο της ³ χαρακτηριστικ�ης συχν�οτητας ¬­3´ ,
δηλαδ�η ¬ 3´ �aµ¸·Q¹¥'¶ [ µ BDCº�» ¥'¶ ��� > �f_ � � �.� ���
�
� � ³°(9�9U

(25)

�Ασκηση : Αποδε�ιξτε τον max-min χαρακτηρισµ�ο (25) των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�η-
των.
Οι χαρακτηρισµο�ι min-max καιmax-min ε�ιναι πολ�υ χρ�ησιµοι δι�οτι αποκαλ�υπτουν την

συµπεριφορ�α των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων σε µετα1ολ�ες του αρχικο�υ συστ�ηµατος.
Ως πρ£ωτο παρ�αδειγµα λαµ1�ανουµε �ενα σ�υστηµα ! βαθµ£ων ελευθερ�ιας µε χαρακτη-

ριστικ�ες συχν�οτητες ¬R?ik�¬ 3 k �
�
� k�¬ W στο οπο�ιο επι1�αλουµε �ενα περιορισµ�ο της
µορφ�ης : ¨ 	 �d���

, �οπου ¨ κ�αποιο �ανυσµα. Το αρχικ�ο σ�υστηµα µετατρ�επεται σε σ�υστηµα! (%� βαθµ£ων ελευθερ�ιας µε χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ¬ÆÅ ? k0¬ÆÅ3 k �
�
� k0¬ÆÅW M ? . Τι σχ�εση
�εχουν οι αρχικ�ες χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες µε τις τελικ�ες ; Θα δε�ιξουµε �οτι οι ν�εες χα-
ρακτηριστικ�ες συχν�οτητες εναλλ�ασονται µεταξ�υ των αρχικ£ων :¬R?Ãk0¬ Å ? k0¬ 3 k �
�
� k©¬ ´ k©¬ Å´ k©¬ ´§Â ?Æk �
�
� k0¬ W M ?­k0¬ ÅW M ? k©¬ W U

(26)

Οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες του ν�εου συστ�ηµατος µπορο�υν να βρεθο�υν περιορ�ιζο-
ντας το πηλ�ικο Rayleigh του ν�εου συστ�ηµατος Ç� που προκ�υπτει απ�ο το πηλ�ικο Rayleigh,�
, του αρχικο�υ συστ�ηµατος επι1�αλοντας τον συγκεκριµ�ενο περιορισµ�ο ¨ 	 �©���

. Σ�υµ-
φωνα µε τον χαρακτηρισµ�ο min-max η ³ χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα του αρχικο�υ συστ�η-
µατος, ¬ ´ , προκ�υπτει απ�ο ελαχιστοπο�ιηση του µ¸·Q¹­� ως προς �ολους τους ! (;³ περιο-
ρισµο�υς. Το ελ�αχιστο �οµως αυτ�ο θα ε�ιναι προφαν£ως µικρ�οτερο του ελαχ�ιστου που θα
προκ�υψει αν λ�α1ουµε τον ¨|	��P�±� ως �ενα απ�ο τους ! (;³ περιορισµο�υς (�ετσι £ωστε το
πηλ�ικο Rayleigh, � , του αρχικο�υ συστ�ηµατος γ�ινει το πηλ�ικο Rayleigh, Ç� , του ν�εου συστ�η-
µατος) και ελαχιστοπο�ιησουµε ως προς τους υπ�ολοιπους ! (��È(É³ περιορισµο�υς. Η δε�υ-
τερη �οµως ελαχιστοπο�ιηση θα δ£ωσει το τετρ�αγωνο της ¬­Å´ . Συνεπ£ως θα ε�ιναι : ¬ ´ kG¬ÆÅ´ .
Η �αλλη πλευρ�α της ανισ�οτητας αποδεικν�υεται κ�ανοντας χρ�ηση του max-min χαρακτηρι-
σµο�υ. Πρ�αγµατι, περιορ�ιζοντας το σ�υστηµα ! βαθµ£ων ελευθερ�ιας µε ³�(P� περιορισµο�υς
�εχουµε �οτι µ¸·Q¹­µ BDC �i� ¬­3´ . Αλλ�α το µ�εγιστο µ BDC � ως προς �ολους τους ³¿(G� περιορι-
σµο�υς θα ε�ιναι µεγαλ�υτερο του µεγ�ιστου του µ BDC � �οταν µ�ια απ�ο τις συνθ�ηκες π�αρει την
ειδικ�η µορφ�η ¨�	��i�Ê�

(και το � γ�ινει Ç� ) και η µεγιστοπο�ιηση διενεργηθε�ι ως προς τους
υπ�ολοιπους ³Ã(
T περιορισµο�υς. Αλλ�α η µεγιστοπο�ιηση ως προς ³Ã(
T περιορισµο�υς της Ç�
δ�ινει το τετρ�αγωνο της ¬­Å´ M ? . Συνεπ£ως ¬ÆÅ´ M ? k0¬ ´ . Mε τον τρ�οπο αποδειχθηκε η αλ�ηθεια
της (26).
Με τον �ιδιο τρ�οπο µπορε�ι να αποδειχθε�ι �οτι αν περιορ�ισουµε �ενα σ�υστηµα ! βαθµ£ων

ελευθερ�ιας µε ³ περιορισµο�υς �ετσι £ωστε να αποκτ�ησουµε �ενα ν�εο σ�υστηµα ! ()³ βαθµ£ων
ελευθερ�ιας, το ν�εο σ�υστηµα θα �εχει ! (:³ χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ¬ÆÅ ? � ¬ÆÅ3 ���
�
� � ¬ÆÅW M ´ οι
οπο�ιες δεν θα ε�ιναι µεγαλ�υτερες των αντιστο�ιχων ¬ ´§Â ? � ¬ ´§Â 3 ���
�
� � ¬ W και δεν θα ε�ιναι µι-
κρ�οτερες των αντιστο�ιχων ¬R? � ¬ 3 ���
�
� � ¬ W M ´ του αρχικο�υ συστ�ηµατος. Με τον τρ�οπο αυτ�ο
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καταλ�ηγουµε και π�αλι στη πρ�οταση που �ηδη αποδε�ιξαµε �οτι αν �ενα σ�υστηµα ! βαθµ£ων
ελευθερ�ιας περιορισθε�ι σε σ�υστηµα εν�ος βαθµο�υ ελευθερ�ιας η χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα
του µονοδιαστ�ατου συστ�ηµατος, ¬­Å ? , θα ικανοποιε�ι την ανισ�οτητα : ¬R?Ãk0¬ÆÅ ? k©¬ W .
�Ασκηση : �Ενας σεισµ�ος δηµιουργε�ι ρωγµ�ες σε �ενα κτ�ηριο. Πως αλλ�αζουν οι χαρα-

κτηριστικ�ες συχν�οτητες του κτηρ�ιου ; �Η ισοδυν�αµως µ�ια καµπ�ανα ραγ�ιζει, πως αλλ�αζει
η συχν�οτητα του �ηχου της (Arnold) ;
Τ£ωρα θα διερευν�ησουµε πως µετα1�αλλονται οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες �οταν αυ-

ξ�ησουµε τη σκληρ�οτητα του συστ�ηµατος. �Ενα σ�υστηµα που χαρακτηρ�ιζεται απ�ο το πη-
λ�ικο Rayleigh � ? ����� θα ονοµ�αζεται πι�ο σκληρ�ο απ�ο �ενα �αλλο σ�υστηµα µε πηλ�ικο Rayleigh� 3 ����� , αν � ? �����­Äp� 3 ����� για �ολα τα � . Ανστη περ�ιπτωση του συστ�ηµατος µαζ£ων συνδεδεµ�ε-
νων µε ελατ�ηρια πολλαπλασι�ασουµε �ολες τις σταθερ�ες των ελατηρ�ιων µε �ενα αριθµ�ο ε�ιτε
παροµο�ιως µει£ωσουµε �ολες τις µ�αζες του συστ�ηµατος το ν�εο σ�υστηµα ε�ιναι σκληρ�οτερο
του αρχικο�υ. Επ�ισης αν διαταρ�αξουµε τον π�ινακα δυναµικ�ης εν�εργειας, � , �ετσι £ωστε το
ν�εο σ�υστηµα να �εχει ως π�ινακα δυναµικ�ης εν�εργειας τον � N � Å , µε � Å θετικ�ο, το ν�εο σ�υ-
στηµα θα ε�ιναι σκληρ�οτερο του αρχικο�υ. Στη περ�ιπτωση αυτ�η προκ�υπτει αµ�εσως απ�ο τ�ον
χαρακτηρισµ�ο min-max �η max-min των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων �οτι µ�ια προς µ�ια οι
χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες του σκληροτ�ερου συστ�ηµατος δεν µπορε�ι να ε�ιναι µικρ�οτε-
ρες απ�ο τις αντ�ιστοιχες συχν�οτητες του αρχικο�υ συστ�ηµατος.
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