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Λαγκρανζιανή φορτισµένου σωµατιδίου  

σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο 
 

Μέχρι τώρα έχουµε κατασκευάσει Λαγκρανζιανές για σωµατίδια ή γενικά για 
µηχανικά συστήµατα που κινούνται σε δυναµικά πεδία που έχουν καθαρά χωρική 
εξάρτηση (ακόµη και τους συνδέσµους που αναγκάζουν τα µηχανικά συστήµατα να 
κινούνται µε έναν συγκεκριµένο τρόπο καταφέραµε να τα αναγάγουµε σε κινήσεις 
µέσα σε τεχνητά δυναµικά πεδία που αντικαθιστούν τους συνδέσµους). Επίσης την 
περίπτωση χρονοεξαρτώµενων δυνάµεων είναι εύκολο, όπως είδαµε στην αντίστοιχη 
άσκηση της Γ΄ σειράς, να αναπαράγουµε µέσω του Λαγκρανζιανού φορµαλισµού. Τι 
µπορούµε όµως να κάνουµε όταν η δύναµη που ασκείται σε ένα σωµατίδιο εξαρτάται 
από την ταχύτητα; Κλασικό σηµαντικό παράδειγµα τέτοιας περίπτωσης αποτελεί η 
κίνηση φορτισµένου σωµατιδίου µέσα σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. Η δυσκολία 
κατασκευής της αντίστοιχης Λαγκρανζιανής έγκειται στο γεγονός ότι αφού η δύναµη 
εξαρτάται από την ταχύτητα πρέπει ο όρος της δυναµικής ενέργειας να εµπεριέχει την 
ταχύτητα, αλλά τότε στις εξισώσεις Euler-Lagrange η γενικευµένη ορµή  εκτός 

από την κλασική της µορφή που προέρχεται από την παραγώγιση της κινητικής 
ενέργειας θα περικλείει και άλλον έναν όρο εξαιτίας της εξάρτησης από την ταχύτητα 
της δυναµικής ενέργειας. Αυτό περιπλέκει τη δυναµική εξίσωση κίνησης και θα 
πρέπει να είναι κανείς τυχερός για να καταφέρει να κατασκευάσει το δυναµικό νόµο 
από µια Λαγκρανζιανή συνάρτηση. Την προσπάθεια αυτή για την περίπτωση του 
φορτισµένου σωµατιδίου σε ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο θα περιγράψουµε στη 
συνέχεια. 

Κατ’ αρχάς  ας δούµε ποια είναι η εξίσωση κίνησης που θα προσπαθήσουµε 
να αναπαράγουµε από κάποια Λαγκρανζιανή: 

, 
όπου  η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και  η µαγνητική επαγωγή στη θέση  
του φορτισµένου µε φορτίο  σωµατιδίου, τη χρονική στιγµή  που αυτό βρίσκεται 
στη θέση αυτή. Η αντίστοιχη Λαγκρανζιανή θα έχει τη µορφή 

, 

όπου Τ η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου ( ) και V η δυναµική ενέργεια 

η οποία θα έχει προφανώς εξάρτηση και από την ταχύτητα του σωµατιδίου ώστε να 
είναι δυνατό να αναπαραχθεί η εξαρτώµενη από την ταχύτητα µαγνητική δύναµη 
Lorentz. Μπορούµε να υποστηρίξουµε ότι η δυναµική αυτή ενέργεια θα πρέπει να 

έχει  το πολύ γραµµική εξάρτηση από την ταχύτητα, ώστε και ο όρος  και ο 

όρος  να δηµιουργήσουν µια δύναµη το πολύ γραµµική ως προς την ταχύτητα, 

όπως είναι η δύναµη Lorentz. Έτσι, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η δυναµική 
ενέργεια θα έχει τη µορφή 

. 
Η δυναµική ενέργεια, όντας µέρος της Λαγκρανζιανής δεν µπορεί παρά να είναι 
βαθµωτή ποσότητα, γεγονός το οποίο δικαιολογεί την ύπαρξη του εσωτερικού 



γινοµένου1. Η δε παρουσία του φορτίου ως πολλαπλασιαστικού παράγοντα είναι 
επιβεβληµένη από τη µορφή της επιδιωκόµενης ως στόχου δύναµης. Τέλος το 
αρνητικό πρόσηµο δεν έχει κανένα ουσιαστικό λόγο παρά µόνο για να αποκτήσουν οι 
ποσότητες  συγκεκριµένο φυσικό περιεχόµενο στο τέλος της ανάλυσης.  
 Για να δοκιµάσουµε λοιπόν σε τι εξισώσεις κίνησης οδηγεί µια τέτοια 
Λαγκρανζιανή. 

 

Η παραπάνω εξίσωση θα µπορούσε πιθανώς να πάρει τη µορφή της δυναµικής 
εξίσωσης του σωµατιδίου αν µπορούσαµε να κατασκευάσουµε ποσότητες  
τέτοιες ώστε  

.  (1) 

Με µια µικρή επεξεργασία της παραπάνω σχέσης και µε τη βοήθεια της µαθηµατικής 
ταυτότητας , που ισχύει όταν το διάνυσµα  δεν έχει 
εξάρτηση από το , µπορούµε να επιτύχουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα. 
 
Απόδειξη της διανυσµατικής ταυτότητας : Η 

ταυτότητα αυτή είναι εύκολο να αποδειχθεί µε τη 
χρήση δεικτών και την ταυτότητα 

 που έχουµε ήδη αποδείξει. 
Εδώ θα παρουσιάσουµε µια πιο µακροσκελή αλλά 
περισσότερο εποπτική απόδειξη. Για το λόγο αυτό 
θα «σπάσουµε» τα διανύσµατα  και  σε 
διανύσµατα παράλληλα και κάθετα στο διάνυσµα . 
Δηλαδή,  και , µε 

. Έτσι: 
. 

Από τους τέσσερις όρους µέσα στις τετράγωνες παρενθέσεις, µόνο οι τρεις τελευταίοι 
είναι εν γένει µη µηδενικοί –ο πρώτος είναι ταυτοτικά µηδέν. Ο δε τέταρτος όρος 
είναι ένα διάνυσµα κάθετο στα , εποµένως παράλληλο στο  και δεν 
συνεισφέρει καθόλου στο εξωτερικό γινόµενο µε το . Ο τρίτος όρος αφού 
αποτελείται από δύο κάθετα διανύσµατα δηµιουργεί ένα καινούριο διάνυσµα κάθετο 
σε αυτά µε µέτρο όσο το γινόµενό τους. Είναι εύκολο να δείτε ότι το εξωτερικό 
γινόµενο του  µε το καινούριο αυτό διάνυσµα είναι ένα διάνυσµα παράλληλο µε το 

 και µε µέτρο όσο το γινόµενο των τριών διανυσµάτων, δηλαδή  

                                                             
1 Μια άλλη δυνατότητα κατασκευής βαθµωτού µεγέθους φαινοµενικά γραµµικού ως προς την 

ταχύτητα θα ήταν τα , ή , αλλά και οι δύο αυτές περιπτώσεις δεν είναι πραγµατικά 

γραµµικές ως προς την ταχύτητα αφού η αντικατάσταση της  µε  δεν ισούται εν γένει µε 
άθροισµα των αντιστοίχων ποσοτήτων. 



. 
Τέλος ο δεύτερος όρος οµοιάζει εκπληκτικά µε τον τρίτο και γίνεται πανοµοιότυπος 
ως προς τη µορφή αν αλλάξει η σειρά των  και  µε φυσικό επακόλουθο την 
αλλαγή προσήµου. Το αρχικό λοιπόν διπλό εξωτερικό γινόµενο έχει απλοποιηθεί σε 

. 

Αν µάλιστα παρατηρήσουµε ότι , αφού και τα δύο αυτά 

διανύσµατα έχουν µέτρο  και την κατεύθυνση του , και 

προσθέσουµε την τελευταία αυτή µηδενική σχέση στην προηγούµενη καταλήγουµε 
στην επιθυµητή ταυτότητα 

 
Γνωρίζοντας τη διανυσµατική αυτή ταυτότητα είναι εύκολο να την εφαρµόσουµε και 
στην περίπτωση που κάποιο από τα διανύσµατα είναι διανυσµατικός τελεστής µε την 
απαιτούµενη προσοχή όµως. Ο τελεστής πρέπει να τοποθετηθεί σε τέτοια θέση ώστε 
να δρα αποκλειστικά και µόνο όπου δρούσε αρχικά. Έτσι αν θέλουµε να 
υπολογίσουµε το αντικείµενο , µπορούµε να το αναλύσουµε σύµφωνα µε 
τη διανυσµατική ταυτότητα ως , αρκεί να προσέξουµε ο 

διαφορικός τελεστής του πρώτου όρου να δράσει µόνο στο  (αυτό το νόηµα έχουν 
τα σηµάδια * κάτω από τα εν λόγω µεγέθη). Η επισήµανση αυτή είναι ανούσια αν το 
διάνυσµα  περνά «απαρατήρητο» από τον διαφορικό τελεστή όπως στην 
περίπτωσή µας. 
 

Έτσι λοιπόν το αριστερό µέλος της σχέσης (1) απλοποιείται σε 

 

Αν απαιτήσουµε οι µεν δύο πρώτοι όροι να παριστάνουν το ηλεκτρικό πεδίο και ο 
τελευταίος όρος µέσα στην παρένθεση το µαγνητικό πεδίο, όπως αρχικά ζητήσαµε, 
άµεσα αναγνωρίζουµε τη φυσική σηµασία των  -πρόκειται για το ανυσµατικό 
δυναµικό και το ηλεκτρικό δυναµικό αντίστοιχα. Οι ορισµοί αυτοί των βοηθητικών 
πεδίων εισήχθησαν στην θεωρία του ηλεκτροµαγνητισµού προκειµένου να 
ικανοποιούνται αυτόµατα οι δύο από τις τέσσερις εξισώσεις του Maxwell. 

 

Συνεπώς ένα φορτισµένο σωµατίδιο µέσα σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο περιγράφεται 
από τη Λαγκρανζιανή 

 

µε τον προφανή συµβολισµό των ποσοτήτων που εµφανίζονται. Κλείνοντας το 
κεφάλαιο αυτό αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η γενικευµένη ορµή τώρα του 

σωµατιδίου δεν είναι η κλασική , αλλά η . Θα µπορούσαµε να την 



ερµηνεύσουµε ως µια συνεισφορά του ίδιου του µαγνητικού πεδίου στην ορµή του 
σωµατιδίου. Το γεγονός αυτό έχει άµεσες επιπτώσεις κυρίως σε κβαντοµηχανικά 
συστήµατα όπου η ορµή, που σε κάποιες περιπτώσεις είναι κβαντισµένη, είναι η 
γενικευµένη, όπως η παραπάνω και όχι η συνήθης. 
 Μια άλλη κοινή περίπτωση Λαγκρανζιανής µε δυναµικό που εξαρτάται από 
την ταχύτητα είναι η περίπτωση σωµατιδίου που κινείται σε περιστρεφόµενο 
σύστηµα αναφοράς. Η αναλογία µάλιστα µε το φορτισµένο σωµατίδιο σε 
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο είναι πλήρης, αφού το ρόλο του µαγνητικού πεδίου τον 
παίζει η γωνιακή ταχύτητα. Θα κατασκευάσουµε την αντίστοιχη Λαγκρανζιανή µε 
διαφορετικό τρόπο εκτελώντας απλώς ένα µετασχηµατισµό συντεταγµένων όταν 
παρακάτω θα συζητήσουµε το θέµα των στροφών. 


