
Κανονικο�ι τρ�οποι ταλαντ£ωσης

Θεωρε�ιστε και π�αλι τη γενικ�η περ�ιπτωση µικρ£ων κιν�ησεων περ�ι κ�αποιο σηµε�ιο ισορ-
ροπ�ιας, το οπο�ιο λαµ1�ανουµε ως την αρχ�η των συντεταγµ�ενων. Η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι :���������
	�� ���
 �� �
	������

(1)

�οπου ο π�ινακας το µαζ£ων � και της δυναµικ�ης ενεργε�ιας � ε�ιναι ����� συµµετρικο�ι πραγ-
µατικο�ι π�ινακες, � οι βαθµο�ι ελευθερ�ιας του προ1λ�ηµατος και � οι γενικευµ�ενες συντεταγ-
µ�ενες του φυσικο�υ συστ�ηµατος � ��� ���������
� �
�
�!���#"%$ 	 . Επ�ισης επειδ�η ο π�ινακας � προσδι-
ορ�ιζει την κινητικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατος, η οπο�ια ε�ιναι µ�ια π�αντοτε θετικ�η ποσ�οτητα,
ο � ε�ιναι �ενας θετικ�ος π�ινακας, δηλαδ�η για κ�αθε µη µηδενικ�η πραγµατικ�η κολ£ωνα & ε�ιναι& 	 � &('*) . Ο π�ινακας � δεν ε�ιναι αναγκαστικ�α θετικ�ος π�ινακας. Αν �οµως η δυναµικ�η
εν�εργεια στο σηµε�ιο ισορροπ�ιας �εχει ελ�αχιστο τ�οτε ο π�ινακας � ε�ιναι θετικ�ος. Θυµηθε�ιτε
�οτι τα στοιχε�ια του π�ινακα � ε�ιναι+-, ./� 021 ��31 � , 1 � .54�687:9 (2)

και επειδ�η στο σηµε�ιο ισορροπ�ιας � � ) ε�ιναι ;<1 3>= 1 �@? 687:9 � ) , η δυναµικ�η εν�εργεια σε
προσ�εγγιση δε�υτερης τ�αξης ε�ιναι :3 ; �@? � 3 ;<) ?BA �� �
	��C�DAFE ; �%GH?I�

(3)

και πρ�αγµατι αν ο π�ινακας � ε�ιναι θετικ�ος, οπ�οτε � 	 ��� 'J) , η δυναµικ�η εν�εργεια στο
σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι ελ�αχιστη. Θα δε�ιξουµε �οτι στη περ�ιπτωση αυτ�η �εχουµε µ�ονο τα-
λαντωτικ�ες λ�υσεις και το σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι ευσταθ�ες. Αν ο π�ινακας � δεν ε�ιναι
θετικ�ος �εχουµε αστ�αθεια.
Οι εξισ£ωσεις κ�ινησης ε�ιναι : �LK�DAF��� � )NM (4)

Οι κανονικ�ες ταλ�αντωσης του συστ�ηµατος ε�ιναι κιν�ησεις της µορφ�ης OQP%R ,TSVU , �οπου οι
συντεταγµ�ενες του αν�υσµατος κολ£ωνα O προσδιορ�ιζει τα πλ�ατη των συντεταγµ�ενων �οταν
�ολες οι συντεταγµ�ενες του συστ�ηµατος ταλαντ£ωνονται µε συχν�οτητα W . Το �ανυσµα O ονο-
µ�αζεται κανονικ�ος τρ�οπος ταλ�αντωσης του συστ�ηµατος και η W χαρακτηριστικ�η συχν�ο-
τητα (�η κανονικ�η συχν�οτητα) του συστ�ηµατος.
Αντικαθιστ£ωντας τη λ�υση αυτ�η στις εξισ£ωσεις κ�ινησης (4) θα πρ�επει τα O και W να ικα-

νοποιο�υν τη σχ�εση : � O � W � � OXM (5)

Συνεπ£ως το W �
ε�ιναι ιδιοτιµ�η του π�ινακα � R � � και το O ιδιο�ανυσµ�α του. �Οταν �εχουµε

�ενα βαθµ�ο ελευθερ�ιας ( � � � ) οι π�ινακες � και � ε�ιναι αριθµο�ι και η συχν�οτητα ταλ�α-
ντωσης ε�ιναι Y � �[Z =%\

. Βλ�επετε, �οτι σε �ενα σ�υστηµα � βαθµ£ων ελευθερ�ιας οι συχνο-
τ�ητες ταλ�αντωσης δ�ιδονται απ�ο τις ιδιοτιµ�ες του π�ινακα � R � � που ε�ιναι γενικ�ευση σε
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� διαστ�ασεις του λ�ογου Z =%\
. Στη γεν�ικευση �οµως αυτ�η ο αντ�ιστροφος π�ινακας των µα-

ζ£ων προτ�ασσεται του π�ινακα των σταθερ£ων του Hooke. Η σειρ�α δε των πιν�ακων ε�ιναι
σηµαντικ�η, δι�οτι εν£ω �ολοι αριθµο�ι αντιµετατ�ιθενται, δ�υο π�ινακες δεν ε�ιναι αναγκα�ιο να
αντιµετατ�ιθενται.
Για να �εχει το γραµµικ�ο αλγε1ρικ�ο σ�υστηµα (5) µη τετριµ�ενη µηδενικ�η λ�υση O θα πρ�ε-

πει το W να ε�ιναι ρ�ιζα του χαρακτηριστικο�υ πολυων�υµου :]:^#_ ; �`
 W � �a? � ) �
(6)

που ε�ιναι �ενα πολυ£ωνυµο � βαθµο�υ ως προς W �
. H (6) θα �εχει γενικ�α � ρ�ιζες , οι οπο�ιες

µπορε�ι να ε�ιναι και µιγαδικ�ες. Θα δε�ιξουµε �οµως �οτι η (6) �εχει αναγκαστικ�α � πραγµατι-
κ�ες ρ�ιζες. Για να το δε�ιξουµε αυτ�ο λαµ1�ανουµε τον ερµιτιαν�ο αν�αστροφο1 της (5) :OQb � � Wdc � OQb � (7)

και πολλαπλασι�αζουµε απ�ο δεξι�α µε το O , οπ�οτε �εχουµε :OQb � O � Wdc � OQb � O�M (8)

Επειδ�η �οµως � O � W � � O η παραπ�ανω σχ�εση γρ�αφεται ως : W � O b � O � W c � O b � O �η;<W � 
 Wdc � ? OQb � O � )eM (9)

Ο π�ινακας f ε�ιναι �οµως θετικ�ος και για κ�αθε µη µηδενικ�ο O θα ε�ιναι O b � Og'�) . Συνεπ£ωςW � � W c � και τα W �
ε�ιναι πραγµατικ�α.

�Ασκηση : Ο � �εχει ορισθε�ι θετικ�ος �οταν για κ�αθε & , µη µηδενικ�ο πραγµατικ�ο, & 	 � &h') . Αποδε�ιξτε �οτι και για κ�αθε i , µη µηδενικ�ο µιγαδικ�ο , ε�ιναι επ�ισης i b � ij'�) .
Επειδ�η τα ιδιοαν�υσµατα O προκ�υπτουν απ�ο τη λ�υση του γραµµικο�υ συστ�ηµατος (5)

του οπο�ιου �ολοι οι συντελεστ�ες ε�ιναι πραγµατικο�ι αριθµο�ι τα ιδιοαν�υσµατα µπορο�υν να
λαµ1�ανονται ως πραγµατικ�α. Παρατηρε�ιστε �οτι οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες δ�ιδονται
απ�ο το λ�ογο : W � � O 	 � OO 	 � O �

(10)

�οπου το O ε�ιναι �ενας κανονικ�ος τρ�οπος ταλ�αντωσης. Απ�ο αυτ�ο το πηλ�ικο µπορο�υµε να
προσδιορ�ισουµε το πρ�οσηµο του W �

. Επειδ�η ο παρονοµαστ�ης ε�ιναι π�αντοτε θετικ�ος αριθ-
µ�ος το πρ�οσηµο του W �

εξαρτ�αται απ�ο το πρ�οσηµο του αριθµητ�η. Αν ο π�ινακας � ε�ιναι
θετικ�ος τ�οτε το σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι ευσταθ�ες δι�οτι �ολα τα W �

ε�ιναι θετικ�α και �εχουµε
ταλαντωτικ�ες κιν�ησεις. �Οταν ο � δεν ε�ιναι θετικ�ος θα υπ�αρχουν και αρνητικ�α W �

και θα
�εχουµε ως λ�υσεις και ζε�υγη εκθετικ�α µειο�υµενων και αυξαν�οµενων λ�υσεων P
k!l S l U , και το

1O ερµιτιαν�ος αν�αστροφος εν�ος π�ινακα m ε�ιναι ο αν�αστροφος του συζυγο�υς π�ινακα mon . O αν�αστροφος
συµ1ολ�ιζεται µε �ενα σπαθ�ι (dagger) και συνεπ£ως mqp!rtsun<v . Αν ο π�ινακας ε�ιναι πραγµατικ�ος ο ερµιτιαν�ος
αν�αστροφος ε�ιναι απλ£ως ο αν�αστροφος π�ινακας. Οι ερµιτιανο�ι π�ινακες (hermitian) ε�ιναι οι π�ινακες που
ισο�υνται µε τον ερµιτιαν�ο αν�αστροφ�ο τους : mwrBmqp , και επ�εχουν τη θ�εση των συµµετρικ£ων πραγµατικ£ων
πιν�ακων. Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσετε �οτι xym�z|{<p!rtz|p}mqp .
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σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι ασταθ�ες. Αυτ�ο ε�ιναι λογικ�ο δι�οτι παρ�οτι µπορε�ι να υπ�αρχουν αρ-
χικ�ες συνθ�ηκες απ�ο τις οπο�ιες η κ�ινηση ε�ιναι ταλαντωτικ�η, η πιθαν�οτητα να παρασκευ�α-
σει κανε�ις το σ�υστηµα σε αυτ�η τη κατ�ασταση �εχει µηδενικ�η πιθαν�οτητα. �Οταν �εχουµε
αστ�αθεια παρ�οτι αρχικ�α µπορε�ι να �εχουν διεγερθε�ι �ολοι οι βαθµο�ι ελευθερ�ιας µε τη π�α-
ροδο του χρ�ονου η διαταραχ�η θα αποκτ�ησει τη δοµ�η του κανονικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωσης
που δ�ινει τη µ�εγιστη εκθετικ�η α�υξηση (π�οσος χρ�ονος απαιτε�ιται για την υπερ�ισχυση αυτο�υ
του κανονικο�υ τρ�οπου ; ).

’Eστω τ£ωρα δ�υο κανονικο�ι τρ�οποι O , , O . αντιστοιχο�υν σε διαφορετικ�ες χαρακτηριστι-
κ�ες συχν�οτητες W �,

, W �.
. Τι µπορο�υµε να πο�υµε για την σχ�εση ορθογωνι�οτητας των ; Επα-

ναλ�αµ1�ανουµε τα β�ηµατα που ακολο�υθ�ησαµε προηγουµ�ενως. Υποθ�εσαµε �οτι :� O ,g� W �, � O , �J� O ./� W �. � O . M (11)

Αναστρ�εφουµε µ�ια απ�ο τις δ�υο σχ�εσεις (επειδ�η �ολα τα στοιχε�ια ε�ιναι πραγµατικ�α δεν πα�ιρ-
νουµε πλ�εον τον ερµιτιαν�ο αν�αστραφο) :O 	 , � � W �, O 	 , � �

(12)

και πολλαπλασι�αζουµε απ�ο δεξι�α µε το O . :O 	 , � O .D� W �, O 	 , � O . �
(13)

οπ�οτε W �. O 	 , � O .D� W �, O 	 , � O . �
(14)

που συνεπ�αγεται �οτι ;<W �. 
 W �, ? O 	 , � O .D� ) �
(15)

και επειδ�η �εχουµε λ�α1ει W �,�~� W �.
θα ε�ιναι :O 	 , � O .D� )NM (16)

∆ηλαδ�η οι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης δεν ε�ιναι ορθογ£ωνιοι µε την Ευκλε�ιδεια �εννοια,O 	 , O .�� ) , αλλ�α υπ�ο τη γενικ�οτερη �εννοια O 	 , � O .D� ) . Επιλ�εγουµε δε να κανονικοποι�η-
σουµε τους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης στη µετρικ�η � επιλ�εγοντ�ας τα αν�υσµατα
£ωστε O 	 , � O ,�� � και αυτ�ο ε�ιναι εφικτ�ο δι�οτι ο π�ινακας � ε�ιναι θετικ�ος.
Αν �ολες οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι διαφορετικ�ες �εχουµε � γραµµικ£ως ανε-

ξ�αρτητους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης O , κανονικοποιηµ�ενους µε τη µετρικ�η των
µαζ£ων �

. Οι σχ�εσεις ορθογωνι�οτητας O 	 , � O .��[��, .
µπορο�υν να γραφο�υν �οµορφα αν

ορ�ισουµε τον ���h� π�ινακα : � ��� O ��� O �
� �
�
�!� O "%$��
(17)

που �εχει ως κολ£ωνες του τα αν�υσµατα των κανονικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης. Με τον τρ�οπο
µπορε�ιτε να ελ�εγξτε �οτι οι σχ�εσεις ορθογωνι�οτητας γρ�αφονται ως :� 	�� � �N� M (18)
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�οπου ο π�ινακας
�
ε�ιναι ο µοναδια�ιος π�ινακας. Επ�ισης, �ολες οι σχ�εσεις (5), που ικανοποι-

ο�υνται απ�ο τους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης µπορο�υν να γραφο�υν ως :� � � � �B� �
(19)

�οπου
�
�ενας διαγ£ωνιος π�ινακας µε διαγ£ωνια στοιχε�ια τις χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες :W �,

(προσ�εξτε τη σειρ�α των πιν�ακων).
Τι συµ1α�ινει �οµως �οταν υπαρχο�υν δ�υο �η περισσ�οτεροι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης

που �εχουν την �ιδια κανονικ�η συχν�οτητα ; Μ�ια τ�ετοια περ�ιπτωση ε�ιναι οι µικρ�ες κιν�ησεις
στο χ£ωρο εν�ος εκκρεµο�υς στο πεδ�ιο βαρ�υτητας, οι κιν�ησεις δηλαδ�η του καλ�οµενου σφαι-
ρικο�υ εκκρεµο�υς. Στο πρ�ο1ληµα αυτ�ο υπ�αρχει µ�ια µ�ονο κανονικ�η συχν�οτητα, W ��� � =��
�οπου

�
το µ�ηκος του ν�ηµατος του εκκρεµο�υς, και οι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης ε�ιναι

η κ�ινηση του εκκρεµο�υς σε οποιοδ�ηποτε κατακ�ορυφο επ�ιπεδο. Με το παρ�αδειγµα αυτ�ο
φα�ινεται �οτι δεν συµ1α�ινει τ�ιποτα το εξαιρετικ�ο �οταν υπ�αρχει αυτ�ος ο εκφυλισµ�ος των
συχνοτ�ητων.2 Εν£ω δ�υο τυχα�ιοι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης δεν ε�ιναι αναγκαστικ�α ορ-
θογ£ωνιοι, ως προς τη µετρικ�η �

, ε�ιναι προφαν�ες �οτι µπορο�υµε να επιλ�εξουµε δ�υο τρ�ο-
πους ταλ�αντωσης (κ�ινηση σε δ�υο κ�αθετα κατακ�ορυφα επ�ιπεδα) που ε�ιναι ορθογ£ωνιοι µε-
ταξ�υ τους. Θα δε�ιξουµε �οτι αυτ�ο µπορε�ι να γ�ινει π�αντοτε.
�Εστω λοιπ�ον �οτι τα O � , O � ε�ιναι δ�υο διαφορετικο�ι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης µε

χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα W �
. Τ�οτε επειδ�η :� O � � W � � O ���h� O � � W � � O ���

(20)

κ�αθε �ανυσµα O �`� O �uA�� O � που προκ�υπτει απ�ο γραµµικ�ο συνδυασµ�ο των O � και O � θα
ε�ιναι κανονικ�ος τρ�οπος ταλ�αντωσης µε συχν�οτητα W �

. ∆ι�οτι πολλαπλασι�αζοντας τις (20)
µε

�
και � αντιστο�ιχως και προσθ�ετοντας �εχουµε :� ; � O ��AD� O ��? � W � � ; � O ��AD� O ��? M (21)

Αν οι κανονικο�ι τρ�οποι O � , O � δεν ε�ιναι ορθογ£ωνιοι, δηλαδ�η O 	 � � O � ~� ) , τ�οτε ο κανονικ�ος
τρ�οπος ταλ�αντωσης O@�� � O ��
 O 	 � � O �O 	 � � O � O �I�

(22)

θα ε�ιναι ορθογ£ωνιος του O � , δηλαδ�η : O 	 � � O � � � ) . Αυτ�η η κατασκευ�η µπορε�ι να επεκτα-
θε�ι και σε �αλλους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης που �εχουν την �ιδια χαρακτηριστικ�η
συχν�οτητα. Συνεπ£ως µπορο�υµε σε κ�αθε περ�ιπτωση να υποθ�εσουµε �οτι �ολοι οι κανονικο�ι
τρ�οποι ταλ�αντωσης ε�ιναι ορθογ£ωνιοι µεταξ�υ τους και ο π�ινακας

�
µπορε�ι να π�αντοτε να

κατασκευασθε�ι £ωστε
� 	 � � �N�

.

Οι χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες

2Ε�ιναι περ�ιεργο �οτι και ο Lagrange και Laplace π�ιστευαν λανθασµ�ενα �οτι �οταν εµφαν�ιζεται αυτ�ος ο εκ-
φυλισµ�ος των κανονικ£ων συχνοτ�ητων θα πρ�επει να υπ�αρχει συντονισµ�ος και να εµφαν�ιζονται λ�υσεις που
αυξ�ανονται γραµµικ�α µε τον χρ�ονο. Αυτ�ο δεν µπορε�ι να συµ1ε�ι σε αυτ�ο το πρ�ο1ληµα στο οπο�ιο οι π�ινακες
ε�ιναι ερµιτιανο�ι. Συµ1α�ινει �οµως σε µη ερµιτιανο�υς π�ινακες.
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Οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι φυσικ�η ιδι�οτητα του συστ�ηµατος και δεν εξαρ-
τ£ωνται απ�ο τις συντεταγµ�ενες. Οποιοσδ�ηποτε γραµµικ�ος µετασχηµατισµ�ος των συντε-
ταγµ�ενων θα διατηρ�ησει τη γραµµικ�οτητα των εξισ£ωσεων κ�ινησης και θα δ£ωσει τις �ιδιες
χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες.
�Ασκηση : Αποδε�ιξτε αυτ�η τη πρ�οταση.
�Οπως �ηδη συζητ�ησαµε στο παρ�αδειγµα αν ορ�ισουµε τις χαρακτηριστικ�ες συνταταγ-

µ�ενες 3 � ως εξ�ης : � � � � � � � � R � ���
(23)

τ�οτε η Λαγκρανζιαν�η χωρ�ιζει στη Λαγκρανζιαν�η � ανεξαρτ�ητων ταλαντωτ£ων. Πρ�αγµατι
στις χαρακτηριστκ�ες συντεταγµ�ενες η Λαγκρανζιαν�η (1) γρ�αφεται χρησιµοποι£ωντας την
ορθογωνι�οτητα των κανονικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης (18) και την (19):�/������ �� 	 � 	�� � �� 
 � 	 � 	�� � ��� � ���� �� 	 �� 
 � 	 � ��� �

(24)

�οπου ο διαγ£ωνιος π�ινακας
�
�εχει ως στοιχε�ια του τα τετρ�αγωνα των χαρακτηριστικ£ων

συχνοτ�ητων. Η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η γρ�αφεται συναρτ�ησει των συντεταγµ�ενων του � ως :��� "� , 7 � ���� �� �, 
 W �, � �, � �
(25)

και στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες το φυσικ�ο σ�υστηµα ε�ιναι ισοδ�υναµο µε το σ�υ-
στηµα � ανεξ�αρτητων ταλαντωτ£ων. Πρ�αγµατι οι εξισ£ωσεις κ�ινησης για τα � ,

ε�ιναιK� , A W �, � ,g� ) �
(26)

µε λ�υση :

� , ;�� ? � �� �D  ,�¡�¢@£ ;<W , � A ��, ?�� W �, '�) ;  , ;�� A ��, ?�� W �, � ) ;  ,�¡�¢@£¥¤ ;<W , � A ��, ?�� W �,q¦ ) . (27)

Επικεντρων�οµαστε στη περ�ιπτωση �οπου το σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι ευσταθ�ες και�εχουµε
ταλαντωτικ�ες λ�υσεις. Στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες κ�αθε � ,

ταλαντ£ωνεται µε συχ-
ν�οτητα W ,

. Ο αριθµ�ος των συχνοτ�ητων ε�ιναι δε �ισος µε τους βαθµο�υς ελευθερ�ιας του συ-
στ�ηµατος (λαµ1�ανοντας υπ�οψη και τους τυχ�ον εκφυλισµο�υςσυχνοτ�ητων). Οι αρχικ�ες συ-
ντεταγµ�ενες � ,

(που θα µπορο�υσαν να ε�ιναι οι καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες των θ�εσεων
εν�ος συστ�ηµατος µαζ£ων συνεδεµ�ενων µε ελατ�ηρια) µπορο�υν αµ�εσως να βρεθο�υν πολλα-
πλασι�αζοντας το � �*� � � ;�� ?�� � � ;�� ?�� �
�
��� � " ;�� ?8$ 	 µε τον π�ινακα �

.� ;�� ? � � � ;�� ? (28)

�η � , ;�� ? � "� . 7 ��§ , . � . ;�� ? M (29)

3Χρησιµοποιε�ιται και ο �ορος κανονικ�ες συντεταγµ�ενες (normal coordinates). Αποφε�υγεται �οµως εδ£ω για
να µη δηµιουργηθε�ι σ�υγχυση µε τις κανονικ�ες συντεταγµ�ενες της Χαµιλτονιαν�ης µηχανικ�ης.
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Ας εξετ�ασουµε µερικ�ες ενδιαφ�ερουσες ειδικ�ες περιπτ£ωσεις. Ας υποθ�εσουµε πρ£ωτον
�οτι µ�ονον �ενας κανονικ�ος τρ�οπος ταλ�αντωσης διεγε�ιρεται, �εστω ο ¨ . Τ�οτε οι συντελεστ�ες  , ε�ιναι µηδενικο�ι εκτ�ος του   . , δηλαδ�η :O ,g� O .#��, . �

(30)

οπ�οτε η κ�ινηση στις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες ε�ιναι (χωρ�ις αθροιστικ�η σ�υµ1αση)� , ;�� ? � § , .   .�¡�¢@£ ;<W . � A �¥. ? M (31)

�Εχουµε διεγε�ιρει δηλαδ�η τον ¨ κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωσης : �ολοι οι βαθµο�ι ελευθερ�ιας
του συστ�ηµατος ταλαντ£ωνονται µε την χαρακτηριστικ�η συχν�οτητα W . µε πλ�ατη αν�αλογα
των συντεταγµ�ενων του ¨ κανονικο�υ τρ�οπου ταλ�αντωσης O . .
Μ�ια �αλλη ενδιαφ�ερουσα περ�ιπτωση ε�ιναι �οταν αρχικ�α το σ�υστηµα ε�ιναι ακ�ινητο µε

�ολες τις συντεταγµ�ενες του συστ�ηµατος στη θ�εση ισορροπ�ιας εκτ�ος απ�ο τη ¨ συντεταγ-
µ�ενη η οπο�ια βρ�ισκεται στη θ�εση � . ;<) ? . Επειδ�η η αρχικ�η ταχ�υτητα ε�ιναι µηδενικ�η, η ταχ�υ-
τητα θα ε�ιναι µηδενικ�η και στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες, οπ�οτε η µετ�επειτα κ�ινηση
ε�ιναι : � , ;�� ? � "� . 7 ��§ , . � . ;<) ? ¡�¢@£ ;<W , � ? M (32)

Επειδ�η αρχικ�α � ;<) ? �©� ) � ) � �
�
����� . ;<) ?�� ) � ) � �
�
�8$ 	 (33)

η αρχικ�η δι�εγερση των χαρακτηριστικ£ων συντεταγµ�ενων θα ε�ιναι (χωρ�ις αθροιστικ�η σ�υµ-
1αση) : � , ;<) ? � ª § R �¬« , .j� . ;<) ? M (34)

Παρατηρε�ιτε �οτι αναµ�ενεται να διεγερθο�υν �ολοι οι κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης και η κ�ι-
νηση µεταφ�ερεται σε �ολες τις συντεταγµ�ενες � και η κ�ινηση ε�ιναι µ�ια πολ�υπλοκη υπ�ερθεση
ταλαντ£ωσεων στις � συχν�οτητες W ,

.

�Ασκηση : Το σ�υστηµα εκτελε�ι περιοδικ�η κ�ινηση �οταν υπ�αρχει �ενας ελ�αχιστος χρ�ονος­
, για τον οπο�ιο � ;�� ? � � ;�� A ­ ?

. Ο χρ�ονος
­
ονοµ�αζεται η περ�ιοδος του συστ�ηµατος.

∆ε�ιξτε �οτι µ�ονον �οταν οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι ρητο�ι αριθµο�ι προκ�υπτει πε-
ριοδικ�η κ�ινηση. Πο�ια η περ�ιοδος της κ�ινησης ; �Οταν οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι
�αρρητοι αριθµο�ι τ�οτε η κ�ινηση ονοµ�αζεται οιωνε�ι-περιοδικ�η (quasi-periodic).
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