
Κανονικ�ες ταλαντ£ωσεις

Ε�ιδαµε �ηδη �οτι φυσικ�α συστ�ηµατα πλησ�ιον εν�ος σηµε�ιου ευαταθο�υς ισορροπ�ιας συ-
µπεριφ�ερονται �οπως σωµατιδ�ια που αλληλεπιδρο�υν µε γραµµικ�ες δυν�αµεις επαναφορ�ας
�οπως θα συν�ε1αινε σε σωµατ�ιδια που ε�ιναι συνδεδεµ�ενα µεταξ�υ τους µε γραµµικ�α ελα-
τ�ηρια διαφορετικ�ης σκληρ�οτητας. Τι µπορο�υµε να πο�υµε για τις ταλαντ£ωσεις αυτο�υ του
συστ�ηµατος ; Eπιλ�εγουµε κ�αποιο σωµατ�ιδιο και αναλ�υουµε τη κ�ινησ�η του µε �ενα φασµα-
τογρ�αφο. Θα παρατηρ�ησουµε �οτι το φ�ασµα επικεντρ£ωνεται σε �ενα πεπερασµ�ενο αριθµ�ο
συχνοτ�ητων και υποθ�ετουµε, επειδ�η οι εξισ£ωσεις κ�ινησης ε�ιναι γραµµικ�ες, �οτι η κ�ινηση
του σωµατιδ�ιου ε�ιναι υπ�ερθεση κιν�ησεων στις συχν�οτητες που εντ�οπισε ο φασµατογρ�α-
φος. Επαναλαµ1�ανουµε το πε�ιραµα µε κ�αποιο �αλλο σωµατιδ�ιο. Αναρωτι�οµαστε : ο φα-
σµατογρ�αφος θα εντοπ�ισει τις �ιδιες συχν�οτητες ; Π�οσες συχν�οτητες ταλ�αντωσης εντοπ�ιζει
ο φασµατογρ�αφος ; Κ�ανοντας το πε�ιραµα βρ�ισκουµε �οτι οι συχν�οτητες που θα εµφανι-
σθο�υν στη φασµατικ�η αν�αλυση των σωµατιδ�ιων ε�ιναι �ιδιες για �ολα τα σωµατ�ιδια. Αυτ�ες οι
κοιν�ες συχν�οτητες λ�εγονται κανονικ�ες συχν�οτητες του συστ�ηµατος. Οι κοιν�ες αυτ�ες συχ-
ν�οτητες ε�ιναι και οι συχν�οτητες συντονισµο�υ του συστ�ηµατος �οταν το σ�υστηµα διεγερθε�ι
αρµονικ�α. Πως εντοπ�ιζονται �οµως θεωρητικ�α αυτ�ες οι συχν�οτητες ;
Πριν αντιµετωπ�ισουµε το γενικ�ο πρ�ο1ληµα των µικρ£ων ταλαντ£ωσεων περ�ι κ�αποιο ση-

µε�ιο ισορροπ�ιας ας µελετ�ησουµε την κ�ινηση των δ�υο εκκρεµ£ων που εκτελ�ουν µκρ�ες κι-
ν�ησεις περ�ι το σηµε�ιο ισορροπ�ιας τους στο πεδ�ιο βαρ�υτητας �οταν υπ�αρχει µ�ια ασθεν�ης
σ�υζευξις µεταξ�υ τους. Μ�ια Λαγκρανζιαν�η που περιγρ�αφει τη κ�ινηση τους ε�ιναι :������ ���	�
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(1)

�οπου � � ��# $&%('
η συχν�οτητα ταλ�αντωσης των εκκρεµ£ων και � � ��# )&%�*

η συχν�οτητα
ταλ�αντωσης του ελατηρ�ιου. Η δι�αταξη φα�ινεται στο σχ�ηµα 1.
Το φυσικ�ο αυτ�ο σ�υστηµα �εχει δ�υο βαθµο�υς ελευθερ�ιας, τις γων�ιες

	 �
και

	 
 . Η κατ�α-
σταση του συστ�ηµατος προσδιορ�ιζεται απ�ο τη κολ£ωναπραγµατικ£ων αριθµ£ων + �-, 	 � ! 	 
/.10 ,
�οπου το Τ συµ1ολ�ιζει τον αν�αστροφο. Ο αν�αστροφος του + ε�ιναι η γραµµ�η , 	 � ! 	 
/. και το
Ευκλε�ιδιο εσωτερικ�ο γιν�οµενο δ�υο καταστ�ασεων + � �2, 	 � ! 	 
/.10 και + 
 �-, 	�3 ! 	�4 .10 γρ�αφε-
ται ως + 0 � + 
 � 	 � 	�35
6	 
 	�4 . (Ε�αν η κατ�ασταση προσδιοριζ�οταν απ�ο κολ£ωνα µιγαδικ£ων
αριθµ£ων τ�οτε το αν�αστροφο πρ�επει στα παραπ�ανω να αντικατασταθε�ι απ�ο το ερµιτιαν�ο
αν�αστροφο , που συµ1oλ�ιζεται µε 7 , και +98 �2, 	(:� ! 	(:
 .10 , �οπου ; συµ1ολ�ιζει το συζυγ�ες. Σε
αυτ�η τη περ�ιπτωση το εσωτερικ�ο γιν�οµενο ε�ιναι + 8 � + 
 ).
Χρησιµοποι£ωντας ως συντεταγµ�ενη την + ηΛαγκρανζιαν�η συν�αρτηση πα�ιρνει τη µορφ�η :������ �+ 0 �+ � �� + 0=< + !

(2)

�οπου ο σταθερ�ος π�ινακας < της δυναµικ�ης εν�εργειας χωρ�ις �ελλειψη της γενικ�οτητας µπο-
ρε�ι να ληφθε�ι ο συµµετρικ�ος π�ινακας (ερ£ωτηση : γρ�αψτε µ�ια µη συµµετρικ�η µορφ�η το π�ι-
νακα αυτο�υ) : < � > � 
� 
 � 
� � � 
�� � 
� � 
� 
 � 
�@?BA (3)
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Σχ�ηµα 1: Συζευγµ�ενα εκκρεµ�η

Οι εξισ£ωσεις Euler-Lagrange ε�ιναι :C+ 
 < + ��D !
(4)

οι οπο�ιες ε�ιναι συµ1ολικ�α �ιδιες µε την εξ�ισωση ταλαντωτ�η µοναδια�ιας µ�αζας. Η διαφορ�α
εδ£ω ε�ιναι �οτι ο < ε�ιναι π�ινακας αντ�ι να ε�ιναι αριθµ�ος και η δυσκολ�ια χαρακτηρισµο�υ της
λ�υσης �εγκειται στο �οτι ο π�ινακας < δεν ε�ιναι διαγ£ωνιος. ∆ι�οτι αν �ηταν διαγ£ωνιος τ�οτε οι
δ�υο συντεταγµ�ενες θα εκτελο�υσαν κιν�ησεις ανεξ�αρτητες και το πρ�ο1ληµα θα αναγ�οταν σε
δ�υο ανεξ�αρτητα προ1λ�ηµατα στη µ�ια δι�ασταση. Γνωρ�ιζουµε επ�ισης �οτι στη µ�ια δι�ασταση,

�οταν ο < ε�ιναι θετικ�ος αριθµ�ος �εχοµε ταλαντωτικ�ες λ�υσεις περ�ι το σηµε�ιο ισορροπ�ιας και
το σηµε�ιο ισορροπ�ιας χαρακτηρ�ιζεται ως ευσταθ�ες, �οταν ε�ιναι αρνητικ�ος αριθµ�ος �εχοµε
εκθετικ�α αυξαν�οµενες λ�υσεις και το σηµε�ιο ισορροπ�ιας χαρακτηρ�ιζεται ως ασταθ�ες. Ε�ι-
ναι αναγκα�ια η γεν�ικευση της εννο�ιας του θετικο�υ �οταν ο < ε�ιναι π�ινακας. Θα δο�υµε
�οτι η κατ�αλληλη γεν�ικευση ε�ιναι ο συµµετρικ�ος π�ινακας < να ε�ιναι θετικ�α ορισµ�ενος να
�εχει δηλαδ�η την ιδι�οτητα E 0 < EGF D

για κ�αθε µη µηδενικ�η κολ£ωνα E �η ισοδυν�αµως ο <
ονοµ�αζεται θετικ�α ορισµ�ενος �οταν ε�ιναι συµµετρικ�ος και �εχει θετικ�ες ιδιοτιµ�ες. Τ�οτε η γε-
νικ�η κ�ινηση ε�ιναι ταλαντωτικ�η και το σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι ευσταθ�ες. �Αλλως το σηµε�ιο
ισορροπ�ιας ε�ιναι ασταθ�ες. Ηδιερε�υνηση της ευστ�αθειας �η αστ�αθειας δηλαδ�η κ�αποιου ση-
µε�ιου ισορροπ�ιας αν�αγεται µ�εσω της εξισ£ωσεως (4) στη θετικ�οτητα �η µη του συµµετρικο�υ
π�ινακα < .

Επειδ�η η (4) ε�ιναι γραµµικ�η διαφορικ�η εξ�ισωση και οι συντελεστ�ες της δεν �εχουν χρο-
νικ�η εξ�αρτηση γνωρ�ιζουµε �οτι θα υπ�αρχουν ειδικ�ες λ�υσεις της µορφ�ης H �JILK�MONQP � , �οπου H
συµ1ολ�ιζει το πραγµατικ�ο µ�ερος. Μπορο�υµε να ερευν�ησουµε την υπ�αρξη τ�ετοιων λ�υσεων
στο πεδ�ιο των µιγαδικ£ων δι�οτι η δυναµικ�η εξ�ισωση (4) ε�ιναι γραµµικ�η και οι συντελεστ�ες
της πραγµατικο�ι, οπ�οτε αν µ�ια µιγαδικ�η λ�υση ικανοποιε�ι την εξ�ισωση το πραγµατικ�ο και
φανταστικ�ο της µ�ερος θα ικανοποιε�ι επ�ισης την εξ�ισωση. Οι λ�υσεις αυτ�ες ονοµ�αζονται
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κανονικο�ι τρ�οποι ταλ�αντωσης και πραγµατοποιο�υνται µε κατ�αλληλες αρχικ�ες τιµ�ες των+ και �+ . �Οταν το σ�υστηµα βρ�ισκεται σε µ�ια τ�ετοια κατ�ασταση τ�οτε �ολες οι συντεταγµ�ε-
νες ταλαντ£ωνονται µε την �ιδια συχν�οτητα R , η οπο�ια ονοµ�αζεται κανονικ�η συχν�οτητα, µε
πλ�ατη αν�αλογα των συντεταγµ�ενων του κανονικο�υ ιδιοαν�υσµατος I .
Στο πρ�ο1ληµα των δ�υο εκκρεµ£ων ε�ιναι ε�υκολο χωρ�ις να κ�ανουµε υπολογισµο�υς να

προσδιορ�ισουµε τους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης. Ο �ενας τρ�οπος ε�ιναι να κινο�υ-
νται τα δ�υο σ£ωµατα µε µετατοπ�ισεις

	 � � 	 
 οπ�οτε και τα δ�υο σ£ωµατα ταλαντ£ωνονται
µε την συχν�οτητα ταλ�αντωσης του εκκρεµο�υς R � � � � δεδοµ�ενου �οτι το ελατ�ηριο δεν
επιµηκ�υνεται κατ�α τη κ�ινηση. �Οτι αυτ�η η κ�ινηση αποτελε�ι δυνατ�η κ�ινηση των εκκρεµ£ων
προκ�υπτει και απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η, δι�οτι για �ισες µετατοπ�ισεις η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι :�S� �	�
� � � 
� 	 � !

(5)

οπ�οτε η κ�ινηση ε�ιναι ταλ�αντωση στη συχν�οτητα του εκκρεµο�υς. Το κανονικοποιηµ�ενο
ιδιο�ανυσµα I � που αντιστοιχε�ι στη κανονικ�η αυτ�η συχν�οτητα ε�ιναι :

I � � �T � > �� ?BA (6)

Μ�ια τ�ετοια ταλ�αντωση προκ�υπτει αν οι αρχικ�ες µετατοπ�ισεις των εκκρεµ£ων ε�ιναι �ισες και
η ταχ�υτητα τους µηδενικ�η, οπ�οτε και οι γων�ιες των εκκρεµ£ων θα ε�ιναι : + �VU � � 	�W I �YX�Z\[ � � � U � ,
�οπου

	�W
η αρχικ�η θ�εση των εκκρεµ£ων. Αν τα εκκρεµ�η βρ�ισκονται στη θ�εση ισορροπ�ιας µε

�ισες αρχικ�ες ταχ�υτητες
�	�W
, τ�οτε η µετ�επειτα κ�ινηση θα ε�ιναι : + �VU � � �	�W I �Y[^]`_ � � � U � % � � .

Η δε�υτερη κανονικ�η συχν�οτητα προκ�υπτει �οταν τα εκκρεµ�η κινο�υνται µε �ισες και αντ�ι-
θετες µετατοπ�ισεις :

	 � � � 	 
 . Επειδ�η δεν υπ�αρχει τ�ιποτε να διαχωρ�ισει το �ενα σωµατ�ι-
διο απ�ο το �αλλο και π�αλι η σ�υχν�οτητα ταλ�αντωσης των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων θα ε�ιναι η
�ιδια, η δε συχν�οτητα αυτ�ης της ταλ�αντωσης υπολογ�ιζεται παρατηρ£ωντας �οτι στη δ�υναµη
επαναφορ�ας απ�ο το πεδ�ιο της βαρ�υτητας, που ε�ιναι αν�αλογη της µετατ�οπισης µε συντε-
λεστ�η � 
� , πρ�επει να προστεθε�ι η δ�υναµη επανοφορ�ας του ελατηρ�ιου που ε�ιναι αν�αλογη
της µετατ�οπισης µε συντελεστ�η

� � 
� , δεδοµ�ενου �οτι λ�ογω της αντισυµµετρικ�ης µετατ�οπι-
σης των σωµατιδ�ιων το ελατ�ηριο �εχει διπλ�ασια επιµ�ηκυνση, οπ�οτε η κανονικ�η συχν�οτητα
στη περ�ιπτωση αυτ�η ε�ιναι η R 
 �ba � 
� 
 � � 
� και το κανονικοποιηµ�ενο ιδιο�ανυσµα I 

ε�ιναι : I 
 � �T � > �� � ? A (7)

Π�αλι µπορο�υµε να επι1ε1αι£ωσουµε τη συχν�οτητα ταλ�αντωσης θ�ετοντας
	 � � � 	 
 στην

Λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση η οπο�ια λαµ1�ανει τ�οτε τη µορφ�η :�c� �	�
� � � 
� 	�
� � � � 
� 	�
� !
(8)

η οπο�ια ε�ιναι η �ιδια µε τη Λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση µε µετα1λητ�η την
	 
 , οπ�οτε πρ�αγ-

µατι και οι δ�υο συντεταγµ�ενες ταλαντ£ωνονται µε τη κανονικ�η συχν�οτητα R 
 . Η ταλ�α-
ντωση αυτ�η προκ�υπτει αν αρχικ�α οι µετατοπ�ισεις �η ταχ�υτητες ε�ιναι �ισες και αντ�ιθετες.
Αν

	�W
�ηταν η αρχικ�η µετατ�οπιση του πρ£ωτου εκκρεµο�υς και τα εκκρεµ�η δεν ε�ιχαν αρχικ�η
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ταχ�υτητα τ�οτε οι γων�ιες των εκκρεµ£ων ε�ιναι : + �VU � � 	�W I 
 X�Z\[ � R 
 U � , εν£ω αν αρχικ�α τα
σωµατ�ιδια βρ�ισκονταν στο σηµε�ιο ισορροπ�ιας µε �ισες και αντ�ιθετες αρχικ�ες ταχ�υτητες η
µετ�επειτα κ�ινηση ε�ιναι : + �VU � � �	�W I 
 [^]`_ � R 
 U � % R 
 , �οπου �	�W

η αρχικ�η ταχ�υτητα του πρ£ωτου
εκκρεµο�υς. Μ�ονον �οταν �εχουµε τις παραπ�ανω αρχικ�ες συνθ�ηκες το σ�υστηµα ταλαντ£ωνε-
ται σε µ�ια συχν�οτητα. Για �αλλες αρχικ�ες συνθ�ηκες η κ�ινηση των εκκρεµ£ων ε�ιναι υπ�ερθεση
ταλαντ£ωσεων στις δ�υο κανονικ�ες συχν�οτητες. ∆ι�οτι κ�αθε αρχικ�η συνθ�ηκη + W

,

�+ W
ε�ιναι

στοιχε�ιο του διανυσµατικο�υ χ£ωρου των δ�υο διαστ�ασεων και µπορε�ι να αναλυθε�ι στη β�αση
των ιδιοανυσµ�ατων I � και I 
 , τα οπο�ια σχηµατ�ιζουν µ�ια πλ�ηρη β�αση του διανυσµατικο�υ
χ£ωρου των δ�υο διαστ�ασεων. Συνεπ£ως υπ�αρχουν αριθµο�ι dfe , g , h τ�ετοιοι £ωστε :+ W � d I � 
 g I 
 ! �+ W � e I � 
 h I 
 !

(9)

οπ�οτε η µετ�επειτα κ�ινηση που ικανοποιε�ι τις αρχικ�ες συνθ�ηκες + W
και

�+ W
ε�ιναι :

+ �VU � � > d X�Z\[ R � U 
 eR � [^]`_ R � U ? I � 
 > g X�Z\[ R 
 U 
 hR 
 [^]`_ R 
 U ? I 
 A (10)

Προκ�υπτει δηλαδ�η �οτι η γενικ�η κ�ινηση των εκκρεµ£ων ε�ιναι υπ�ερθεση δ�υο ταλαντ£ωσεων.
Για να προσδιορ�ισουµε µε συστηµατικ�ο τρ�οπο τις κανονικ�ες συχν�οτητες R και τα αντι-

στοιχο�υντα κανονικ�α ιδιοαν�υσµατα I διερευνο�υµε τι απαιτε�ιται για να ταλαντ£ωνονται
�ολες οι συντεταγµ�ενες µε την αυτ�η συχν�οτητα. Αντικαθιστ£ωντας στην (4) λ�υση της µορ-
φ�ης ILK�MONQP προκ�υπτει �οτι πρ�επει το R να �εχει την κατ�αλληλη τιµ�η £ωστε µη µηδενικ�ο I να
ικανοποιε�ι το σ�υστηµα εξισ£ωσεων : � < � R 
ji � I �kD !

(11)

�οπου
i
ο µοναδια�ιος π�ινακας. Για να υπ�αρχει µη τετριµµ�ενη µηδενικ�η λ�υση I πρ�επει η

ορ�ιζουσα του γραµµικο�υ συστ�ηµατος (11) να ε�ιναι µηδενικ�η, δηλαδ�η :l&m n � < � R 
ji � ��D A (12)

Η (12) ε�ιναι �ενα πολ�υωνυµο δευτ�ερου βαθµο�υ ως προς R 

, και για να υπ�αρχει λ�υση της

(11) οι κανονικ�ες συχν�οτητες R 

πρ�επει να ε�ιναι οι ρ�ιζες αυτο�υ του πολυων�υµου. Το πο-

λυ£ωνυµο συτ�ο λ�εγεται το χαρακτηριστικ�ο πολυ£ωνυµο του π�ινακα < και στη περ�ιπτωση
αυτ�η οι κανονικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι οι ιδιοτιµ�ες του < και τα I τα ιδιοαν�υσµατ�α του. �Οταν
ο π�ινακας < ε�ιναι θετικ�ος οι ιδιοτιµ�ες του ε�ιναι θετικ�ες και τα R ε�ιναι πραγµατικο�ι αριθµο�ι
και το σ�υστηµα εκτελε�ι ταλ�αντωση.
Ας υπολογ�ισουµε τ£ωρα τις κανονικ�ες συχν�οτητες και τα κανονικ�α ιδιοαν�υσµατα στη

περ�ιπτωση των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων. Το χαρακτηριστικ�ο πολυ£ωνυµο (12) ε�ιναι :l&m n > � 
� 
 � 
� � R 
 � � 
�� � 
� � 
� 
 � 
� � R 
 ? � � R 
 � � 
� � � R 
 � � 
�o� � � 
� � � D !
(13)

και συνεπ£ως οι κανονικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι η R � � � � , και η µεγαλ�υτερη συχν�οτητα : R 
 �a � 
� 
 � � 
� , στην οπο�ια εµφαν�ιζεται η επιρρο�η της σ�υζευξης των εκκρεµ£ων. H (4) δ�εχεται
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λ�υσεις της µορφ�ης p � �VU � � I � KrqYMON&stP , p 
 �VU � � I 
 KrqYMONvuwP , και τα I �yx 
 προκ�υπτουν απ�ο την
επ�ιλυση της (11). Το πρ£ωτο ιδιο�ανυσµα, I � ��, I �y� ! I � 
/.10 , προκ�υπτει θ�ετοντας R � R �
στην (11): � 
� � I �y� � I � 
 � �zD !

(14)

οπ�οτε I �y� � I � 
 και το κανονικοποιηµ�ενο ιδιοδι�ανυσµα ε�ιναι το (6). Θ�ετοντας R � R 

στην (11) προκ�υπτει �οτι τα στοιχε�ια του I 
 �{, I 
 � ! I 
y
/. 0 πρ�επει να ικανοποιο�υν την εξ�ι-
σωση : � � 
� � I 
 � 
 I 
y
 � �kD !

(15)

οπ�οτε I 
 � � � I 
y
 και το δε�υτερο ιδιο�ανυσµα ε�ιναι το (7).
Απ�ο τις τ�εσσερις λ�υσεις της (4), p � �VU � � I � KrqYMON&sVP , p 
 �VU � � I 
 KrqYMONvuwP µπορο�υµε να κα-

τασκευ�ασουµε τ�εσσερις πραγµατικ�ες λ�υσεις πα�ιρνοντας το πραγµατικ�ο και φανταστικ�ο
µ�ερος των p � , p 
 , που ε�ιναι διαδοχικ�α :E � �VU � � H � p � � � I �&X�Z\[ � R � U � ! E 
 �VU � �}| � p � � � I �&[^]`_ � R � U � !E 3 �VU � � H � p 
 � � I 
 X�Z\[ � R 
 U � ! E 4 �VU � �z| � p 
 � � I 
 [^]`_ � R 
 U � A (16)

Αυτ�ες οι λ�υσεις σχηµατ�ιζουν µ�ια πλ�ηρη β�αση αρχικ£ων συνθηκ£ων στην οπο�ια µπορε�ι να
αναλυθε�ι κ�αθε αρχικ�η συνθ�ηκη οπ�οτε η γενικ�η λ�υση θα δ�ινεται απ�ο την (10). Ισοδυν�αµως
η γενικ�η λ�υση µπορε�ι να γραφε�ι και ως :+ �VU � � H �w~ K�� MON&stP I � 
�� K�� MONvuwP I 
 � !

(17)

�οπου ~ � d 
 e % R �
,
� � g 
 h % R 
 µιγαδικο�ι αριθµο�ι που προσδιορ�ιζονται απ�ο τις αρχικ�ες

συνθ�ηκες. Βλ�επουµε �οτι �οταν γρ�αφεται η λ�υση σε αυτ�η τη µορφ�η διατηρο�υµε τη µιγαδικ�η
λ�υση µε το αρνητικ�ο πρ�οσηµο. Θα µπορο�υσαµε να την γρ�αψουµε και µε το θετικ�ο. Ακο-
λουθε�ιται �οµως η σ�υµ1αση να χρησιµοποιε�ιται ο αρνητικ�ος εκθ�ετης £ωστε η εξ�ελιξη στο
µιγαδικ�ο επ�ιπεδο των κανονικ£ων ταλαντ£ωσεων, π.χ. της ~ K � MON&stP , να γ�ινεται µε τη φορ�α
των δεικτ£ων του ρολογιο�υ.
Οι κανονικ�ες συχν�οτητες που προ�εκυψαν ε�ιναι φυσικ�η ιδι�οτητα του φυσικο�υ προ1λ�η-

µατος και δεν εξαρτ£ωνται απ�ο τις συντεταγµ�ενες που επιλ�εξαµε. Βε1α�ιως µε µ�ια γενικ�η
αλλαγ�η συντεταγµ�ενων οι γραµµικ�ες δυναµικ�ες εξισ£ωσεις (4) µπορο�υν να µετατραπο�υν
σε µη γραµµικ�ες και εν£ω οι λ�υσεις θα συµπεριλαµ1�ανουν τις µετασχηµατισµ�ενες στις ν�εες
συντεταγµ�ενες κανονικ�ες ταλαντ£ωσεις οι λ�υσεις δεν µπορο�υν να βρεθο�υν στις ν�εες συντε-
ταγµ�ενες κ�ανοντας χρ�ηση της τεχνικ�ης που ακολουθ�ησαµε για τη γραµµικ�η µορφ�η των
εξισ£ωσεων κ�ινησης (µ�αλιστα δε υπ�αρχει γενικ�ος τρ�οπος λ�υσης των εξισ£ωσεων κ�ινησης
�οταν οι εξισ£ωσεις ε�ιναι µη γραµµικ�ες). Η γραµµικ�οτητα των εξισ£ωσεων κ�ινησης διατηρε�ι-
ται µ�ονον �οταν κ�ανουµε αλλαγ�ες συντεταγµ�ενων που ε�ιναι γραµµικ�ος µετασχηµατισµ�ος
των αρχικ£ων συντεταγµ�ενων, δηλαδ�η οι ν�εες συντεταγµ�ενες � να σχετ�ιζονται µε τις αρ-
χικ�ες + µ�εσω του γραµµικο�υ µετασχηµατισµο�υ : � ��� + , �οπου �

�ενας π�ινακας
�����

δεδοµ�ενου �οτι ο θεσεογραφικ�ος χ£ωρος ε�ιναι διδι�αστατος. Πρ�αγµατι στις ν�εες συντεταγ-
µ�ενες ο π�ινακας < µετασχηµατ�ιζεται στον � < � � � δι�οτι πολλαπλασι�αζοντας την (4) µε
τον π�ινακα

�
σχηµατ�ιζουµε την εξ�ισωση κ�ινησης στις συντεταγµ�ενες � :C� 
 � � < � � � � � ��D !

(18)
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η οπο�ια δ�ινει τις �ιδιες κανονικ�ες συχν�οτητες.
�Ασκηση : Αποδε�ιξτε κανοντας χρ�ηση των ιδιοτ�ητων των οριζουσ£ων �οτι οι κανονικ�ες

συχν�οτητες ε�ιναι ανεξ�αρτητες απ�ο τις συντεταγµ�ενες.
�Ασκηση : Μετασχηµατ�ιστε την Λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση στις ν�εες συντεταγµ�ενες

και δε�ιξτε �οτι οι εξισ£ωσεις Euler-Lagrange δ�ινουν τις εξισ£ωσεις κ�ινησης (18).
Ε�αν ο µετασχηµατισµ�ος

�
επιλεγε�ι£ωστε ο π�ινακας <f� �c� < � � � γ�ινει διαγ£ωνιος τ�οτε

θα �εχουµε δ�υο ανεξ�αρτητες ταλαντ£ωσεις στις συχν�οτητες που ε�ιναι οι τετραγωνικ�ες ρ�ιζες
των διαγων�ιων στοιχε�ιων του <f� , δηλαδ�η οι κανονικ�ες συχν�οτητες εµφαν�ιζονται αµ�εσως
στο διαγωνοποιηµ�ενο π�ινακα στις κατ�αλληλες συντεταγµ�ενες. Σε αυτ�ες δε τις συντεταγ-
µ�ενες τα κανονικ�α ιδιοαν�υσµατα ε�ιναι προφαν£ως τα :� � � > �D ? ! � 
 � > D � ? (19)

�Αρα ο µετασχηµατισµ�ος
�
που διαγωνοποιε�ι τον < ε�ιναι αυτ�ος που µετασχηµατ�ιζει το � �

µε τον
� � � στο I � και το � 
 στο I 
 . ∆ηλαδ�η ο κατ�αλληλος µετασχηµατισµ�ος ε�ιναι � � � �z�

�η
����� � � , �οπου ο π�ινακας � ε�ιναι ο π�ινακας που �εχει ως κολ£ωνες τα κανονικ�α ιδιοα-
ν�υσµατα : � � ��I � I 
 � � �T � > � �� � � ? !

(20)

και ο µετασχηµατισµ�ος στις ν�εες συντεταγµ�ενες οτις οπο�ιες διαγωνοποιε�ιται ο < ε�ιναι ο+ ��� � A (21)

Οι συντεταγµ�ενες αυτ�ες λ�εγονται κανονικ�ες συντεταγµ�ενες.
Ας ελ�εγξουµε τα συµπερ�ασµατ�α µας. Κ�ανουµε δ�υο παρατηρ�ησεις. �Επειδ�η τα I � καιI 
 ε�ιναι ιδιοαν�υσµατα του < θα ισχ�υουν οι σχ�εσεις : < I � � R 
 � I � και < I 
 � R 

 I 
 . Οι δ�υο

αυτ�ες σχ�εσεις µπορο�υν να συµπτηχθο�υν ως εξ�ης :< ���k� > R 
 � DD R 

 ? ��� <f� !
(22)

�οπου ο π�ινακας
�
�εχει ως κολ£ωνες τα κανονικ�α ιδιοαν�υσµατα I � και I 
 (Προσ�εξτε τη

σειρ�α των πιν�ακων, πρ£ωτα �ερχεται ο
�
και �επειτα ο <f� ). Επ�ισης, επειδ�η τα κανονικ�α

ιδιοαν�υσµατα σχηµατ�ιζουν µ�ια ορθοκανονικ�η β�αση δηλαδ�η ε�ιναι I 0 M I�� � h M � µε � !y� � � ! �
θα ε�ιναι και

� 0 ��� i
δι�οτι� 0 ��� ��I � I 
 � 0 �9I � I 
 � � > I 0 �I 0 
 ? �9I � I 
 � �c> � DD � ?BA (23)

Συνεπ£ως ο π�ινακας
�
ε�ιναι ορθογ£ωνιος :

� � � �{� 0 . Πολλαπλασι�αζοντας την (22) µε
τον

� 0 �εχουµε �οτι : � 0 < ����� 0 � <f� � <f� A (24)

Αντικαθιστ£ωντας τ�ελος τον µετασχηµατισµ�ο (21) στην (2) η Λαγκρανζιαν�η στις ν�εες συ-
ντεταγµ�ενες γ�ινεται :��� �� �� 0 � 0 � �� � �� � 0 � 0 < � � � �� �� 0 �� � �� � 0 <f� � A (25)
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∆ηλαδ�η στις κανονικ�ες συντεταγµ�ενες� �S>�� �� 
 ? �z� � � + ��� 0 + � �T � > � �� � � ? > 	 �	 
 ? � �T � > 	 � 
�	 
	 � � 	 
 ? (26)

η Λαγκρανζιαν�η των συζευγµ�ενων εκκρεµ£ων γρ�αφεται ως το �αθροισµα ασυζε�υκτων τα-
λαντωτ£ων : �c� >��� �� 
� � R 
 �� � 
� ? 
 >o�� �� 

 � R 

� � 

 ? A (27)

Το συµπ�ερασµα αυτ�ο ε�ιναι ιδιαιτ�ερως σηµαντικ�ο και �εχει γενικ�η ισχ�υ. ∆ε�ιχνει την θε-
µελι£ωδη σηµασ�ια του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. ∆ι�οτι, �οπως ε�ιδαµε αν οι διαταραχ�ες απ�ο
το σηµε�ιο ισορροπ�ιας ε�ιναι αρκο�υντως µικρ�ες οι εξισ£ωσεις κ�ινησης των διαταραχ£ων ε�ιναι
γραµµικ�ες µε σταθερο�υς συντελεστ�ες, και η δυναµικ�η συµπεριφορ�α στις κανονικ�ες συντε-
ταγµ�ενες των διαταραχ£ων ε�ιναι το �αθροισµα αρµονικ£ων ταλαντωτ£ων.
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