
Εξαναγκασµ�ενες ταλαντ£ωσεις µορ�ιων

Θα εξετ�ασουµε τ£ωρα τη συµπεριφορ�α εν�ος συστ�ηµατος του οπο�ιου οι µικρ�ες κιν�ησεις
διεγε�ιρονται απ�ο χρονοεξαρτ£ωµενα εξωτερικ�α α�ιτια και θεωρ�ησουµε αρχικ�α �οτι η εξωτε-
ρικ�η δι�εγερση ε�ιναι µ�ια αρµονικ�η συν�αρτηση του χρ�ονου. Το παρ�αδειγµα αυτ�ο �εχει εξαι-
ρετικ�η φυσικ�η σηµασ�ια1. Αν προσπ�εσει σε �ενα υλικ�ο ηλεκτροµαγνητικ�η ακτινο1ολ�ια το
παλ£ωµενο ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο
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ασκε�ι αρµονικ�η δ�υναµη � � ��

στα ηλεκτρ�ονια
του ατ�οµου και τα εξαναγκ�αζει σε ταλ�αντωση. Θα αναρωτηθε�ιτε τι σχ�εση �εχουν οι ταλα-
ντ£ωσεις στο πρ�ο1ληµα της κ�ινησης των ηλεκτρον�ιων. Αν �εχετε τη Νευτ£ωνεια πλανητικ�η
εικ�ονα για τη κ�ινηση των ηλεκτρον�ιων γ�υρω απ�ο τον πυρ�ηνα θα πιστε�υατε �οτι ε�ιναι φυσι-
κ�οτερο να µελετ�ησετε τη επ�ιπτωση που �εχει µ�ια διαταρακτικ�η αρµονικ�η δ�υναµη στη ελλε-
πτικ�η κ�ινηση των ηλεκτρον�ιων στο κεντρικ�ο δυναµικ�ο της δ�υναµης Coulombπου ασκε�ιται
απ�ο τον πυρ�ηνα στα ηλεκτρ�ονια. Αλλ�α γνωρ�ιζουµε σ�ηµερα �οτι η ε�ικ�ονα αυτ�η δεν ε�ιναι η
κατ�αλληλη. Ηκ1αντοµηχανικ�η περιγραφ�η δε�ιχνει �οτι �οταν τα �ηλεκτρ�ονια αλληλεπιδρο�υν
µε το φ£ως, τα ηλεκτρ�ονια συµπεριφ�ερονται σαν να �ηταν συνδεδεµ�ενα µε απλ�α ελατ�ηρια
µε τον πυρ�ηνα. Η µελ�ετη αυτ�η της ταλ�αντωσης αποτελε�ι τη β�αση για την εξ�ηγηση του
δε�ικτη δι�αθλασης του φωτ�ος στα υλικ�α, της απορρ�οφησης της ακτινο1ολ�ιας και τη δη-
µιουργ�ια φασµατικ£ων γραµµ£ων, καθ£ως και της σκ�εδασης του φωτ�ος, που ε�ιναι µεταξ�υ
των �αλλων η αιτ�ια για το µπλ�ε χρ£ωµα του ουρανο�υ και για το χρ£ωµα του ουρανο�υ κατ�α
τη δ�υση του ηλ�ιου. �Ολα αυτ�α τα φαιν�οµενα �εχουν ως β�αση τους τις εξαναγκασµ�ενες
ταλαντ£ωσεις. Εµε�ις εδ£ω θα µελετ�ησουµε το παρ�αδειγµα εξαναγκασµ�ενων ταλαντ£ωσεων
πολωµ�ενων µορ�ιων.
Ε�ιναι καταπληκτικ�ο �οτι �ενα καθαρ�α κ1αντικ�ο φαιν�οµενο �οπως αυτ�ο της αλληλεπ�ιδρα-

σης εν�ος ατ�οµου �η µορ�ιου µε το φ£ως µπορε�ι να δεχθε�ι ακρι1�η αν�αλυση µε τις µεθ�οδους της
κλασσικ�ης µηχανικ�ης. �Οταν το σ�υστηµα βρ�ισκεται σε µ�ια ενεργειακ�η στ�αθµη και το φω-
τ�ισουµε διαταρ�ασσεται και αποκτ�α µ�ια ταλαντο�υµενη διπολικ�η ροπ�η. Στη κ1αντικ�η µη-
χανικ�η εν£ωδεν µπορο�υµε να γνωρ�ισουµε την ακρι1�η διπολικ�η ροπ�η του συστ�ηµατος, γνω-
ρ�ιζουµε τη µ�εση διπολικ�η ροπ�η πολλ£ων πανοµοιοτ�υπων συστηµ�ατων. Στην ουσ�ια µ�ονο
αυτ�η η πληροφορ�ια µας ε�ιναι χρ�ησιµη, δι�οτι �οταν φωτ�ιζουµε �ενα υλικ�ο δεν φωτ�ιζουµε
µ�ονο �ενα µ�οριο του υλικο�υ αλλ�α πληθ£ωρα πανοµοιοτ�υπων µορ�ιων, και αυτ�ο που �εχει φυ-
σικ�η σηµασ�ια ε�ιναι η µ�εση συµπεριφορ�α �ολων των µορ�ιων. Η µ�εση συµπεριφορ�α των µο-
ρ�ιων �οµως µπορε�ι να περιγραφε�ι µε τις µεθ�οδους της κλασσικ�ης µηχανικ�ης2. Επιπλ�εον,
�οπως �ηδη ε�ιπαµε, η επ�ιλυση του κ1αντοµηχανικο�υ προ1λ�ηµατος δε�ιχνει �οτι η συµπερι-
φορ�α του µορ�ιου στην αλλ�ηλεπ�ιδραση στο φ£ως ε�ιναι η �ιδια µε την εξ�ελιξη εν�ος εξαναγκα-
σµ�ενου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Θεωρο�υµε λοιπ�ον �ενα πολωµ�ενο διατοµικ�ο µ�οριο, σαν το
µ�οριο του αζ£ωτου, του οξυγ£ωνου �η του υδρογ�ονου, το οπο�ιο µελετο�υµε ως δ�υο �ατοµα, µ�α-
ζας � , που αλληλεπιδρο�υν µε ελαστικ�ες δυν�αµεις, σαν να υπ�ηρχε �ενα ελατ�ηριο σταθερ�ας�
που συν�εδεε τα �ατοµα. Η σταθερ�α

�
δεν µας ε�ιναι γνωστ�η και διαφ�ερει απ�ο µ�οριο σε µ�ο-

ριο, αλλ�α αλλ�α θα δο�υµε πως µπορο�υµε να την υπολογ�ισουµε. Το µ�οριο ε�ιναι πολωµ�ενο

1Αξ�ιζει να δια1�ασετε τα εξαιρετικ�α Κεφ�αλαια 31 και 32 του πρ£ωτου τ�οµου των Feynman Lectures on
Physics.

2Αυτ�ο πηγ�αζει απ�ο το θε£ωρηµα του Ehrenfest για συστ�ηµατα που περιγρ�αφονται µε Χαµιλτονιαν�ες τε-
τραγωνικ�ης µορφ�ης, �οπως αυτ�η του ελευθ�ερου σωµατιδ�ιου �η του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η, κ.λ.π..
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και το �ενα �ατοµο �εχει θετικ�ο φορτ�ιο � εν£ω το �αλλο φορτ�ιο ��� . Θα απλουστε�υσουµε τη πα-
ρουσ�ιαση θεωρ£ωντας �οτι το µ�οριο ε�ιναι εµφυτευµ�ενο σε κ�αποιο κρυσταλλικ�ο πλ�εγµα και
εκτελε�ι µ�ονο µονοδι�αστατες κιν�ησεις κατα την ευθε�ια που εν£ωνει τα δ�υο �ατοµα, χωρ�ις να
µπορε�ι να στραφε�ι. Υπο αυτ�ες τις προ¶ποθ�εσεις η δυναµικ�η κατ�ασταση του µορ�ιου περι-
γρ�αφεται απ�ο τη µετατ�οπιση του πρ£ωτου ατ�οµου απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ιας, ��� , και απ�ο
τη µετατ�οπιση του δευτ�ερου ατ�οµου, ��� , δηλαδ�η η κατ�ασταση του µορ�ιου προσδιορ�ιζεται
απ�ο την � ��� ����������� � . Μικρ�ες κ�ινησης του µορ�ιου δι�επονται απ�ο τη δυναµικ�η εξ�ισωση :!#"�%$'&(� �*) � (1)

�οπου ο π�ινακας το µαζ£ων ε�ιναι
!+� �-, , �οπου , ο µοναδια�ιος π�ινακας στις δ�υο διαστ�ασεις

και �οπως ε�υκολα µπορε�ιτε να διαπιστ£ωσετε ο π�ινακας της δυναµικ�ης εν�εργειας ε�ιναι& � �(. / � /� / /1032 (2)

Οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ταλ�αντωσης ε�ιναι :4 � �*)
και 4 � �65 7 �� 2 (3)

Η πρ£ωτη αναφ�ερεται στη ε�υθυγραµµη ισοταχ�η κ�ινηση του κ�εντρου µ�αζας του συστ�ηµα-
τος εν£ω η δε�υτερη στη αναµ�ενοµενη ταλ�αντωση της σχετικ�ης απ�οστασης των ατ�οµων. Ο
αντ�ιστοιχος π�ινακας των χαρακτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης ε�ιναι :8 � /9 � . / // � /:0 2 (4)

�Εχοντας προσδιορ�ισει τις χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες και χαρακτηριστικο�υς τρ�ο-
πους ταλ�αντωσης µπορο�υµε µε σαφ�ηνεια να αναλ�υσουµε τη δι�εγερση του µορ�ιου �οταν
προσπ�εσει �ενα ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα. Επειδ�η το µ�οριο�εχει τ�οσο µικρ�ες διαστ�ασεις µπο-
ρε�ι να θεωρ�ησουµε �οτι το ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα που προσπ�ιπτει ε�ιναι επ�ιπεδο στη �αµεση
περιοχ�η του µορ�ιου. Αναλ�υουµε πρ£ωτα τη περ�ιπτωση κ�υµατος µε ισοφασικ�α επ�ιπεδα πα-
ρ�αλληλα στην ευθε�ια που ορ�ιζουν τα �ατοµα του µορ�ιου (βλ. Σχ�ηµα 1). Το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο
κε�ιται επι του ισοφασικο�υ επιπ�εδου και το λαµ1�ανουµε παρ�αλληλο στην ευθε�ια που εν£ω-
νει τα �ατοµα και ε�ιναι της µορφ�ης

�;�<���=�>
@?BA CD�E�	GF
, �οπου H η διε�υθυνση κατ�α τη µετ�αδοση

του κ�υµατος (το β�ελος στο σχ�ηµα), 4 η συχν�οτητα του κ�υµατος και I ο κυµαταριθµ�ος του
κ�υµατος. Το µαγνητικ�ο πεδ�ιο του κ�υµατος ε�ιναι κ�αθετο στο επ�ιπεδο του σχ�ηµατος. Η
εξ�ισωση κ�ινησης του µορ�ιου ε�ιναι :!J"�;$'&(� �*KMLON�P � (5)

KMLON�PQ� � ���R. /� /:0 � ��
 �	 � (6)

�οπου �εχουµε λ�α1ει �οτι H �<)
στο επ�ιπεδο του µορ�ιου (αλλοι£ως πολλαπλασι�αζεται η λ�υση

µε µ�ια σταθερ�α) . Παρατηρε�ιστε �οτι �εχουµε αµελ�ησει στη δ�υναµη που ασκε�ιται στα µ�ο-
ρια τη δ�υναµη απ�ο το µαγνητικ�ο πεδ�ιο του κ�υµατος επειδ�η θεωρο�υµε �οτι οι ταχ�υτητες
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Σχ�ηµα 1: Επ�ιπεδα ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα µε ισοφασικ�α επ�ιπεδα παρ�αλληλα στην ευ-
θε�ια που εν£ωνει τα �ατοµα εν�ος πολωµ�ενου µορ�ιου ασκε�ι δυν�αµεις στα �ατοµα του µορ�ιου.
Το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι παρ�αληλο στις ισοφασικ�ες γραµµ�ες του σχ�ηµατος εν£ω το µα-
γνητικ�ο πεδ�ιο κ�αθετο στο επ�ιπεδο του σχ�ηµατος. Η δ�υναµη που ασκε�ιται στα �ατοµα ε�ι-
ναι κατ�α την ευθε�ια της κ�ινησης. Υποθ�ετουµε �οτι οι ταχ�υτητες που αναπτ�υσσονται ε�ιναι
πολ�υ µικρ�οτερες απ�ο τη ταχ�υτητα του φωτ�ος και µπορε�ι να αµελ�ησουµε τη δ�υναµη που
ασκε�ιται απ�ο το µαγνητικ�ο πεδ�ιο στα �ατοµα.
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των ατ�οµων ε�ιναι πολ�υ µικρ�οτερη απ�ο τη ταχ�υτητα του φωτ�ος : S�UTVTXW � 4ZY I . Περαι-
τ�ερω υπ�ο αυτ�η την �εννοια ε�ιναι λογικ�ο να περιγρ�αφουµε τη κ�ινηση µε µη σχετικιστικ�ες
εξισ£ωσεις. Η επ�ιπτωση του ηλεκτροµαγνητικο�υ κ�υµατος φα�ινεται καθαρ�α αν γρ�αψουµε
το πρ�ο1ληµα στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες, [ , που δ�ιδονται συναρτ�ησει των αρχι-
κ£ων συντεταγµ�ενων απ�ο τη σχ�εση : � � 8 [ . Επειδ�η

8 � ! 8 � , και 8 �\& 8 �<] �
, �οπου] �

ο διαγ£ωνιος π�ινακας των αντιστο�ιχων µε τις κολ£ωνες του π�ινακα
8
χαρακτηριστικ�ες

συχν�οτητες : ] � � . ) )) 4 �� 0 � (7)

πολλαπλασ�ιαζοντας την (5) απ�ο αριστερ�α µε τον π�ινακα
8 � �εχουµε :"[^$ ] � [ � 8 � KMLON�P � (8)

η οπο�ια αµ�εσως προσδιορ�ιζει τις ανεξ�αρτητες εξαναγκασµ�ενες κιν�ησεις των δ�υο χαρα-
κτηριστικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης. Οι συντεταγµ�ενες της εξωτερικ�ης δι�εγερσης στις χαρα-
κτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες ε�ιναι

8 � K
(�οταν ο π�ινακας

8 � δρ�α σε �ενα �ανυσµα το �ανυσµα
που προκ�υπτει ε�ιναι οι συντεταγµ�ενες του αν�υσµατος στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ε-
νες). Στη προκειµ�ενη περ�ιπτωση8 � K_�`� ���9 � .a/ // � /:0 . /� /(0 � ��
 �	 � 7 � ���9 � . ) /(0 � ��
 �	 2 (9)

Παρατηρε�ιτε �οτι �οταν το κ�υµα προσπ�ιπτει µε αυτ�ο το τρ�οπο διεγε�ιρει µ�ονο τη δε�υτερη
χαρακτηριστκ�η συντεταγµ�ενη. Αυτ�ο βε1α�ιως ε�ιναι προφαν�ες δ�ιοτι η συνολικ�η δ�υναµη
που ασκε�ιται στο µ�οριο ε�ιναι µηδενικ�η και συνεπ£ως το κ�εντρο µ�αζας του συστ�ηµατος δεν
αλλ�αζει κ�ινηση, και διεγε�ιρεται µ�ονο η ταλαντωτικ�η κ�ινηση. Οπ�οτε η απ�οκριση του συ-
στ�ηµατος (αµελ£ωντας την ελε�υθερη ταλ�αντωση) ε�ιναι :[b� �c) ��[V� �d� ���9 � �	��
 �	4 �� � 4e� � (10)

�η στις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες :. ������ 0 � 8#. [b�[V� 0 �f� ���� �	��
 �	4 �� � 4e� . /� /(0 � (11)

και η φυσικ�η λ�υση ε�ιναι το πραγµατικ�ο µ�ερος.
Ας θεωρ�ησουµε τ£ωρα �οτι το ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα προσπ�ιπτει υπ�ο γων�ια �οπως στο

Σχ�ηµα 2. Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο �εχει διαφορετικ�η φ�αση στο �ενα �ατοµο
απ�ο το �αλλο. Η διαφορ�α φ�ασης ε�ιναι �ιση µε g � Iihej�k@lnm , και η δ�υναµη που ασκε�ιται στα
�ατοµα στις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες ε�ιναι :KMLON�Po� � ����p>q j�m . /� �>
sr 0 � ��
 �	 2 (12)

Στις χαρακτηριστικ�ες συντεταγµ�ενες η δ�υναµη �εχει συντεταγµ�ενες8 � K'�c� ����p>q j�m9 � .a/ // � /:0 . /� �>
sr 0 � ��
 �	 � 7 � ����p>q j�m �>
srut �9 � . ��vEj�k@l L g Y 7 Pp>q j L g Y 7 P 0 � ��
 �	 2
(13)
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Σχ�ηµα 2: Επ�ιπεδο ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα µε ισοφασικ�ες γραµµ�ες υπο γων�ια m στην ευ-
θε�ια που εν£ωνει τα �ατοµα εν�ος πολωµ�ενου µορ�ιου.

Οπ�οτε η εξαναγκασµ�ενη απ�οκριση του συστ�ηµατος, αµελ£ωντας και π�αλι την ελε�υθερη κ�ι-
νηση, ε�ιναι : [b� �w7 vx� ����p>q j�m � 
srut � j�k@l L g Y 7 P9 � � ��
 �	4 � � (14)

[V� �w7 � ����p>q j�m � 
srut � p>q j L g Y 7 P9 � � ��
 �	4 �� � 4 � � (15)

��� � [b�y$z[V�9 � �{��� � [b�|�}[V�9 � (16)
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