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ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ 
 

Για ένα φυσικό σύστηµα που περιγράφεται από τις  συντεταγµένες , όπου 
, συνεχής συµµετρία είναι ένας συνεχής µετασχηµατισµός των 

συντεταγµένων που αφήνει αναλλοίωτη την Λαγκρανζιανή. Διευκρινίζουµε ότι η 
ανάλυση που ακολουθεί αναφέρεται µόνο σε συνεχείς συµµετρίες. Αν λ.χ. η 
Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη σε στροφές περί κάποιο άξονα κατα γωνία , 
αυτή η συµµετρία είναι διακριτή και η ανάλυση που ακολουθεί δεν ισχύει. 

 
 Έστω ότι οι συντεταγµένες µετασχηµατίζονται από,  σε , όπου  

µια συνεχής παράµετρος που χαρακτηρίζει τον µετασχηµατισµό, ,  µε 
την ιδιότητα όταν  να δίνει τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό : . 
Θεωρούµε, κατ’ αρχάς, για ευκολία µετασχηµατισµούς οι οποίοι είναι ανεξάρτητοι 
του χρόνου, οπότε η χρονική παράγωγος των µετασχηµατισµένων συντεταγµένων 

είναι . Ο µετασχηµατισµός  λέγεται συνεχής 

συµµετρία της Λαγκρανζιανής αν . 
 
Επειδή η παράµετρος  είναι συνεχής µπορούµε να θεωρήσουµε την 

οικογένεια των απειροστών µετασχηµατισµών , οι 

οποίοι προσεγγίζουν τον  για µικρά . Οι απειροστοί µετασχηµατισµοί 
επαναλαµβανόµενοι µπορούν να οικοδοµήσουν το πεπερασµένο µετασχηµατισµό. Ο 
µετασχηµατισµός προσδιορίζεται δηλαδή πλήρως από τις συναρτήσεις , οι 
οποίες λέγονται και γεννήτορες το µετασχηατισµού. Θα έχουµε την ευκαιρία όταν 
συζητήσουµε διεξοδικά τις στροφές να δείξουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι 
γεννήτορες µίας στροφής παράγουν µία πεπερασµένη στροφή.  

 
Εάν η Λαγκρανζιανή είναι συµµετρική ως προς  αυτούς τους απειροστούς 

µετασχηµατισµούς τότε  

 

οπότε και πρέπει να ισχύει: 

. 

 
Ας εξετάσουµε ένα απλό, αλλά σηµαντικό, παράδειγµα, τη χωρική µετάθεση. 

Έστω σωµατίδια στο χώρο, η θέση των οποίων είναι . Χωρική µετάθεση κατά 
τη διεύθυνση  είναι ο µετασχηµατισµός των συντεταγµένων 

. Κάθε χωρική µετάθεση είναι συµµετρία  της Λαγκρανζιανής 
των σωµατιδίων που αλληλεπιδρούν µε Νευτώνειο δυναµικό:  
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. 

Για τις χωρικές µεταθέσεις  αφού όλα τα σωµατίδια µετατίθενται το ίδιο και 

 (εδώ έχουµε  συντεταγµένες και τα  λαµβάνονται για κάθε σωµατίδιο, 
οπότε και είναι διανύσµατα). Συνεπώς η συµµετρία στις χωρικές µεταθέσεις 
συνεπάγεται ότι η Λαγκρανζιανή πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη: 

 

για κάθε , οπότε ισοδυνάµως απαιτείται από την Λαγκρανζιανή , δηλαδή 

η Λαγκρανζιανή πρέπει να εξαρτάται από τη θέση των σωµατιδίων µόνο µέσω της 
σχετικής απόστασης των σωµατιδίων . 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ NOETHER 
 

Επιστρέφοντας στη γενική περίπτωση ας θεωρήσουµε την ποσότητα: 

. Η χρονική παράγωγος αυτής της ποσότητας είναι: 

 

Εάν η είναι φυσική τροχιά, τότε ικανοποιείται η εξίσωση Euler-Lagrange και η 
απαίτηση της συµµετρίας της Λαγκρανζιανής συνεπάγεται ότι: 

 

δηλαδή η ποσότητα  

 

διατηρείται κατά τη κίνηση. Δηλαδή διατηρείται η ‘συνισταµένη’ των γενικευµένων 

ορµών, ,  στη ‘διεύθυνση’ των γεννητόρων της συµµετρίας.  

 
Απεδείχθη λοιπόν ότι κάθε συνεχής συµµετρία της Λαγκρανζιανής που 
προσδιορίζεται από τους γεννήτορες  συνεπάγεται τη διατήρηση  της ποσότητας: 

. Αυτή είναι η πρώτη µορφή του θεωρήµατος της Noether (1919). 

 
Για τις χωρικές µεταθέσεις της Λαγκρανζιανής ενός αποµονωµένου συστήµατος  
σωµατιδίων που αλληλεπιδρούν µε Νευτώνειες δυνάµεις, το θεώρηµα της Noether 
συνεπάγεται τη διατήρηση της  

 

για κάθε , άρα συνεπάγεται τη διατήρηση της  
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δηλαδή της συνολικής ορµής των σωµατιδίων που αντιστοιχεί στην ορµή του 

κέντρου µάζας των σωµατιδίων, , όπου , και η 

συνολική µάζα. Η οµογένεια του χώρου συνεπάγεται συνεπώς τη διατήρηση της 
ορµής του κέντρου µάζας των σωµατιδίων. Προφανώς εάν η Λαγκρανζιανή είναι 
συµµετρική στις χωρικές µεταθέσεις µόνο κατά τη διεύθυνση  τότε η συνιστώσα 
της ολικής ορµής µόνο σε αυτή τη διεύθυνση διατηρείται. 

 
Όπως η οµογένεια του χώρου συνεπάγεται τη διατήρηση της συνολικής ορµής 

των σωµατιδίων η ισοτροπία του χώρου συνεπάγεται τη διατήρηση της συνολικής 
στροφορµής των σωµατιδίων. Αν η Λαγκρανζιανή είναι συµµετρική ως προς τις 
στροφές γύρω από κάποιο άξονα τότε διατηρείται η στροφορµή ως προς τον άξονα 
αυτόν. Θεωρώ τον απειροστή στροφή κατά γωνία : . Τότε  
και η συµµετρία της Λαγκρανζιανής συνεπάγεται από το θεώρηµα Noether τη 
διατήρηση της  

 

άρα της διατήρησης της συνιστώσας της στροφορµής στη διεύθυνση 

.  Όταν η Λαγκρανζιανή είναι σφαιρικά συµµετρική, δηλαδή είναι συµµετρική σε 
στροφές γύρω από οποιοδήποτε άξονα τότε διατηρείται  η ολική στροφορµή  .  
 
Το θεώρηµα της Noether µας επιτρέπει αµέσως αφού διαπιστώσουµε τις συνεχείς 
συµµετρίες της Λαγκρανζιανής του φυσικού συστήµατος να προδιορίσουµε  
διατηρούµενες ποσότητες.  
 
Άσκηση: Σωµατίδιο κινείται στο πεδίο που προκαλείται από οµογενή κατανοµή µάζας 
που είναι α) ένας απείρου µήκους κυλινδρικός όγκος, β) ένας ορθός κώνος, γ) µία 
άπειρη επίπεδη επιφάνεια, δ) µία ευθεία γραµµή, ε) µία ηµιευθεία, στ) ένα ορθό πρίσµα 
απείρου µήκους, ζ) µία κυλινδρική έλικα απείρου µήκους. Στην κάθε περίπτωση 
προσδιορίστε ποιες συνιστώσες της ορµής και της στροφορµής διατηρούνται. 
 

 
ΓΑΛΙΛΑΙΪΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 

 
Τα φυσικά  φαινόµενα που µελετούµε διακρίνονται από αναλοιώτητα στους γενικούς 
Γαλιλαιϊκούς µετασχηµατισµούς. Δεχόµαστε ότι η αρχή του χρόνου είναι αυθαίρετη, 
δηλαδή ότι ο φυσικός κόσµος είναι χρονικά οµογενής, ότι η αρχή των αξόνων που 
χρησιµοποιείται για το προσδιορισµό της θέσης των σωµατιδίων είναι αυθαίρετος, 
δηλαδή ότι ο φυσικός κόσµος είναι χωρικά οµογενής, ότι ο προσανατολισµός των 
αξόνων είναι αυθαίρετος, δηλαδή ότι ο φυσικός κόσµος είναι ισότροπος, και τέλος 
ότι δεν υπάρχει κάποια προεξάρχουσα κατάσταση ηρεµίας, δηλαδή ο φυσικός κόσµος 
(της κλασσικής φυσικής) ικανοποιεί την αρχή της Γαλιλαιϊκής σχετικότητας.  Οι 
παραπάνω αναλλοιώτητες  εµφανίζονται ως συµµετρίες της Λαγκρανζιανής 
συνάρτησης  
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Η οµογένεια του χρόνου απαιτεί το αναλλοίωτο της Λαγκρανζιανής στις χρονικές 
µεταθέσεις, δηλαδή σε µετασχηµατιµούς της µορφής . Η οµογένεια του 
χώρου απαιτεί το αναλλοίωτο της Λαγκρανζιανής στις χωρικές µεταθέσεις 
, , για κάθε διάνυσµα ,  και η ισοτροπία του χώρου το αναλλοίωτο της 
Λαγκρανζιανής στις στροφές δηλαδή στους µετασχηµατισµούς της µορφής: 

 για κάθε διάνυσµα .  Τέλος η Γαλιλαιϊκή σχετικότητα απαιτεί το 
«ανάλλοιωτο» της Λακγρανζιανής στους καθαρούς µετασχηµατισµούς του 
Γαλιλιαίου (boosts): .  Θέσαµε το ανάλλοιωτο στη τελευταία περίπτωση 
σε εισαγωγικά διότι όπως ήδη είδαµε τα boosts δεν αφήνουν ακριβώς τη 
Λαγκρανζιανή αναλλοίωτη αλλά οδηγούν σε  ισοδύναµη Λαγρανζιανή στην οποία 
έχει προστεθεί ένος µετασχηµατισµός βαθµονόµησης.  
 
Από το θεώρηµα της Noether αναµένουµε να αντιστοιχεί σε κάθε συµµετρία και µία 
διατηρήσιµη ποσότητα. Επειδή η χρονική µετάθεση παράγεται από ένα µόνο 
γεννήτορα αναµένουµε να παράγεται µία διατηρήσιµη ποσότητα από αυτή τη 
συµµετρία. Η διατηρήσιµη αυτή ποσότητα είναι η ενέργεια Είναι σαφές ότι για να τη 
κατασκευάσουµε θα πρέπει να γενικεύσουµε την ανάλυση που ήδη κάναµε και να 
δούµε τις διατηρήσιµες ποσότητες που παράγονται από χωροχρονικούς 
µετασχηµατισµούς. Θα το κάνουµε αυτό στο επόµενο κεφάλαιο. Οι χωρικές 
µεταθέσεις  προσδιορίζονται από τρείς γεννήτορες, τις µεταθέσεις σε τρείς χωρικές 
διευθύνσεις και συνεπάγονται την διατήρηση τριών καταλλήλων ορµών. Οµοίως η 
ισοτροπία του χώρου  διασφαλίζεται από στροφές σε τρείς άξονες και οδηγεί όπως 
είδαµε στη διατήρηση τριών  καταλλήλων στροφορµών. Οµοίως αναµένουµε ότι τα  
boosts που προσδιορίζονται από τρείς γεννήτορες να οδηγούν στη διατήρηση τριών 
άλλων ποσοτήτων. Συνεπώς φυσικά συστήµατα που είναι συµµετρικά στους 
Γαλιλαϊκούς µετασχηµατισµούς θα πρέπει να έχουν 10 διατηρήσιµες ποσότητες, όσες 
και οι γεννήτορες του γενικού Γαλιλαϊκού µετασχηµατισµού.  
 
Ας λάβουµε ένα αποµονωµένο σύστηµα σωµατίων που αλληλεπιδρούν µεταξύ 
τους µε δυναµικά της µορφής . Η Λακρανζιανή του συστήµατος 
είναι :  

. 

Το µισό στη δυναµική ενέργεια συµπερίληφθηκε έτσι ώστε να λαµβάνεται µία µονο 
φορά το δυναµικό αλληλεπίδρασης µεταξύ δύο σωµατιδίων. Είναι εµφανές ότι η 
Λακγρανζιανή είναι αναλλοίωτη στους Γαλλιλαιϊκούς µετασχηµατισµούς. Η 
οµογένεια του χώρου οδηγεί  όπως είδαµε στη διατήρηση της ολικής ορµής  (τρεις 
ποσότητες) του συστήµατος:  ή της ταχύτητας του κέντρου µάζας του 

συστήµατος , όπου η συνολική µάζα του συστήµατος.  Η 

ισοτροπία του χώρου οδηγεί στη διατήρηση της ολικής στροφορµής (τρεις 
ποσότητες)   του συστήµατος :  και κατουσίαν συνεπάγεται τη 

διατήρηση της ολικής σχετικής στροφορµής των σωµατιδίων (Δείξτε ότι εάν 
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  είναι η θέση του κέντρου µάζας ότι διατηρείται η ολική σχετική 

στροφορµή των σωµατιδίων : ,  όπου  .) 

Είναι σηµαντικό να παρατηρήσετε ότι η διατήρηση αυτών των ποσοτήτων απορρέει 
από τη συµµετρία της Λαγκρανζιανής στους µετασχηµατισµούς του Γαλιλαίου και το 
µόνο που απαιτείται είναι η αλληλεπίδραση µεταξύ των σωµατιδίων να εξαρτάται 
από τη σχετική θέση των σωµατιδίων (και τη σχετική ταχύτητα των σωµατιδίων).  
 
Αποµένει να υπολογίσουµε τις διατηρήσιµες ποσότητες που παράγονται από τα 
boosts.  Ας θεωρήσουµε το αποµονωµένο σύτηµα των αλληλεπιδρόντων σωµατιδίων. 
O µετασχηµατισµός  οδηγεί στη µετασχηµατισµένη Λαγκρανζιανή  
η οποία συνδέεται µε την αρχική Λαγκρανζιανή  µέσω της σχέσεως: 

, 

από την οποία υπολογίζουµε την απειροστή µεταβολή της Λαγκρανζιανής: 

  όπου . 

Στη προηγούµενη παράγραφο υπολογίσαµε  κατουσίαν την απειροστή  µεταβολή της 
Λαγκρανζιανής όταν οι συντεταγµένες µετασχηµατίζονται ως: . 
Βρήκαµε κάνοντας χρήση των εξισώσεων Euler-Lagrange που ικανοποιούνται για 
την αµετασχηµάτιστη τροχιά  ( ) ότι: 

, 

και από την υπόθεση ότι η Λαγκρανζιανή έµενε αναλλοίωτη στον µετασχηµατισµό 
αποδείξαµε ότι οι συνισταµένες των γενικευµένων ορµών στη διεύθυνση των 
γεννητόρων διατηρείτο δηλαδή καταλήξαµε στη διατήρηση της ποσότητας   

. 

 
Στη περίπτωση των boosts η απειροστή µεταβολή είναι  ίση µε ένα µετασχηµατισµό 
βαθµονόµησης: 

. 

Είναι φυσικό να συµπεριλάβουµε στις συµµετρίες και τους µετασχηµατισµούς αυτούς 
που οδηγούν σε τέτοιες ισοδύναµες Λαγκρανζιανές. Πράγµατι και υπό αυτή τη 
γενικότερη έννοια οι συµµετρίες οδηγούν σε διατήρησητης ποσότητας    

, 

διότι  εξ υποθέσεως: 

. 
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Για τη περίπτωση των boosts ο γεννήτορας  και το  οπότε το 
γενικευµένο θεώρηµα της  Noether µας οδηγεί, δεδοµένου ότι τι διάνυσµα   είναι 
αυθαίρετο, στη διατήρηση του διανύσµατος: 

, 

το οποίο αντιστοιχεί στο γεγονός ότι το κέντρο µάζας του συστήµατος κινείται 
ισοταχώς και το  σχετίζεται µε την αρχική θέση του κέντρου µάζας 
των σωµατδίων. 
 
Αποµένει να εξάγουµε τη διατήρηση της ενέργειας από την αναλλοιώτητα της 
Λαγκρανζιανής στις χρονικές µεταθέσεις. Για να οδηγηθούµε όµως σε αυτή τη 
διατήρηση πρέπει να γενικεύσουµε το θεώρηµα της Noether συµπεριλαµβάνοντας 
χωροχρονικούς µετασχηµατισµούς και ορίζοντας ένα µετασχηµατισµό συµµετρία 
όταν αφήνει αναλλοίωτη όχι αναγκαστικά τη Λαγκρανζιανή, αλλά τη κυριάρχη και 
πρωταρχική φυσική ποσότητα: τη δράση.   
 
 

ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΤΟΥΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΗΣ NOETHER 
 

Μέχρι τώρα έχουµε θεωρήσει µόνο µετασχηµατισµούς στις χωρικές 
συντεταγµένες. Θεωρούµε τώρα µία οικογένεια  απειροστών χωροχρονικών 
µετασχηµατισµών   που προσδιορίζονται από τους γεννήτορες  και 

: 
, .         (Μ) 

 
Οι µετασχηµατισµοί αυτοί θα λέγονται συµµετρία αν αφήνουν τη δράση αναλλοίωτη. 
Δηλαδή η δράση υπολογισµένη στη διαδροµή  µε  στο διάστηµα  να 
ισούται µε τη δράση της µετασχηµατισµένης σύµφωνα µε το (Μ) διαδροµής  µε 

 στο διάστηµα , µε  και . Δηλαδή 
η  Μ είναι χωροχρονική συµµετρία όταν: 

. 

Θα αποδείξουµε ότι σε κάθε  χωροχρονικό  µετασχηµατισµό που αφήνει τη δράση 
αναλλοίωτη (συµµετρία της δράσης) αντιστοιχεί και µία διατηρήσιµη ποσότητα. 
Αυτή είναι µία γενικότερη µορφή του θεώρηµατος της .  

 
Άσκηση: Αποδείξτε ότι ο µετασχηµατισµός ,  είναι συµµετρία ενός 
φυσικού συστήµατος µε Λαγκρανζιανή . 
 

Για να προσδιορίσουµε τη δράση µιας φυσικής τροχιάς  στις 
µετασχηµατισµένες συντεταγµένες, υπολογίζουµε την δράση στις συντεταγµένες 

. Επειδή  και , κρατώντας όρους 
πρώτης τάξης στο , έχοµε:  

. 
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Αν αλλάξω τα όρια ολοκλήρωσης του δευτέρου ολοκληρώµατος από  τότε έχω 
ότι: 

 

, 

όπου . Κάνοντας χρήση των εξισώσεων 

Euler-Lagrange  και προσθαφαιρώντας τον όρο  η ολοκληρωτέα 

συνάρτηση γίνεται 

, 

όπου: 

 

. 

Η απαίτηση της συµµετρίας συνεπάγεται ότι  και άρα . 

Συνεπώς επειδή οι χρόνοι είναι αυθαίρετοι καταλήγουµε ότι η ποσότητα: 

                       ∗                       (Α) 

διατηρείται κατά τη κίνηση. 
 
Το θεώρηµα της Noether σαν αυτήν τη γενική µορφή µπορεί αµέσως να 

χρησιµοποιηθεί για να αποδειχθεί ότι όταν η Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη στις 
χρονικές µεταθέσεις τότε διατηρείται η ενέργεια του συστήµατος, η οποία ορίζεται ως  

. 

 Δηλαδή η οµογένεια του φυσικού συστήµατος στο χρόνο συνεπάγεται τη διατήρηση 
της ενέργειας του συστήµατος.  
 
Και αυτό διότι αν η  Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη σε καθαρά χρονικές µεταθέσεις, 
δηλαδή σε µετασχηµατισµούς της µορφής   

, , 
τότε και η δράση θα είναι αναλλοίωτη και συνεπώς  η διατηρητέα ποσότητα (Α) µε 

 και   δεν είναι άλλη από τη  γενικευµένη  ενέργεια . 
Η γενικευµένη ενέργεια δεν είναι πάντοτε το άθροισµα κινητικής και δυναµικής 
ενέργειας. Εάν όµως η Λαγκρανζιανή έχει τη συνήθη µορφή  διαφοράς µεταξύ 
κινητικής , , και δυναµικής ενέργειας,  ,  η κινητική ενέργεια είναι µία 
τετραγωνική συνάρτηση των γενικευµένων ταχυτήτων, δηλαδή είναι της µορφής: 

                                                             
∗ Το σύµβολο της άθροισης παραλήφθηκε στην απόδειξη για οικονοµία χώρου. Εννοούνταν όµως 
εφόσον ο δείκτης i επαναλαµβανόταν. 
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και η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από τη ταχύτητα, τότε η γενικευµένη ενέργεια 
ταυτίζεται, όπως είναι εύκολο να διαπιστώσετε, µε το άθροισµα της κινητικής και 
δυναµικής ενέργειας. 
 
Επειδή είναι σχεδόν αδιανόητο οι θεµελιώδεις νόµοι της φύσης να µην  έχουν αιώνια 
ισχύ, αναµένουµε η Λαγκρανζιανή που περιγράφει τους θεµελιώδεις νόµους της 
φύσης να είναι οµογενής στο χρόνο και συνεπώς να ισχύει για όλα τα φυσικά 
φαινόµενα η αρχή της διατήρησης της ενέργειας. 
 
  
 
 


