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Μηχανική ΙI  
 

Ροή στο χώρο των φάσεων, θεώρηµα Liouville 
 

 Στη Χαµιλτονιανή θεώρηση η κατάσταση του συστήµατος προσδιορίζεται κάθε 
στιγµή από ένα και µόνο σηµείο στο χώρο των φάσεων , ο οποίος, για ένα 
σύστηµα που έχει  βαθµούς ελευθερίας έχει διάσταση . Η χρονική εξέλιξη του 
συστήµατος, η διαδροµή δηλαδή που ακολουθεί στο χώρο των φάσεων, προσδιορίζεται 
µέσω των εξισώσεων Χάµιλτον: 

 ,   , 

διότι οι τιµές των  προσδιορίζουν ανά πάσα στιγµή όλες τις κλίσεις  της 

τροχιάς στο χώρο των φάσεων. Σε κάθε σηµείο στο χώρο των φάσεων  
αντιστοιχεί ένα διάνυσµα ταχύτητας µεταβολής των µεταβλητών αυτών . Τα 
διανύσµατα αυτά ορίζουν ένα διανυσµατικό πεδίο στο χώρο των φάσεων. Το σύστηµα 
διαγράφει την τροχιά εκείνη η οποία έχει σε κάθε σηµείο της ως εφαπτοµένη το 
διάνυσµα της ταχύτητας που αντιστοιχεί στο σηµείο αυτό (βλ. σχήµα 1, τά βέλη ειναι 
στη κατεύθυνση  σε κάθε σηµείο της τροχιάς ). Εάν  π.χ. το σύστηµα 
τη χρονική στιγµή  έχει συντεταγµένες  το σύστηµα τη χρονική στιγµή  θα 
έχει συντεταγµένες (σε πρώτη προσέγγιση ως προς ):  

 , 

και µε τον τρόπο αυτό αν είναι γνωστή η κατάσταση του συστήµατος µία χρονική στιγµή 
θα είναι γνωστή και η κατάσταση του συστήµατος κάθε άλλη χρονική στιγµή στο µέλλον 
αλλά και στο παρελθόν. Αυτή δε η τροχιά του συστήµατος είναι µοναδική1.  Η χρονική 
εξέλιξη του συστήµατος παρίσταται συνεπώς από µία τροχιά στο χώρο των φάσεων.  

Εάν  η Χαµιλτονιανή δεν εξαρτάται άµεσα από το χρόνο, δηλαδή, είναι συνάρτηση 
απλώς των  , σε κάθε σηµείο του χώρου των φάσεων αντιστοιχεί µία µόνο τιµή της 
κλίσης της τροχιάς  και συνεπώς η τροχιά της εξέλιξης του συστήµατος δεν µπορεί να 
τµήσει τον εαυτό της, άλλως η τροχιά δεν θα ήταν µοναδική.  Εάν όµως η Χαµιλτονιανή 

                                                
1 Η µοναδικότητα και η ύπαρξη της τροχιάς για όλους του χρόνους ικανοποιείται συνήθως σε όλα τα 
φυσικά συστήµατα.  Η µοναδικότητα της τροχιάς εξασφαλίζεται αν η Χαµιλτονιανή είναι συνεχώς 
διαφορίσιµη συνάρτηση. Αν η Χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητη του χρόνου η ύπαρξη της τροχιάς για όλους 
τους χρόνους  επίσης είναι βέβαιη. Αν η Χαµιλτονιανή εξαρτάται από το χρόνο η ύπαρξη της τροχιάς για 
όλους τους χρόνους µπορεί να εξασφαλιστεί µόνο αν η χρονική µεταβολή δεν είναι πολύ ταχεία. 



εξαρτάται ευθέως από το χρόνο σε κάθε σηµείο του χώρου των φάσεων η κλίση αλλάζει 
µε τον χρόνο και ως αποτέλεσµα η τροχιά µπορεί να τµήσει τον εαυτό της. Στην 
περίπτωση αυτή η µοναδικότητα της λύσης δεν αποκλείει την τοµή των τροχιών. 
 
Παράδειγµα: Θεωρήστε τη Χαµιλτονιανή  
 

 

που περιγράφει τη κίνηση ενός αρµονικού 
ταλαντωτή µε χρονικά µεταβαλλόµενη 
σταθερά ελατηρίου. Η τροχιά του 
συστήµατος που τον χρόνο  είναι το 
σηµείο  έχει σχεδιασθεί στο 
σχήµα.   
 

Όταν, όπως συνήθως συµβαίνει, η  Χαµιλτονιανή δεν εξαρτάται από το χρόνο  οι 
τροχιές δεν τέµνονται. Επίσης στην περίπτωση αυτή η Χαµιλτονιανή διατηρείται κατά τη 
κίνηση (είναι ολοκλήρωµα της κίνησης) και οι τροχιές κείνται  στην επιφάνεια , 
όπου η σταθερά  προσδιορίζεται από την αρχική θέση (στο χώρο των 
φάσεων) του συστήµατος. Κάνοντας χρήση των εξισώσεων του Χάµιλτον  έχουµε ότι η 
µεταβολή της Χαµιλτονιανής  κατά µήκος της τροχιάς του συστήµατος µηδενίζεται διότι  

 

δηλαδή η εφαπτοµένη της τροχιάς  είναι κάθετη στην κάθετη της επιφάνειας της 
Χαµιλτονιανής, οπότε η τροχιά παραµένει στην επιφάνεια . 

Θεωρούµε τώρα ένα χωρίο αρχικών συνθηκών 
του συστήµατος. Δηλαδή θεωρούµε ότι το 
σύστηµα  έχει αρχικές θέσεις και ορµές  
που βρίσκονται µέσα στο χωρίο  του σχήµατος 
2. Μετά από χρόνο  το χωρίο θα έχει εξελιχθεί σε 
ένα άλλο χωρίο, το . Η θεώρηση της δυναµικής 
στο χώρο των φάσεων οδηγεί στο καταπληκτικό 
αποτέλεσµα ότι ο όγκος κάθε χωρίου στο χώρο των 
φάσεων παραµένει αµετάβλητος κατά τη κίνηση. 
Αυτό είναι το περιεχόµενο του θεωρήµατος του 
Liouville.  

Θα  αποδείξουµε πρώτα µία γενικότερη 
πρόταση. Έστω ότι η κατάσταση του συστήµατος 

 (όπου το  έχει  συνισταµένες) εξελίσσεται 
σύµφωνα µε το δυναµικό νόµο: 

 



όπου και το  έχει  συνισταµένες.  Τότε  εάν αρχικά θεωρήσουµε αρχικές συνθήκες  
εντός του χωρίου , µετά από χρόνο , κάθε σηµείο  του χωρίου  θα απεικονισθεί σε 

ένα νέο σηµείο  στο χώρο των φάσεων και το χωρίο  θα απεικονισθεί στο 

χωρίο . Ο αρχικός όγκος του χωρίου  είναι , ενώ όγκος του χωρίου τη 

χρονική στιγµή  είναι . Θα υπολογίσουµε το ρυθµό µεταβολής του όγκου 

κατά τη κίνηση .  Παρατηρώ ότι στον υπολογισµό του  αν αλλάξω µεταβλητή 

από  σε  θα έχω : 
 

όπου  η Ιακωβιανή ορίζουσα της απεικόνισης , η οποία είναι ίση µε 
την απόλυτη τιµή της ορίζουσας: 

 

Αρκεί λοιπόν να υπολογίσουµε τη χρονική παράγωγο της Ιακωβιανής. Αν η Ιακωβιανή 
είναι χρονικά ανεξάρτητη τότε ο όγκος δεν µεταβάλλεται και παραµένει σταθερός2. 
Θεωρούµε την εξέλιξη του συστήµατος για . Τότε: 

 

και συνεπώς  

, 

άρα 

 

                                                 =                  (2) 
Η ισότητα αυτή καθίσταται προφανής από το ανάπτυγµα της Ιακωβιανής ορίζουσας. Η 

ορίζουσα έχει διαγώνιους όρους της µορφής   (χωρίς αθροιστική 

σύµβαση) και όλοι οι µη διαγώνιοι όροι είναι τάξης . Για να υπολογισθεί η 
ορίζουσα σε προσέγγιση τάξης  αρκεί να ληφθεί υπόψη µόνο το γινόµενο  των 
διαγώνιων όρων, διότι οι όροι της ορίζουσας που περιλαµβάνουν µη διαγώνιους όρους 
παράγουν όρους της ορίζουσας οι οποίοι είναι αναγκαστικά  δευτέρας τάξης ως προς . 
Στο δε γινόµενο των διαγωνίων όρων σε  προσέγγιση τάξης  αρκεί να ληφθεί 

                                                
2 Και αυτό διότι τότε   και . 



υπόψη µόνο ο σταθερός όρος 1 και το άθροισµα των .  Με τον τρόπο αυτό 

καταλήγουµε στη (2). Παρεµπιπτόντως αποδείξαµε τη χρήσιµη ταυτότητα  για , 
 

όπου ο µοναδιαίος πίνακας και Α οποιοσδήποτε  πίνακας. 
Επειδή τώρα   (επειδή ο µετασχηµατισµός  είναι ο µοναδιαίος 

πίνακας), από τη (2) υπολογίζουµε την παράγωγο της Ιακωβιανής ορίζουσας: 

 

και στην παράγωγο δεν σηµειώσαµε τη χρονική στιγµή διότι η ίδια απόδειξη θα ίσχυε για 

την εξέλιξη του συστήµατος από . Συνεπώς  και  

 

όπου  οι συντεταγµένες των  τη χρονική στιγµή t.  
Αν για κάθε χρόνο , , τότε ο όγκος κάθε χωρίου παραµένει αµετάβλητος 

κατά την εξέλιξη του συστήµατος.   
Τα Χαµιλτονιανά συστήµατα ικανοποιούν την ασυµπίεστη ιδιότητα του 

διανυσµατικού πεδίου  . Διότι αν θέσουµε  και  , οι 

κανονικές εξισώσεις του Χάµιλτον γράφονται µε αυτή τη συντοµογραφία στη µορφή 

, και 

. 

Συνεπώς η ροή στο χώρο των φάσεων είναι ασυµπίεστη και εποµένως διατηρεί τον όγκο. 
Παρατηρούµε ότι το ασυµπίεστο της ροής στο χώρο των φάσεων  είναι απόρροια 

της ιδιαίτερης µορφής (της συµπλεκτικής µορφής) των κανονικών εξισώσεων του 
Χάµιλτον. Εάν θεωρούσαµε τη δυναµική στο χώρο των  όπου πάλι από κάθε 
σηµείο ξεκινά µία µοναδική τροχιά του συστήµατος το θεώρηµα Liouville δεν θα ίσχυε 
γενικά για κάθε Λαγκρανζιανή.  

Το θεώρηµα Liouville έχει θεµελιώδη σηµασία στη κλασσική στατιστική µηχανική, 
όπου αποδίδεται ίδια πιθανότητα κατάληψης από το σύστηµα ίσων όγκων στο χώρο των 
φάσεων. Το θεώρηµα Liouville βεβαιώνει ότι αυτή η πρόταση  παραµένει σε ισχύ ανά 
πάσα χρονική στιγµή. 

Παρότι όµως ο όγκος παραµένει αµετάβλητος, η εξέλιξη στο χώρο των φάσεων 
µπορεί να είναι ιδιαίτερα περίπλοκη, µπορεί, µάλιστα, να είναι τέτοια, έτσι ώστε η 
απόσταση αρχικά γειτονικών σηµείων να αυξάνει εκθετικά µε το χρόνο κρατώντας 



συγχρόνως το συνολικό όγκο ενός χωρίου σταθερό. Στην περίπτωση αυτή µια µικρή 
αβεβαιότητα του συστήµατος οδηγεί αργότερα σε τεράστια αβεβαιότητα οπότε το 
σύστηµα παρουσιάζει ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες. Όταν συµβαίνει 
αυτό  η δυναµική του συστήµατος  λέγεται χαοτική. Στη περίπτωση αυτή το εξελιγµένο 
χωρίο παίρνει µία ιδιαίτερα πολύπλοκη µορφή διότι πρέπει συγχρόνως να διατηρεί τον 
όγκο του και ταυτόχρονα η απόσταση µεταξύ γειτονικών σηµείων πρέπει, τουλάχιστον 
αρχικά, να αποκλίνει εκθετικά (βλέπε σχήµα 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Μπορεί να φαίνεται παράξενο ότι υπάρχουν µη χαµιλτονιανές δυναµικές σε φυσικά 

συστήµατα που έχουν ανάλωση στα οποία ο όγκος κάθε χωρίου  τείνει στο µηδέν (τι 
απαιτείται από το διανυσµατικό πεδίο  τότε;) τα οποία όµως παρουσιάζουν και αυτά 
ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες. Τα χωρία στις περιπτώσεις αυτές τείνουν 
στους καλούµενους παράξενους ελκυστές, περιοχές µηδενικού όγκου αλλά όχι µηδενικών 
διαστάσεων (π.χ. ένα στερεό σώµα που έχει καταρρεύσει σε ένα επίπεδο σχήµα). 

Η απόδειξη που έχουµε δώσει παραπάνω για τη διατήρηση του όγκου µπορεί 
πανοµοιότυπα να εφαρµοσθεί για να αποδειχθεί η διατήρηση της προβολής του χωρίου 
(της σκιάς του) σε ένα επίπεδο που ορίζεται από κάποιο q και από τη συζυγή του p. 
Δηλαδή για κάθε  και κάθε  η Ιακωβιανή ορίζουσα  του µετασχηµατισµού από τις 

αρχικές θέσεις και ορµές στις θέσεις και ορµές αργότερα : . 

Οπότε κατά την κίνηση διατηρείται το  (χωρίς αθροιστική σύµβαση). Και 

επειδή , όπου  το σύνορο του χωρίου στο επίπεδο  

αποδεικνύουµε  ότι  το  (χωρίς αθροιστική σύµβαση) παραµένει αναλλοίωτο 

Το σχήµα αυτό παράχθηκε από την αναπαράσταση της απεικόνισης: 
,  , 

µε .  Η απεικόνιση αυτή είναι η διακριτή µορφή µιας χαµιλτονιανής ροής η 
οποία διατηρεί τον όγκο. 
 



κατά τη κίνηση. Αυτό σηµαίνει ότι οι σχέσεις αβεβαιότητας του Heisenberg, σε  
κλασσικό επίπεδο, παραµένουν αναλλοίωτες µε την πάροδο του χρόνου. 
 
Επειδή το παραµένει αναλλοίωτο για κάθε , θα παραµένει αναλλοίωτο και το 

άθροισµα  (µε αθροιστική σύµβαση). Οµοίως αποδεικνύεται ότι παραµένουν 
αναλλοίωτα και τα εκάστοτε: 

 , ...... 

όπου η ολοκλήρωση γίνεται στους χώρους των τεσσάρων, έξι,... κλπ. διαστάσεων στο 
χώρο των φάσεων. Τα αναλλοίωτα αυτά λέγονται αναλλοίωτα του Poincare. To θεώρηµα 
Liouville είναι το τελευταίο αναλλοίωτο του Poincare για ολοκλήρωση στο χώρο των  
διαστάσεων.  
 
 
 
 
 
 
 


