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Η νευτώνεια µηχανική  είναι η πρώτη σύγχρονη φυσική θεωρία  για τη κίνηση 
της ύλης. Ο Νεύτων για να εξηγήσει τους νόµους του Κέπλερ εισήγαγε επιπλέον  τη 
πρώτη θεµελιώδη δύναµη της φύσης την βαρυτική δύναµη. Οι επιπτώσεις της 
κατασκευής του Νεύτωνα ήταν τεράστιες. Εξηγήθηκαν πολύπλοκα φυσικά 
φαινόµενα όπως οι παλίρροιες,  και  δόθηκε η δυνατότητα στους φυσικούς, τους 
επονοµαζόµενους φυσικούς φιλοσόφους,  να βλέπουν τον κόσµο να κινείται ως µια 
τεράστια µηχανή που υπακούει σε κάποιους απλούς αλλά θεµελιώδεις νόµους και να 
προβλέπουν την εξέλιξη του. Η ακρίβεια της νευτώνειας θεωρίας είναι καταπληκτική. 
Βασισµένοι στην νευτώνεια θεώρηση ο Adams και ο LeVerrier µπόρεσαν να 
προβλέψουν  την ύπαρξη του Ποσειδώνα από  παρατηρήσεις  των διαταραχών της 
τροχιάς του Ουρανού. 

  
Η νευτώνεια θεώρηση έχει προβλήµατα. Γνωρίζουµε ότι η απόλυτη θεώρηση του 

χώρου και του χρόνου χρειάζεται σχετικιστική αναθεώρηση, όπως και η εφαρµογή 
της µηχανικής στον µικρόκοσµο απαιτεί την αναθεώρηση της κβαντοµηχανικής.. 
Εµείς δεν θα ασχοληθούµε µε την αναθεώρηση της µηχανικής του Νεύτωνα  θα 
συνεχίσουµε  να κινούµεθα  στον νευτώνειο κόσµο αλλά θα προσπαθήσουµε να 
ανακαλύψουµε  τη βαθύτερη δοµή της Νευτώνειας θεωρίας.   

 
Αν  η Μηχανική Ι ήταν ουσιαστικά η µελέτη του φυσικού κόσµου όπως 

διαµορφώθηκε από τον Νεύτωνα µετά την έκδοση της Principia στις αρχές του 1687, 
η Μηχανική ΙΙ θα είναι κατεξοχήν η µελέτη της συνεισφοράς του  Λαγκράνζ (1736-
1813) και του Χάµιλτον (ιδιαιτέρως κατά τη τριετία 1834-1836).    

 
Δεν θα ακολουθήσουµε εδώ την ιστορική εξέλιξη συστηµατοποίησης των 

νευτώνειων νόµων αλλά µια διαφορετική διαδροµή, ένα παιγνίδι διαπιστώσεων, 
εµπνευσµένο από τη, µεταφυσική θα µπορούσε να πει κάποιος, αναζήτηση µιας 
βαθύτερης αρχής που υπαγορεύει την εξέλιξη του κόσµου. Ήδη στην αρχαία Ελλάδα, 
από το 2ο π.Χ. αιώνα, ο Ήρωνας ο Αλεξανδρινός, διαπίστωσε ότι το φως 
ανακλώµενο σε ένα επίπεδο κάτοπτρο ακολουθεί τη συντοµότερη διαδροµή και 

διατύπωσε την άποψη ότι η φύση 
επιλέγει για το φως τη µικρότερη 
διαδροµή. Ακολουθώντας αντίστροφα 
την αρχή αυτή, µπορούµε να πούµε ότι 
αφού το συνολικό µήκος της διαδροµής 
του ανακλώµενου φωτός από το Α στο Β 
(βλ. σχήµα) είναι το µικρότερο δυνατό, 
θα πρέπει η διαδροµή ΑΓΒ να είναι η 
µικρότερη δυνατή, όπως επίσης και η 



ΑΓΒ΄, όπου Β΄ το συµµετρικό σηµείο του Β ως προς το κάτοπτρο. Προφανώς, όπως 
γνωρίζουµε από την Ευκλείδεια γεωµετρία, η ευθεία είναι η συντοµότερη διαδροµή 
που συνδέει δύο σηµεία (εδώ τα Α και Β΄), εποµένως το τµήµα ΑΓ ανήκει στην ίδια 
ευθεία µε το ΓΒ΄ και στη συνέχεια εύκολα µπορεί να καταλήξει κανείς, µε απλά 
γεωµετρικά επιχειρήµατα ως προς τις γωνίες µεταξύ των διαδροµών του φωτός και 
του κατόπτρου, στο νόµο της ανάκλασης (ότι η γωνία πρόσπτωσης σε ένα κάτοπτρο 
είναι ίση µε τη γωνία της ανάκλασης). Δεν φαίνεται όµως αυτή η αρχή να είναι τόσο 
γενική αφού στην περίπτωση της διάθλασης θα κατέληγε σε µηδενική διάθλαση. 

Στα µέσα του 17ου αιώνα ο Fermat, αλλάζοντας λίγο τη διατύπωση της αρχής, 
λέγοντας δηλαδή ότι ο χρόνος κίνησης του φωτός και όχι το µήκος της διαδροµής 
είναι το ελάχιστο δυνατό, κατέληξε στο σωστό νόµο της διάθλασης, του Snell. Ο 
γάλλος µαθηµατικός Maupertuis1 διατύπωσε το 1744 µια αρχή ελαχίστου, σύµφωνα 
µε την οποία οι κινήσεις των σωµάτων είναι τέτοιες ώστε η συνολική “δράση” να 
είναι ελάχιστη, γεγονός το οποίο θεώρησε ως απόδειξη της σοφίας του Θεού. Η 
δράση την οποία θεώρησε ο Maupertuis όµως δεν ήταν η σωστή και από τις 
αποδείξεις του έλειπε η σαφήνεια και η ακρίβεια. Μερικά χρόνια αργότερα ο L. Euler 
και ο Lagrange έδωσαν την ορθή µορφή στη δράση και τον επόµενο αιώνα ο 
Hamilton διατύπωσε µε απόλυτη σαφήνεια την «αρχή ελάχιστης δράσης» -least action 
principle- (όπως συνηθίζεται εσφαλµένα, αλλά για ιστορικούς λόγους, να 
αναφέρεται) ή «αρχή στάσιµης δράσης» ή απλά «αρχή του Χάµιλτον». 

Ας ξεκινήσουµε µε δεδοµένο την αρχή αυτή και ας προσπαθήσουµε να την 
κατανοήσουµε:  

Ένα σωµάτιο που ξεκινά από το σηµείο Α τη χρονική στιγµή tA, και φθάνει 
στο σηµείο Β τη χρονική στιγµή tΒ, ακολουθεί στο ενδιάµεσο χρονικό 
διάστηµα τη διαδροµή εκείνη για την οποία η δράση, δηλαδή η ποσότητα: 

, 

καθίσταται στάσιµη. 
Ας δούµε µερικά παραδείγµατα για να πιστέψουµε ότι η παραπάνω αρχή είναι σωστή. 
(1) Έστω ένα ελεύθερο σωµάτιο σε µία διάσταση. Η δράση για το σωµάτιο αυτό 
είναι:  

. 

Ποια διαδροµή στο χώρο και το χρόνο είναι 
αυτή που ελαχιστοποιεί την παραπάνω 
ποσότητα; Δοκιµάστε τις τρεις διαδροµές που 
φαίνονται στο ακόλουθο χωροχρονικό 
διάγραµµα. Για τη διαδροµή (1) η δράση είναι 

. Για τη διαδροµή (2) η 

δράση είναι 

, όπου και 

                                                             
1 Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) Πρόκειται για τον άνθρωπο που εισήγαγε τη 
νευτώνεια θεωρία για τη βαρύτητα στη Γαλλία. Σε µια επιστηµονική αποστολή στη Λαπωνία, 
επιβεβαίωσε την εικασία του Νεύτωνα ότι η Γη είναι πεπλατυσµένη στον Ισηµερινό. 



 οι χωροχρονικές συντεταγµένες του σηµείου θλάσης της τεθλασµένης διαδροµής. 
Τέλος για τη διαδροµή (3) δεν µπορούµε να απλοποιήσουµε την έκφραση για τη 
δράση αφού δεν γνωρίζουµε ποια ακριβώς είναι η συναρτησιακή σχέση της 
διαδροµής αυτής. Ας  εφαρµόσουµε στη συνέχεια την αρχή ελάχιστης δράσης 
προκειµένου να καθορίσουµε τη «σωστή» διαδροµή, αυτή δηλαδή που πράγµατι θα 
επιλέξει για να κινηθεί το σωµάτιο. 
Για τη διαδροµή (1) δεν µπορούµε να πούµε τίποτε περισσότερο· η διαδροµή αυτή 
είναι καθορισµένη και εποµένως η δράση που αντιστοιχεί σε αυτή είναι και αυτή 
καθορισµένη. Η διαδροµή (2) είναι στην πραγµατικότητα µια ολόκληρη οικογένεια 
διαδροµών, ανάλογα µε τη θέση του ενδιάµεσου σηµείου . Αναζητώντας 
λοιπόν την ιδιαίτερη διαδροµή, µέσα σε αυτή την απειρία διαδροµών, που καθιστά τη 
δράση ελάχιστη (παρουσιάζει µέγιστο η δράση; [Υπόδειξη: τι συµβαίνει όταν 

]) θα πρέπει να παραγωγίσουµε τη δράση ως προς τις παραµέτρους της 
καµπύλης. Είναι εύκολο να δείτε ότι σε αυτή την περίπτωση προκύπτει ότι το 
ελάχιστο της δράσης συµβαίνει όταν οι ταχύτητες των δύο τµηµάτων της διαδροµής 
συµπίπτουν, οπότε τότε η δράση είναι ίση µε την . Τελειώσαµε; Βρήκαµε τη 
διαδροµή που καθιστά τη δράση ελάχιστη; Όχι βέβαια. Βρήκαµε µόνο τη διαδροµή 
εκείνη, µέσα από µια πολύ στενή οικογένεια διαδροµών, που καθιστά τη δράση 
ελάχιστη. Θα πρέπει κανείς όµως να εξετάσει κάθε είδους διαδροµή, όσο 
αλλοπρόσαλλη και αν φαίνεται αυτή. Μα πώς θα παραµετροποιήσουµε κάθε δυνατή 
διαδροµή ώστε να ζητήσουµε το ακρότατο της δράσης ως προς κάθε παράµετρο; 
Αυτό θα αποτελέσει τη συνέχεια της µελέτης µας· πρόκειται για ένα ιδιαίτερο κλάδο 
της ανάλυσης, τον λογισµό των µεταβολών, θεµελιωτές του οποίου θα µπορούσε να 
πει κανείς ότι ήταν οι αδελφοί Jakob και Johann Bernoulli, (ο πρώτος κατάφερε να 
υπολογίσει τη µορφή της καµπύλης που σχηµατίζει µια αλυσίδα κρεµασµένη από τα 
δυο της άκρα, ζητώντας την καµπύλη εκείνη που έχει πιο χαµηλά το κέντρο βάρους 
της). Προς το παρόν ας συνεχίσουµε την προσπάθειά µας στο δεδοµένο πρόβληµα. 

Γράφουµε την τυχαία διαδροµή (3) ως εξής: . Στο 

πρώτο µέρος της έκφρασης αναγνωρίζει κανείς την οµαλή κίνηση της διαδροµής (1). 
Το ξ(t) είναι µια συνάρτηση που καθορίζει την οποιαδήποτε διαδροµή (βλ. σχήµα). Η 

δράση τώρα παίρνει τη µορφή , όπου , είναι η µέση 

ταχύτητα της τυχαίας διαδροµής. Παρατηρήστε όµως ότι 

, αφού η τυχαία διαδροµή ξεκινά και καταλήγει στα 

σηµεία Α και Β αντίστοιχα, όπως και η ευθύγραµµη διαδροµή (1). Έτσι 

. Το δεύτερο ολοκλήρωµα όντας θετικά ορισµένο, 

παίρνει την ελάχιστη τιµή του, µηδέν, όταν , όταν δηλαδή ξ=σταθερό=ξ(Α)=0, 
ενώ το πρώτο ολοκλήρωµα είναι ίσο µε την . Τώρα πλέον είµαστε σίγουροι ότι η 
οµαλή κίνηση είναι εκείνη που προσδίδει στη δράση την ελάχιστη τιµή της. Αυτή 
λοιπόν επιλέγει το ελεύθερο σωµάτιο. Η αρχή ελάχιστης δράσης µας οδήγησε στο 
γνωστό, ορθό αποτέλεσµα. Η µέθοδος που ακολουθήσαµε στην απόδειξή µας είναι σε 



αδρές γραµµές η µέθοδος που θα ακολουθήσουµε σε γενικότερα προβλήµατα 
παρακάτω. Είναι εύκολο να γενικεύσετε το παραπάνω αποτέλεσµα στην περίπτωση 
κίνησης σώµατος στον 3διάστατο κόσµο. [Υπόδειξη: αντί του  θα έχετε  το 
οποίο µπορείτε να γράψετε ως .] 
(2) Προκειµένου να µελετήσουµε την πλήρη µορφή της έκφρασης για τη δράση, ας 
θεωρήσουµε το απλούστερο πρόβληµα κίνησης σώµατος σε πεδίο: µια µπάλα που την 
πετάµε κατακόρυφα προς τα επάνω µέσα στο βαρυτικό πεδίο της Γης και επιστρέφει 
στα χέρια µας Τ δευτερόλεπτα αργότερα. Θα υπολογίσουµε τη δράση για τις τρεις 
διαδροµές που φαίνονται στο σχήµα. (α) Διαδροµή (1): , . (β) 

Διαδροµή (2): , για , και , για 

. Αντίστοιχη δράση . (γ) Διαδροµή (3): 

. Αντίστοιχη δράση . Προσέξτε ότι η 3η 

οικογένεια διαδροµών που θεωρήσαµε περιέχει τη 
σωστή εξίσωση κίνησης (2ου βαθµού ως προς το 
χρόνο). Παρά ταύτα οι τρεις οικογένειες 
διαδροµών που µελετήσαµε δεν εξαντλούν 
προφανώς όλες τις δυνατές διαδροµές που 
συνδέουν το αρχικό µε το τελικό σηµείο. Σκοπός 
µας όµως εδώ δεν είναι να βρούµε τη µοναδική 
εκείνη διαδροµή που καθιστά τη δράση στάσιµη, 
(δεν έχουµε µάθει ακόµη την κατάλληλη τεχνική 

για να το πράξουµε αυτό) αλλά µάλλον να βεβαιωθούµε ότι από τις διαδροµές αυτές 
που επιλέξαµε (µέσα στις οποίες περιέχεται η σωστή), η σωστή θα µας δώσει την 
ελάχιστη τιµή της δράσης. Μοναδική παράµετρος και της διαδροµής (2) και της (3) 
είναι η h. Παραγωγίζοντας ως προς αυτήν, η δράση καθίσταται ελάχιστη όταν 

 και στις δύο περιπτώσεις! Αυτή όµως είναι η πραγµατική µέγιστη 
ανύψωση του σώµατος. Σύµπτωση; Όχι απολύτως. Η διαδροµή τύπου (2) αν και 
λανθασµένη στην προσπάθειά της να µειώσει τη δράση όσο το δυνατό περισσότερο 
πέρασε από το σωστό ύψος. Για παράδειγµα, χρησιµοποιώντας ως εξίσωση κίνησης 
µια σχέση τετάρτου βαθµού παίρνουµε ως καλύτερη τιµή για το h την πολύ καλή 
προσέγγιση της πραγµατικής τιµής . Ας δούµε και τις αντίστοιχες τιµές της 

δράσης:  και . Νικητής λοιπόν σε 

αυτή την προσπάθεια ελαχιστοποίησης αναδείχθηκε (ύστερα από αντικατάσταση της 

τιµής του h που βρήκαµε παραπάνω)  η διαδροµή , η 

γνωστή εξίσωση κίνησης δηλαδή. 
(3) Προτού εγκαταλείψουµε το παιγνίδι αυτό των υπολογισµών ας εξετάσουµε µια 
παρόµοια2 αρχή ελαχίστου σε ένα διαφορετικό χώρο της φυσικής, ώστε να φανεί το 
εύρος εφαρµογής τέτοιων αρχών στη φυσική: Σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα η κατανοµή 
των ρευµάτων στους διάφορους κλάδους είναι η πλέον οικονοµική από πλευράς 
κατανάλωσης θερµότητας. Μια τέτοια αρχή µπορεί κάλλιστα να αντικαταστήσει το 2ο 

                                                             
2 Της οποίας όµως οι βάσεις είναι εντελώς διαφορετικές από την αρχή ελάχιστης δράσης. 



νόµο του Kirchhoff (την αρχή διατήρησης της 
ενέργειας δηλαδή). Για παράδειγµα θα θεωρήσουµε 
το απλούστατο κύκλωµα δύο ωµικών αντιστάσεων 
συνδεδεµένων παράλληλα µε µια ιδανική µπαταρία 
(βλ. σχήµα). Ο συνολικός ρυθµός κατανάλωσης 
θερµότητας στις δύο αντιστάσεις είναι  

, 

όπου χρησιµοποιήσαµε την αρχή διατήρησης φορτίου στον κόµβο που διαχωρίζονται 
τα δύο ρεύµατα. Ζητώντας στη συνέχεια ο ρυθµός αυτός να είναι ο ελάχιστος δυνατός 
µεταβάλλοντας την τιµή του ρεύµατος , βρίσκουµε , δηλαδή οι 
τάσεις στα άκρα των δύο αντιστάσεων πρέπει να συµπίπτουν! 

Η αρχή ελάχιστης δράσης φαίνεται να «δουλεύει». Ποια η σχέση της όµως µε 
τους νόµους του Νεύτωνα; Και πώς είναι δυνατό το σωµάτιο να γνωρίζει εκ των 
προτέρων ποια είναι η διαδροµή εκείνη που του παρέχει την ακρότατη δράση; Μήπως 
ακολουθεί κάθε διαδροµή, υπολογίζει τη δράση και επιστρέφει πίσω στο χρόνο για να 
δοκιµάσει κάποια άλλη;! Προσπαθώντας προς το παρόν να διαλευκάνουµε το ζήτηµα 
θα επανεξετάσουµε το παράδειγµα (2) µε τη µπάλα που ανεβοκατεβαίνει στο 

βαρυτικό πεδίο της Γης. Προκειµένου µάλιστα 
να είµαστε απολύτως σωστοί δεν θα 
δοκιµάσουµε πλέον ορισµένες οικογένειες 
διαδροµών, αλλά µια τυχαία διαδροµή, την 
οποία όµως θα τµήσουµε σε πάρα πολλά 
χρονικά διαστήµατα αντικαθιστώντας την µε 
µια τεθλασµένη γραµµή (βλ. σχήµα). Είναι 
εύκολο να δείτε ότι η δράση που αντιστοιχεί σε 
αυτή την καµπύλη δίνεται από το ακόλουθο 
άθροισµα: 

. 

Για να είναι το άθροισµα αυτό ακρότατο ως προς όλες τις δυνατές διαδροµές, που στη 
θεώρησή µας παραµετροποιούνται µέσω των ενδιάµεσων θέσεων  θα 
πρέπει για όλες τις τιµές του k, από 1 έως Ν-1. Εκτελώντας τις πράξεις 
καταλήγουµε στο ακόλουθο αποτέλεσµα: 

 

Ανακατανέµοντας τους όρους και παίρνοντας το όριο , η παραπάνω σχέση 
διαβάζεται: 

. 

Δηλαδή, η στασιµοποίηση της δράσης ως προς κάθε δυνατή διαδροµή είναι 
ισοδύναµη, τουλάχιστον για το πρόβληµα που εξετάζουµε, µε το 2ο νόµο του 
Νεύτωνα. 

  



Άσκηση: Δείξτε µε την ίδιο τρόπο ότι η κίνηση  που ελαχιστοποιεί τη δράση 

 είναι η φυσική κίνηση που ικανοποιεί τη Νευτώνεια εξίσωση 

. 

 
 

 


