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Μηχανική ΙI  
 

Μετασχηµατισµοί Legendre 
 

Έστω µια πραγµατική συνάρτηση . Ορίζουµε την παράγωγο συνάρτηση  

της :   (η γραφική της παράσταση δίνεται στο ακόλουθο σχήµα). Εάν  

1, 

υπάρχει αµφιµονοσήµαντη 
αντιστοιχία µεταξύ x και p, 
οπότε υπάρχει η αντίστροφη 
συνάρτηση της , η , 
την οποία και επιλέγουµε να 
γράψουµε για λόγους συµµε-

τρίας ως , όπου 

 µια συνάρτηση του , 
η παράγωγος της οποίας είναι 
το .  Παρατηρούµε στο 
διπλανό σχήµα ότι η 
αντίστροφη συνάρτηση 

 δίνεται από το ίδιο 

γράφηµα εναλλάσσοντας βέβαια το ρόλο της µεταβλητής και της συνάρτησης. Η 
συνάρτηση λέγεται µετασχηµατισµός Legendre της .  

 Προφανώς ο µετασχηµατισµός Legendre της  είναι πάλι η . 
Παρατηρήστε ότι για να υπάρχει ο µετασχηµατισµός Legendre της   απαιτείται 

,  και αντίστοιχα για να υπάρχει ο µετασχηµατισµός Legendre της  

απαιτείται . Επειδή όµως , η ύπαρξη µετασχηµατισµού 

Legendre της   βεβαιώνει την ύπαρξη µετασχηµατισµού Legendre της , όπως 
φαίνεται και από το σχήµα. 
                                                
1 Εννοείται ότι η παράγωγος αυτή δεν θα πρέπει να µηδενίζεται σε κανένα σηµείο της περιοχής 
ενδιαφέροντος, ή µε άλλα λόγια θα πρέπει να έχει σταθερό πρόσηµο, είτε θετικό , είτε αρνητικό. 



Θα προσδιορίσουµε τώρα τον µετασχηµατισµό Legendre της  .  Παρατηρούµε 

από το σχήµα ότι το εµβαδόν του χωρίου ( ) ισούται µε . 

Οµοίως το εµβαδόν του χωρίου ( ) ισούται µε . Το δε 

άθροισµα των δύο αυτών εµβαδών είναι . Συνεπώς 
, ή , 

δηλαδή η ποσότητα  είναι µια σταθερά C.  Η σχέση αυτή προσδιορίζει 
τον µετασχηµατισµό Legendre της . Επειδή δε η αντίστροφη συνάρτηση 

 προσδιορίζεται µετά από παραγώγιση της  µπορούµε να προσθέσουµε 

στην  µια κατάλληλη σταθερά ούτως ώστε η σταθερά C να γίνει µηδενική. 
Συνεπώς ο µετασχηµατισµός Legendre της   είναι η  η οποία προσδιορίζεται 
από τη σχέση: 

, 
όπου το  θεωρείται συνάρτηση του . 

Οµοίως ο µετασχηµατισµός  Legendre της , είναι η συνάρτηση  η οποία 
προσδιορίζεται από τη σχέση  

, 
όπου τώρα το  θεωρείται συνάρτηση του . 

Ας επιβεβαιώσουµε ότι πράγµατι η συνάρτηση  είναι ο 

µετασχηµατισµός Legendre της : Πρέπει να δείξουµε ότι . Στην 

παραγώγιση  της  θεωρούµε το  ως εξαρτηµένη µεταβλητή από το , οπότε: 

, επειδή όµως , θα είναι  πράγµατι: . 

 

Παράδειγµα: Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός Legendre της  µε . 

Το  συναρτήσει του   είναι: , άρα .  Ο µετασχηµατισµός 

Legendre της   είναι η , όπου  δηλαδή οι 

εκθέτες και  ικανοποιούν τη σχέση . 

 
Η ίδια διαδικασία µπορεί να ακολουθηθεί αν έχουµε πολλές µεταβλητές. Έστω η 

συνάρτηση  και . Ορίζουµε το µετασχηµατισµό Legendre της  



ως προς κάποιο  τη συνάρτηση  η οποία έχει την ιδιότητα 

. Ακολουθώντας τα προηγούµενα βήµατα βρίσκουµε ότι η  

(χωρίς την αθροιστική σύµβαση). 
Οµοίως ορίζουµε ως µετασχηµατισµό Legendre της  ως προς όλα τα  τη 

συνάρτηση  η οποία έχει την ιδιότητα για κάθε : . Είναι 

εύκολο να διαπιστώσετε ότι η  δίνεται από την  (µε την αθροιστική 
σύµβαση τώρα).   

 
H Χαµιλτονιανή συνάρτηση 

 
Η Λαγκρανζιανή συνάρτηση ενός φυσικού συστήµατος είναι συνάρτηση των 

γενικευµένων συντεταγµένων , και των γενικευµένων ταχυτήτων  και, εν γένει, του 
χρόνου, δηλαδή είναι µια συνάρτηση . Οι κανονικές ορµές 

ορίζονται από τη σχέση .  Οι κανονικές ορµές είναι συνεπώς συναρτήσεις των 

,  και του χρόνου και ορίζονται χωρίς να γίνεται καµία αναφορά στη φυσική κίνηση 
του συστήµατος –προκύπτουν ως µαθηµατικά κατασκευάσµατα απευθείας από τη 
Λαγκρανζιανή.  Η Χαµιλτονιανή συνάρτηση ορίζεται ως ο µετασχηµατισµός Legendre 
της  ως προς όλες τις γενικευµένες ταχύτητες δηλαδή είναι η συνάρτηση 

 που ικανοποιεί τη σχέση: .  Σύµφωνα µε τα 

προηγούµενα, η Χαµιλτονιανή συνάρτηση δίδεται από τη σχέση  
 

, 

όπου οι γενικευµένες ταχύτητες θεωρούνται στην παραπάνω έκφραση συναρτήσεις των 
, και του χρόνου.  Ας ελέγξουµε αν πράγµατι η Χαµιλτονιανή συνάρτηση 

ικανοποιεί τη σχέση:  για κάθε .   Πράγµατι: 

, 

και επειδή  θα  έχουµε ότι  για κάθε .  

Είναι χρήσιµο στο σηµείο αυτό να υπολογίσουµε τη µερική παράγωγο της 
Χαµιλτονιανής συνάρτησης ως προς τις µεταβλητές   και  οι οποίες έµειναν ανενεργές 
κατά τον  µετασχηµατισµό  Legendre. Έχουµε: 

, 



 όπου κατά τη µερική παραγώγιση  και  παραµένουν σταθερά όλα τα και όλα 

τα  που είναι διαφορετικά από το ,  ενώ κατά την παραγώγιση  παραµένουν 

σταθερά όλα τα  και όλα τα  που είναι διαφορετικά από το , και κατά την 

παραγώγιση  παραµένουν σταθερά όλα τα  και όλα τα  που είναι διαφορετικά 

από το . (Ο τελευταίος όρος µέσα στο άθροισµα προκύπτει αφού η L είναι συνάρτηση 
όλων των q, αλλά και των  τα οποία όµως τώρα θεωρούνται συναρτήσεις των q, p και 

t.) Επειδή  καταλήγουµε στη σχέση: 

. 

Οµοίως υπολογίζουµε ότι  και συνεπώς: 

. 

Για να µπορεί να επιτευχθεί ο µετασχηµατισµός Legendre της Λαγκρανζιανής 

συνάρτησης απαιτείται ο Εσσιανός (Hessian) πίνακας  να είναι θετικός (να έχει 

θετικές ιδιοτιµές). Αυτή η συνθήκη συνήθως πάντοτε ικανοποιείται, διότι η Λαγρανζιανή 
συνάρτηση είναι τετραγωνική µορφή των γενικευµένων ταχυτήτων και ο Εσσιανός 
πίνακας ισούται µε τον πίνακα των συντελεστών της κινητικής ενέργειας που είναι 
συνήθως θετικός (στην απλή περίπτωση µαζών σε ένα καρτεσιανό σύστηµα ο 
Εσσιανός πίνακας είναι ο διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία τις µάζες των σωµάτων). 

Ο µετασχηµατισµός Legendre της Χαµιλτονιανής συνάρτησης  ως προς όλες τις 
ορµές  είναι η Λαγκρανζιανή συνάρτηση , όπου οι 

γενικευµένες ταχύτητες ορίζονται ως . Η Λαγρανζιανή συνάρτηση είναι τότε 

, όπου τώρα οι ορµές θεωρούνται συνάρτηση των ,  και του χρόνου. 

Με παρόµοιο τρόπο είναι εύκολο να διαπιστώσετε ότι τότε  θα είναι . 

Στη φύση πρωταρχική θέση έχει η Λαγκρανζιανή συνάρτηση η οποία µπορεί να 
προσδιορισθεί  πολλές φορές µε ανάλυση των συµµετριών του φυσικού συστήµατος 
όπως είδαµε σε προηγούµενα κεφάλαια, ή και κατευθείαν από την ανάλυση του φυσικού 
συστήµατος. Η Χαµιλτονιανή συνάρτηση, όταν το σύστηµα είναι χρονικά ανεξάρτητο 
είναι η έκφραση της ενέργειας του συστήµατος (θυµηθείτε το ολοκλήρωµα Jacobi)  η 
οποία δεν προκύπτει αµέσως και υπολογίζεται ως µετασχηµατισµός Legendre  της 



Λαγκρανζιανής. Αν και η Λαγρανζιανή συνάρτηση έχει την πρωταρχική θέση, η 
Χαµιλτονιανή όµως όπως θα δούµε µας επιτρέπει να περιγράψουµε τη δυναµική µε τον 
καλύτερο δυνατό τρόπο. 
 

Οι εξισώσεις του Χάµιλτον 
 

Επειδή η Χαµιλτονιανή συνάρτηση είναι ο µετασχηµατισµός  Legendre  της 
Λαγκρανζιανής θα ισχύουν οι σχέσεις  

                        (1) 

και  

       .                (2) 

Οι σχέσεις αυτές δεν έχουν κανένα δυναµικό περιεχόµενο, και δεν εκφράζουν 
κάποιο φυσικό νόµο. Είναι απλώς αντίστροφες σχέσεις ορισµού. Η (2) εκφράζει τις 
ταχύτητες συναρτήσει των ορµών (και των θέσεων και του χρόνου) , όπως η (1) εκφράζει 
τις ορµές συναρτήσει των ταχυτήτων (και των θέσεων και του χρόνου).    

Η δυναµική εµπεριέχεται στις εξισώσεις Euler-Lagrange:  ή  

. 

 

Επειδή όµως από τον ορισµό του µετασχηµατισµού Legendre (βλέπε 

παραπάνω) οι δυναµικές εξισώσεις µπορεί να γραφούν ισοδυνάµως και ως 
 

                                      (3) 

 
  
Οι  εξισώσεις (2) και (3):  

 ,    

λέγονται εξισώσεις του Χάµιλτον ή κανονικές εξισώσεις του Χάµιλτον2. Οι  πρώτου 
βαθµού εξισώσεις αυτές ως προς τα  είναι ισοδύναµες µε τις  εξισώσεις 
δευτέρου βαθµού Euler-Lagrange ως προς το . Οι κανονικές εξισώσεις είναι 
ουσιαστικά οι εξισώσεις Euler-Lagrange σε µια διαφορετική µαθηµατική µορφή. Παρ' 
                                                
2 Οι εξισώσεις αυτές παρουσιάζονται για πρώτη φορά σε εργασία του  Lagrange το 1809 που 
πραγµατευόταν την θεωρία διαταραχών µηχανικών συστηµάτων.  Ο Lagrange όµως δεν αναγνώρισε τη 
σηµασία τους. Ο  Cauchy, σε ένα αδηµοσίευτο µνηµόνιο του 1831, φαίνεται ότι ήταν ο πρώτος που 
αναγνώρισε τη σηµασία των εξισώσεων αυτών. Ο ιρλανδός φυσικός Hamilton  βασίζει όλη την έρευνά του 
στη µηχανική και οπτική στις εξισώσεις αυτές που τις παρουσιάζει σε δηµοσίευσή του το 1835. 



όλα αυτά οι κανονικές εξισώσεις είναι  ανώτερες των εξισώσεων Euler-Lagrange, 
πρώτον διότι οι χρονικοί παράγωγοι εµφανίζονται αποµονωµένα στο αριστερό σκέλος 
των κανονικών εξισώσεων, και δεύτερον διότι όπως θα δούµε στη συνέχεια η επιλογή 
των µεταβλητών  οδηγεί σε απλή περιγραφή της εξέλιξης του συστήµατος. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
    


