
1 ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΡΕΥΣΤΟΥ

Θεωρο�υµε �ενα ρευστ�ο που καταλαµ1�ανει µ�ια περιοχ�η του χ£ωρου και σε κ�αθε σηµε�ιο του ρευστο�υ
η πυκν�οτητα ε�ιναι ρ(~x, t). Λαµ1�ανουµε �εναν �ογκο του ρευστου V του οπο�ιου η εξωτερικ�η επιφ�ανεια

ε�ιναιA. Σε κ�αθε στοιχει£ωδε̋ �ογκο του ρευστο�υ ασκο�υνται εξωτερικ�ε̋ δυν�αµει̋ ρ~F , οπ�οτε η συνολικ�η
εξωτερικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται στον �ογκο ε�ιναι

∫

V

ρ~FdV .

Σε �ενα ρευστ�ο �οµω̋ ασκε�ιται στην επιφ�ανεια κ�αθε �ογκου και µ�ια δ�υναµη απ�ο το γ�υρω ρευστ�ο (µ�ια
δ�υναµη αντ�ιδραση̋ που απαιτε�ιται για τη συνοχ�η του συνεχο�υ̋ µ�εσου) που �εχει διε�υθυνση −~n, �οπου
~n το µοναδια�ιο δι�ανυσµα στην �εξωθεν απ�ο τον �ογκοδιε�υθυνση τη̋ καθ�ετου στην επιφ�ανεια και µ�ετρου
pdS, οπ�οτε η συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται απ�ο την π�ιεση στο ρευστ�ο ε�ιναι

−

∫

p~ndS = −

∫

V

∇pdV .

Στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ πρ�επει το �αθροισµα των δυν�αµεων να µηδεν�ιζεται οπ�οτε θα πρ�επει να
ισχ�υει για κ�αθε �ογκο του ρευστο�υ η σχ�εση :

∫

V

(ρ~F −∇p)dV = 0 ,

και επειδ�η αυτ�η η σχ�εση ικανοποιε�ιται για κ�αθε �ογκο θα ικανοποιε�ιται και σε κ�αθε σηµε�ιο του ρευστο�υ,
οπ�οτε στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ θα ε�ιναι :

ρ~F = ∇p . (1)

Στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ πρ�επει και η συνολικ�η ροπ�η ω̋ προ̋ κ�αποιο σηµε�ιο να µηδεν�ιζεται. Η
συνολικ�η ροπ�η που ασκε�ιται σε �ενα �ογκο ρευστο�υ ε�ιναι :

∫

V

ρ~x × ~FdV −

∫

A

p~x × ~ndS ,

�οπου ~x το δι�ανυσµα θ�εση̋ κ�αποιου σηµε�ιου στο ρευστ�ο. Η i-οστ�η συντεταγµ�ενη του επιφανειακο�υ
ολοκληρ£ωµατο̋ γρ�αφεται

∫

A

pǫijkxjnkdS =

∫

V

∂(ǫijkpxj)

∂xk
dV =

∫

V

ǫijkxj
∂p

∂xk
dV

�οπου κ�αναµε χρ�ηση του θεωρ�ηµατο̋ του Gauss :
∫

A

Fij···knkdS =

∫

V

∂Fij···

∂xk

dV .

Συνεπ£ω̋ η συνολικ�η ροπ�η µηδεν�ιζεται :
∫

V

~x × (ρ~F −∇p)dV = 0 ,

�οταν ικανοποιε�ιται η συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ (1).
Η συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ (1) ε�ιναι πολ�υ ενδιαφ�ερουσα δι�οτι περιορ�ιζει και τα πεδ�ια δυν�αµεων αλλ�α

και τη κατανοµ�η τη̋ πυκν�οτητα̋ που επιτρ�επουν την �υπαρξη καταστ�ασεων ισορροπ�ια̋. Ηπαραπ�ανω
σχ�εση υποδηλ£ωνει �οτι µ�ονο για κατανοµ�ε̋ πυκν�οτητα̋ και πεδ�ια δυν�αµεων για τα οπο�ια η ρ~F ε�ιναι
�ιση µε τη βαθµ�ιδα κ�αποιου βαθµωτο�υ πεδ�ιου ε�ιναι δυνατ�η µ�ια κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ σε �ενα ρευστ�ο.
Αµ�εσω̋ µπορο�υµε να εξ�αγουµε �ενα σηµαντικ�ο συµπ�ερασµα : σε �ενα οµογεν�ε̋ ρευστ�ο το οπο�ιο �εχει
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σταθερ�η πυκν�οτητα δεν µπορε�ι να υπ�αρξει ισορροπ�ια εκτ�ο̋ αν οι εξωτερικ�ε̋ δυν�αµει̋ που ασκο�υνται
σε αυτ�ο ε�ιναι συντηρητικ�ε̋ και προ�ερχονται απ�ο κ�αποιο δυναµικ�ο.
Α̋ δεχθο�υµε �οµω̋ �οτι µπορε�ι να υπ�αρξει ισορροπ�ια και επιπλ�εον, �οπω̋ συν�ηθω̋ συµ1α�ινει το ρευ-

στ�ο δεν ε�ιναι οµογεν�ε̋ και η εξωτερικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται στο ρευστ�ο ε�ιναι συντηρητικ�η, και προ-
κ�υπτει απ�ο κ�αποιο δυναµικ�ο Φ, ω̋ :

~F = −∇Φ .

Τ�οτε η κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ απαιτε�ι τα πεδ�ια να ικανοποιο�υν τη σχ�εση :

−ρ∇Φ = ∇p . (2)

Λαµ1�ανοντα̋ το στρο1ιλισµ�ο τη̋ (2) προκ�υπτει �οτι θα πρ�επει να ισχ�υει :

∇ρ ×∇Φ = 0 . (3)

Η σχ�εση αυτ�η υποδηλ£ωνει �οτι οι επιφ�ανειε̋ σταθερ�η̋ πυκν�οτητα̋ ε�ιναι και ισοδυναµικ�ε̋ δηλαδ�η η
πυκν�οτητα στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ ε�ιναι σταθερ�η επ�ι των ισοδυναµικ£ων επιφανει£ων και ισχ�υει
�οτι ρ(Φ). Αλλ�α τ�οτε η συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ συνεπ�αγεται �οτι και οι επιφ�ανειε̋ σταθερ�η̋ π�ιεση̋ (ισο-
1αρε�ι̋) πρ�επει να ε�ιναι και επιφ�ανειε̋ σταθερ�η̋ πυκν�οτητα̋ καθ£ω̋ και ισοδυναµικ�ε̋. ∆ηλαδ�η στη
κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ρ(Φ) και p(Φ) και οι µετα1ολ�ε̋ των πεδ�ιων ικανοποιο�υν τη γενικευµ�ενη
υδροσταστικ�η σχ�εση :

−ρdΦ = dp .

που δ�ινει τη γενικευµ�ενη υδροστατικ�η ισορροπ�ια :

dp

dΦ
= −ρ(Φ) . (4)

Η απα�ιτηση η πυκν�οτητα να ε�ιναι σταθερ�η επ�ι ισοδυναµικ£ων επιφανει£ων ε�ιναι συχν�α ιδια�ιτερα
περιοριστικ�η. Εαν θερµανθε�ι απ�ο κ�αποιο εξωτερικ�ο α�ιτιο �ενα ρευστ�ο η πυκν�οτητα θα µετα1ληθε�ι στη
περιοχ�η αυτ�η και η κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ δεν ε�ιναι πλ�εον δυνατ�η και το ρευστ�ο τ�ιθεται σε κ�ινηση.
Υπ�ο αυτ�η την�εννοια δεν ε�ιναι περ�ιεργο �οτι η γἠνηατµ�οσφαιρα καθ£ω̋ και το εσωτερικ�ο των πλανητ£ων
και �αστρων βρ�ισκεται σε συνεχ�η κ�ινηση.
Η υδροστατικ�η ισορροπ�ια (4) δεν αρκε�ι για να προσδιορ�ισουµε τη χωρικ�η κατανοµ�η των πεδ�ιων

π�ιεση̋ και πυκν�οτητα̋ σε �ενα ρευστ�ο σε ισορροπ�ια. Η πυκν�οτητα συν�ηθω̋ εξαρτ�αται απ�ο τη πυκ-
ν�οτητα και απ�ο �αλλου̋ παρ�αγοντε̋ �οπω̋ π.χ. τη θερµοκρασ�ια. Για να προσδιοροσθο�υν πλ�ηρω̋ τα
πεδ�ια πρ�επει να δοθε�ι η καταστατικ�η σχ�εση που ικανοποιε�ι το ρευστ�ο.
Η απλο�υστερη περ�ιπτωση ε�ιναι αυτ�η εν�ο̋ ρευστο�υ οµογενο�υ̋ πυκν�οτητα̋. Στη περ�ιπτωση ολο-

κλ�ηρωση τη̋ (4) δ�ινει αµ�εσω̋ το πεδ�ιο π�ιεση̋ :

p = p0 − ρΦ .

Στη περ�ιπτωση δυναµικο�υ οµογενο�υ̋ πεδ�ιου βαρ�υτητα̋, Φ = gz, �οπου το z ε�ιναι το �υψο̋ απ�ο κ�αποιο
επ�ιπεδο αναφορ�α̋, καταλ�ηγουµε σε γραµµικ�η α�υξηση τη̋ π�ιεση̋ του ρευστο�υ µε το β�αθο̋, �οπω̋ συµ-
1α�ινει στου̋ ωκεανο�υ̋ που �εχουν σε καλ�η προσ�εγγιση σταθερ�η πυκν�οτητα.

1.1 Ισορροπ�ια µ�ια̋ ισοθερµικ�η̋ ατµ�οσφαιρα̋ τελε�ιου αερ�ιου στο οµογεν�ε̋ πε-

δ�ιο βαρ�υτητα̋

�Εστω �οτι το δυναµικ�ο ε�ιναι , Φ = gz, �οπου το z ε�ιναι το �υψο̋ απ�ο κ�αποιο επ�ιπεδο αναφορ�α̋, α̋
υποθ�εσουµε την επιφ�ανεια τη̋ θ�αλασσα̋. Στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ η π�ιεση και η πυκν�οτητα ε�ιναι
σταθερ�ε̋ επ�ι των ισὁψ£ων (των ισοδυναµικ£ων επιφανει£ων) και ολοκλ�ηρωση τη̋ (4), θα ε�ιναι δηλαδ�η
p(z) και ρ(z) καθ£ω̋ επ�ιση̋ η καθ��υψο̋ κατανοµ�η τη̋ π�ιεση̋ θα ικανοποε�ι την ιδροστατικ�η σχ�εση :

p(z) = g

∫

∞

z

ρ(z)dz ,
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δηλαδ�η η π�ιεση θα ισο�υται µε το β�αρο̋ του ρευστο�υ που βρ�ισκεται σε µεγαλ�υτερα �υψη απ�ο το z. Για
να προσδιορ�ισθε�ι η ακρι1�η̋ κατανοµ�η τη̋ π�ιεση̋ κ�ανουµε χρ�ηση τη̋ καταστατικ�η̋ εξ�ισωση̋ τελε�ιου
αερ�ιου

p =
kT

µmp
ρ

�οπου µ το µ�εσο µοριακ�ο β�αρο̋ του αερ�ιου, mp η µ�αζα του πρωτον�ιου, k η σταθερ�α του Boltzmann,
και T η θερµοκρασ�ια. Η ποσ�οτητα

kT

µmp

�εχει µον�αδε̋ επιτ�αχυνση̋ επ�ι �ενο̋ �υψο̋ οπ�οτε τη γρ�αφουµε ω̋ gH . Για µ�ια ισοθερµικ�η ατµ�οσφαιρα
το �υψο̋ H ε�ιναι σταθερ�ο και συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋

dp

dz
= −

p

H
,

δ�ινει αµ�εσω̋ εκθετικ�η µε�ιωση τη̋ π�ιεση̋ (αλλ�α και τη̋ πυκν�οτητα̋) µε το �υψο̋ :

p(z) = p0e
−z/H ,

και το �υψο̋H ε�ιναι το �υψο̋ στο οπο�ιο η π�ιεση �εχει µειωθε�ι κατ�α e−1 απ�ο την τιµ�η τη̋ στην επιφ�ανεια
p0

Στη Γ�ἠνη ατµ�οσφαιρα το µ�εσο µοριακ�ο β�αρο̋ του α�ερα κοντ�α στην επιφ�ανεια ε�ιναι µ = 29 οπ�οτε
R = k/µmp ≈ 287 J Kg−1 K−1, και το �υψο̋ H = 8 km για θερµοκρασ�ια T = 273 K.

1.2 �Ισορροπ�ια εν�ο̋ αστεριο�υ

Το αστ�ερι κρατι�εται σε συνοχ�η απ�ο τη δ�υναµη τη̋ αυτο1αρ�υτητ�α̋ του, δηλαδ�η τη̋ δ�υναµη̋ τη̋
βαρ�υτητα̋ που �ελκει τα δι�αφορα µ�ερη του. Η π�ιεση που αναπτ�υσετται αποτρ�επει τη κατ�αρρευση του.
Θα θεωρ�ησουµε �οτι το αστ�ερι δεν περιστρ�εφεται. Ε�αν ρ ε�ιναι η πυκν�οτητα σε κ�αποιο σηµε�ιο του αστε-
ριο�υ το βαρυτικ�ο δυναµικ�ο ικανοποιε�ι την εξ�ισωση :

∇
2Φ = 4πGρ . (5)

Στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ η (2) απαιτε�ι ∇Φ = −∇p/ρ οπ�οτε η (5) οδηγε�ι στη συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ :

∇ ·

(

∇p

ρ

)

= −4πGρ . (6)

Για να προχωρ�ησουµε θα ερευν�ησουµε τι̋ καταστ�ασει̋ ισορροπ�ια̋ σφαιρικ�α συµµετρικ£ων �αστρων
για τα οπο�ια �ολα τα πεδ�ια ε�ιναι συν�αρτηση τη̋ ακτ�ινα̋ r απ�ο κ�αποιο κ�εντρο και οι ισο1αρε�ι̋, οι ισ�ο-
πυκνε̋ και οι ισοδυναµικ�ε̋ επιφ�ανειε̋ ε�ιναι σφαιρικ�α κελ�ηφη, �οπω̋ το εσωτερικ�ο των κρεµµυδι£ων.
Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση η (6) πα�ιρνει τη µορφ�η :

d

dr

(

r2

ρ

dp

dr

)

= −4πGr2ρ . (7)

Aν ολοκληρ£ωσουµε την (7) απο το αρχ�η, r = 0, µ�εχρι την ακτ�ινα r, κ�ανοντα̋ χρ�ηση τη̋ συνοριακ�η̋
συνθ�ηκη̋ dp/dr = 0 στο r = 0, δηλαδ�η �οτι δεν ασκε�ιται δ�υναµη απ�ο τη π�ιεση στο κ�εντρο του �αστρου,
δι�οτι στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ στο κ�εντρο η δ�υναµη απ�ο την π�ιεση θα�επρεπε να εξισορροπε�ιται απ�ο
τη βαρυτικ�η δ�υναµη, η οπο�ια �οµω̋ ε�ιναι µηδενικ�η στο κ�εντρο, καταλ�ηγουµε στη σχ�εση υδροσταστικ�η̋
ισορροπ�ια̋ σε �ενα σφαιρικ�ο �αστρο :

dp

dr
= −ρg(r)
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�οπου η επιτ�αχυνση τη̋ βαρ�υτητα̋ στην ακτ�ινα r ε�ιναι

g(r) =
Gm(r)

r2

και

m(r) =

∫ r

0

4πr′2ρ(r′)dr′

ε�ιναι η µ�αζα που περικλε�ιεται στη ακτ�ινα r.
Η παραπ�ανω σχ�εση µα̋ επ�ιτρ�επει να εκτµ�ησουµε τη τ�αξη µεγ�εθου̋ τη̋ π�ιεση̋ στο κ�εντρο εν�ο̋

�αστρου µ�αζα̋M και πεπερασµ�ενη̋ ακτ�ινα̋R. Αν θ�εσουµε �οτι η πυκν�οτητα ε�ιναι τ�αξη̋ rho ∼ M/R3

και η επιτ�αχυνση τη̋ βαρ�υτητα̋ g ∼ GM/R2 στο κ�εντρο του �αστρου η κεντρικ�η π�ιεση πρ�επει να ε�ιναι
τ�αξη̋ :

p ∼
GM2

R4
.

Για να προσδιορ�ισουµε �οµω̋ επακρι1£ω̋ τη κατανοµ�η τη̋ π�ιεση̋ και τη̋ πυκν�οτητα̋ πρ�επει να ει-
σ�αγουµε κ�αποια καταστατικ�η εξ�ισωση. Για το εσωτερικ�ο ουραν�ιων σωµ�ατων η πολυτροπικ�η εξ�ισωση

p = Kρ1+1/n , (8)

µε πολυτροπικ�ο δε�ικτη n ≥ 0, �οδηγε�ι σε ικανοποιητικ�η περιγραφ�η τη̋ καταστατικ�η̋ εξ�ισωση̋ στο
εσωτερικ�ο των �αστρων και πλανητ£ων (αλλ�α και �αλλων ουραν�ιων σωµ�ατων π.χ. γαλαξι£ων, δ�ισκων
προσα�υξηση̋, κ.λ.π.). Το εσωτερικ�ο των εξωτερικ£ων πλανητων (∆�ια̋, Κρ�ονο̋, Ουραν�ο̋, Ποσε�ιδ£ω-
να̋) που αποτελο�υνται κυρ�ιω̋ απ�ο ρευστ�ο υδρογ�ονου και �ηλιου περιγρ�αφεται µε τη παραπ�ανω σχ�εση
µε πολυτροπικ�ο δε�ικτη n = 1, εν£ω λευκο�ι ν�ανοι µικρ�η̋ σχετικ�η̋ µ�αζα̋ περιγρ�αφονται µε n = 3/2 και
ερυθρο�ι γ�ιγαντε̋ µε n = 3. Η περ�ιπτωση n = 0 περιγρ�αφει την περ�ιπτωση οµογεν£ων σωµ�ατων µε
σταθερ�η πυκν�οτητα �οπω̋ συµ1α�ινει σε µικρο�υ̋ πλαν�ητε̋ �οπω̋ ο Ερµ�η̋. Με την πολυτροπικ�η κα-
ταστατικ�η σχ�εση η κατανοµ�η τη̋ π�ιεση̋ �η πυκν�οτητα̋ στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ (7) ικανοποιε�ι την
εξ�ισωση Lane-Emden για την οπο�ια αναπτ�υχθηκε �οµορφη θεωρ�ια (βλ. Chandrasekhar : Stellar Struc-
ture).

∆�υο ειδικ�ε̋ περιπτ£ωσει̋ για τι̋ οπο�ιε̋ προκ�υπτει λ�υση σε κλειστ�η µορφ�η αξ�ιζει να αναφερθο�υν.
Στην περ�ιπττωση που n = 0 και η πυκν�οτητα ε�ιναι σταθερ�η, ρ = ρ0, η κατανοµ�η τη̋ π�ιεση̋ ε�ιναι

p =
2

3
πGρ2

0(R
2
− r2) ,

�οπου r = R ε�ιναι η ακτ�ινα τη̋ εξωτερικ�η̋ επιφ�ανεια̋ του πλαν�ητη. Η η συνολικ�η µ�αζα του πλαν�ητη
ε�ιναιM = 4πρ0R

3/3 οπ�οτε η κεντρικ�η π�ιεση ε�ιναι

p(0) =
3

8π

GM2

R4
.

Η τιµ�η αυτ�η ε�ιναι σ�υµφωνη µε την πρ£ωτη εκτ�ιµηση στην οπο�ια ε�ιχαµε καταλ�ηξει.
Στη περ�ιπτωση που n = 5 η κατανοµ�η τη̋ π�ιεση̋ ε�ιναι

p = Kρ6/5 =
27a3K5/2

(2πG)3/2(a2 + r2)3
,

και εν£ω το σ£ωµα �εχει �απειρε̋ διαστ�ασει̋ (πουθεν�α δεν µηδεν�ιζεται η π�ιεση �η η πυκν�οτητα) η συνολικ�η
µ�αζα ε�ιναι πεπερασµ�ενη.
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2 Η αρχ�η του Αρχιµ�ηδη

Σ�υµφωνα µε την αρχ�η του Αρχιµ�ηδη �οταν �ενα σ£ωµα εµ1απτ�ιζεται πλ�ηρω̋ �η µερικ£ω̋ σε �ενα οµογε-
ν�ε̋ ρευστ�ο στο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋, η �ανωση που ασκε�ιται στο σ£ωµα αυτ�ο ε�ιναι �ιση µε το β�αρο̋
του εκτοπιζοµ�ενου υγρο�υ (να βρεθε�ι η αρχικ�η διατ�υπωση).
Θα αποδε�ιξουµε µ�ια γενικευµ�ενη αρχ�η Αρχιµ�ηδη σε �ενα γενικ�ο ρευστ�ο σε ισορροπ�ια. Υποθ�εστε

�οτι �ενα σ£ωµα �ογκου V και εξωτερικ�η̋ επιφανε�ια̋ A εµ1απτ�ιζεται σε �ενα ρευστ�ο και �οτι το σ£ωµα και
το περι1�αλλον ρευστ�ο βρ�ισκονται σε ισορροπ�ια. Η συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται απ�ο το ρευστ�ο στο
σ£ωµα ε�ιναι

−

∫

A

p~ndS ,

�οπου ~n το µοναδια�ιο δι�ανυσµα νε διε�υθυνση την �εξωθεν κ�αθετο στην επιφ�ανεια. Υποθ�ετουµε �οτι στο
ρευστ�ο και το σ£ωµα ασκε�ιται ανα µον�αδα µ�αζα̋ η συντηρητικ�η δ�υναµη F = −∇Φ. Στη κατ�ασταση
ισορροπ�ια̋ το πεδ�ιο τη̋ π�ιεση̋ ικανοποιε�ι τη συνθ�ηκη ισορροπ�ια̋ (2) και οι ισοδυναµικ�ε̋ επιφ�ανειε̋
ε�ιναι και ισο1αρε�ι̋ και ισ�οπυκνε̋. Οι ισοδυναµικ�ε̋ επιφ�ανειε̋ τη̋ Φ µπορο�υν νοερ�α να επεκταθο�υν
στην περιοχ�η που καταλαµ1�ανεται τ£ωρα απ�ο το σ£ωµα και να προσδιορισθε�ι µε αυτ�ον τον τρ�οπο και
η πυκν�οτητα του ρευστο�υ (που ε�ιναι σταθερ�η επ�ι αυτ£ων) που αν καταλ�αµ1ανε το χ£ωρο που καταλαµ-
1�ανει τ£ωρα το σ£ωµα θα οδηγο�υσε σε ισορροπ�ια του ρευστο�υ. Η συνολικ�η δ�υναµη που θα ασκε�ιτο στο
ρευστ�ο αν καταλαµ1ανε το χ£ωρο του σ£ωµατο̋ ε�ιναι

−

∫

V

ρ∇ΦdV

�οπου ρ η πυκν�οτητα του ρευστο�υ και V ο �ογκο̋ ´ρευστο�υ που καταλαµ1�ανει το σ£ωµα. Αυτ�η η δ�υναµη
εξισορροπε�ιται απ�ο τη συνολικ�η δ�υναµη π�ιεση̋ που ασκε�ιται στην επιφ�ανεια του �ογκου η οπο�ια ε�ιναι
�η �ιδια ε�ιτε το σ£ωµα υπ�αρχει ε�ιτε δεν υπ�αρχει. 1. Συνεπ£ω̋ η �ανωση στο σ£ωµα θα ε�ιναι

−

∫

V

ρ~FdV =

∫

V

ρ∇ΦdV .

Αυτ�η ε�ιναι η αρχ�η του Αρχιµ�ηδη.
Ω̋ παρ�αδειγµα θεωρ�ηστε �ενα µη οµογεν�ε̋ ρευστ�ο που περιστρ�εφεται στο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υ-

τητα̋ στη κατακ�ορυφη διε�υθυνση z και περιστρ�εφεται περ�ι το κατακ�ορυφο �αξονα. Το δυναµικ�ο στη
περ�ιπτωση αυτ�η ε�ιναι :

Φ = gz −
1

2
Ω2(x2 + y2)

�οπου R =
√

x2 + y2 ε�ιναι η απ�οσταση απ�ο τον �αξονα περιστροφ�η̋. Οι ισοδυναµικ�ε̋ επιφ�ανειε̋ ε�ιναι
παρα1ολοειδ�η εκ περιστροφ�η̋. Στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ η π�ιεση και η πυκν�οτητα ε�ιναι σταθερ�η
επ�ι των παρα1ολειδ£ων αυτ£ων επιφανει£ων.
Α̋θεωρ�ησουµε τ£ωρα �οτι �ενα σφαιρικ�ο σ£ωµα οµογενο�υ̋ πυκν�οτητα̋ εµ1απτ�ιζεται στο ρευστ�ο αυτ�ο

και �οτι ισορροπε�ι σε αυτ�ο - δεν �εχει σχετικ�η κ�ινηση ω̋ προ̋ το περιστρεφ�οµενο αυτ�ο ρευστ�ο. Εγε�ιρε-
ται το ερ£ωτηµα : µπορε�ι η �ανωση που δ�εχεται το σ£ωµα αυτ�ο να εξισορροπ�ισει τη δ�υναµη (βαρυτικ�η
και κεντρ�οφυγο) που ασκε�ιται στο σ£ωµα αυτ�ο, και ε�αν να�ι σε ποι�ε̋ θ�εσει̋ του σ£ωµατο̋ ε�ιναι αυτ�ο
δυνατ�ο. Ε�ιναι εµφαν�ε̋ �οτι το σ£ωµα αυτ�ο δεν µπορε�ι να ισορροπ�ισει εκτ�ο̋ αν τοπθετηθε�ι συµµετρικ�α
γ�υρω απ�ο τον �αξονα περιστροφ�η̋. ∆ι�οτι οι ισ�οπυκνε̋ λ�ογω του φυγοκεντρικο�υ δυναµικο�υ κλ�ινουν
προ̋ τα π�ανω οπ�οτε η φυγ�οκεντρο̋ δ�υναµη

∫

V

ρ
1

2
Ω2

∇(x2 + y2)dV

1�Εδ£ω γ�ινεται η παραδοχ�η �οτι οι µοριακ�ε̋ δυν�αµει̋ ε�ιναι µικρο�υ βεληνεκο�υ̋, οπ�οτε η π�ιεση που προκ�υπτει δεν επη-
ρε�αζεται απ�ο την �υπαρξη του σ£ωµατο̋. Αν οι µοριακ�ε̋ δυν�αµει̋ �ηταν µεγ�αλου βεληνεκο�υ̋ τ�οτε δεν θα �ισχυε η αρχ�η του
Αρχιµ�ηδη. Π.χ. θεωρ�ηστε �ενα αγ£ωγιµο φορτισµ�ενο ρευστ�ο το οπο�ιο διατρ�εχεται απ�ο ρε�υµατα τα οπο�ια προκαλο�υν µα-
γνητικ�α πεδ�ια. Οι µαγνητικ�ε̋ δυν�αµει̋ ε�ιναι µεγ�αλου βεληνεκο�υ̋ και η δ�υναµη που θα ασκηθε�ι σε �ενα µονωτ�η δεν ισο�υται
µε τη δ�υναµη που ασκε�ιται αν στη θ�εση του µονωτ�η �ηταν το ρευστ�ο.
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ε�ιναι µεγαλ�υτερη στο ρευστ�ο παρ�α σε �ενα οµογεν�ε̋ σφαιρ�ιδιο �ιδια̋ µ�αζα̋ µε το ρευστ�ο που εκτιπ�ιζει.
Συνεπ£ω̋ αν αφ�ησουµε �ενα οµογεν�ε̋ σφαιρ�ιδιο σε κ�αποιο σηµε�ιο εκτ�ο̋ του �αξονα συµµετρ�ια̋ θα το
δο�υµε να “κοιλ�αει" επ�ι εν�ο̋ παρα1ολοειδο�υ̋ προ̋ τον �αξονα συµµετρ�ια̋. Το �ιδιο θα συν�ε1αινε αν το
σφαιρ�ιδιο βρισκ�οταν στην ελε�υθερη επιφ�ανεια του ρευστο�υ.
Απ�ο την �αλλη πλευρ�α �αν η σφα�ιρα �ηταν ανοκοιογενο�υ̋ πυκν�οτητα̋, π�εστε �οτι �ηταν βαρ�υτερη στο

�ενα �ακρο τη̋, τ�οτε ε�ιναι δυνατ�ον η κεντρ�οφυγο̋ να ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο αυτ�η του ρευστο�υ και η
σφα�ιρα να καταλ�ηξει στο το�ιχωµα του περιστριφ�οµενου δοχε�ιου.

�Ασκηση 1. Εξετ�αστε πω̋ θα ισορροπ�ισει �ενα̋ σφαιρικ�ο̋ φελ�ο̋ στην επιφ�ανεια εν�ο̋ περιστρεφ�οµενου ποτηριο�υ που ΑΣΚΗΣΕΙΣ
περι�εχει νερ�ο.

�Ασκηση 2. �Ενα κλειστ�ο δοχε�ιο που περι�εχει νερ�ο περιστρ�εφεται µε σταθερ�η γωνιακ�η ταχ�υτητα Ω γ�υρω απ�ο �ενα
οριζ�οντιο �αξονα. ∆ε�ιξτε �οτι οι ισο1αρε�ι̋ ε�ιναι κυκλικ�ε̋ κυλινδρικ�ε̋ επιφ�ανειε̋ µε κοιν�ο �αξονα στο �υψο̋ g/Ω2 π�ανω απ�ο
τον �αξονα περιστροφ�η̋.

�Ασκηση 3. Υπολογ�ιστε την π�ιεση στο κ�εντρο σφαιρικο�υ �αστρου πυκν�οτητα̋ ρ(r) = ρ0(1 − βr2). ∆ε�ιξτε �οτι η µ�εση
πυκν�οτητα σε αυτ�ο το �αστρο ε�ιναι διπλ�ασια τη̋ πυκν�οτητα̋ στην επιφ�ανεια του �αστρου και �οτι η π�ιεση στο κ�εντρο ε�ιναι
κατ�α 13/6 µεγαλ�υτερη απ�ο τη κεντρικ�η π�ιεση εν�ο̋ αστρου �ιδια̋ µ�αζα̋ αλλ�α οµογενο�υ̋ πυκν�οτητα̋.
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