
Παράδειγµα 3ο: Τέλος, προκειµένου να φανεί η δύναµη και η ευρύτητα της 
Λαγκρανζιανής θεώρησης, θα εξετάσουµε ένα µη µηχανικό πεδίο: το 
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο δίχως την ύπαρξη φορτίων.  

Προτού προβούµε όµως στην κατασκευή της Λαγκρανζιανής του 
ηλεκτροµαγνητικού πεδίου, το οποίο όπως γνωρίζουµε είναι ένα σχετικιστικό πεδίο 
(είναι µάλιστα το πεδίο εκείνο που έδωσε το έναυσµα για τη διαµόρφωση της 
σχετικιστικής µηχανικής) θα µελετήσουµε µια γενική αρχή που ισχύει για κάθε 
σχετικιστικό σύστηµα. Συγκεκριµένα η δράση ενός σχετικιστικού συστήµατος πρέπει 
να είναι µια αναλλοίωτη από αδρανειακό σε αδρανειακό σύστηµα συνάρτηση. Αν δεν 
συνέβαινε αυτό τότε η τιµή της και εποµένως η στασιµότητα αυτής θα άλλαζε από το 
ένα αδρανειακό σύστηµα στο άλλο. Εξάλλου η δράση, όπως και η Λαγκρανζιανή 
πυκνότητα είναι βαθµωτά µεγέθη, και προκειµένου να µείνουν τέτοια στη 
σχετικιστική θεώρηση δεν µπορεί παρά να είναι σταθερές ποσότητες (όλα τα φυσικά 
µεγέθη στη σχετικότητα είναι είτε σταθερές ποσότητες, είτε τετρανύσµατα, είτε 
γενικά τανυστές ανώτερης τάξης). 

Για να γίνει πιο κατανοητό αυτό ας εξετάσουµε την περίπτωση ενός ελεύθερου 
σχετικιστικού σωµατιδίου µε µάζα ηρεµίας m. Η δράση γραµµένη σε συναλλοίωτη, 
όπως λέγεται µορφή, δηλαδή ανεξάρτητη από το αδρανειακό σύστηµα όπου γίνονται 
οι µετρήσεις θα έχει τη µορφή 
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όπου τ ο ιδιόχρονος του σωµατιδίου. Γνωρίζουµε όµως ότι ( ) dtxd
2

1 !"−=τ , όπου 
θεωρήσαµε την ταχύτητα του φωτός µονάδα. Η L σύµφωνα µε τα προλεγόµενα 
πρέπει να είναι µια σταθερά, που για διαστατικούς λόγους επιλέγουµε να είναι 

mL −=  (το – πρόσηµο έχει τοποθετηθεί ώστε η φυσική διαδροµή να καθιστά τη 
δράση ελάχιστη και όχι µέγιστη). Σε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα (για το οποίο θα 
χρησιµοποιήσουµε τονούµενες ποσότητες) το οποίο κινείται ως προς το πρώτο µε 
ταχύτητα V η δράση θα είναι (για να απλοποιήσουµε τις πράξεις θα θεωρήσουµε το 
µονοδιάστατο ανάλογο του προβλήµατος): 
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ακριβώς ή ίδια δηλαδή µε αυτήν του πρώτου συστήµατος. Εδώ φαίνεται και το 
γεγονός ότι οποιαδήποτε άλλη επιλογή για τη Λαγκρανζιανή εκτός της σταθεράς θα 
οδηγούσε σε διαφορετική δράση στο τονούµενο σύστηµα αναφοράς. 

Καθοδηγούµενοι από το παραπάνω παράδειγµα για να γράψουµε τη 
Λαγκρανζιανή πυκνότητα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου θα ψάχναµε να βρούµε τις 
βαθµωτές και άρα αναλλοίωτες ποσότητες που µπορεί να κατασκευάσει κανείς για το 
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. Το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο περιγράφονται 
απόλυτα ικανοποιητικά στη σχετικότητα από έναν αντισυµµετρικό τανυστή δευτέρας 
τάξης (που αλλού εξάλλου θα µπορούσαν να χωρέσουν οι έξι αλληλοεπηρεαζόµενες 
συνιστώσες του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου), τον µ,νν,µ ΑΑF −=µν , όπου 

µε τη συντοµογραφία ν,  εννοούµε νx∂
∂ [µε xxxxtx !== ),,(, 3210 ], και οι 4 

ποσότητες µΑ  είναι οι συνιστώσες του τετρανύσµατος του δυναµικού: φ=Α0 , και 

),,( 321 ΑΑΑ  είναι το αντίθετο του γνωστού ανυσµατικού δυναµικού A
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στροβιλισµός του οποίου δίνει το µαγνητικό πεδίο. Οι µοναδικές βαθµωτές 
ποσότητες που µπορεί να κατασκευάσει κανείς µε έναν τανυστή δεύτερης τάξης είναι 
οι ακόλουθες: a

aF , µν
µνFF , µνκλ

κλµνε FF , όπου ο τανυστής ε στην τελευταία 
ποσότητα είναι ο πλήρως αντισυµµετρικός τανυστής τέταρτης τάξης (παρόµοιος µε 
τον ijkε  που έχουµε µάθει να χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό εξωτερικών 
γινοµένων). Δεν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι η πρώτη ποσότητα όσον αφορά 
αντισυµµετρικούς τανυστές είναι εκ ταυτότητας µηδέν (πρόκειται για το ίχνος ενός 
αντισυµµετρικού πίνακα). Εποµένως η Λαγκρανζιανή πυκνότητα του 
ηλεκτροµαγνητικού πεδίου θα πρέπει στη γενικότερη µορφή της να είναι 

µνκλ
κλµν
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µν ε FFbFaFHM +=ℓ , 

µε a, b καθαρούς αριθµούς. Οι εξισώσεις Euler-Lagrange, θεωρώντας ως πεδίο το 
ρA θα έχουν τη µορφή: 
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Η σχετικιστική περιγραφή όµως αντιµετωπίζει το χώρο και το χρόνο ως αδιαχώριστες 
συνιστώσες του ενιαίου χωρόχρονου, εποµένως θα ήταν πιο πρέπον και στην πράξη 
πιο οικονοµικό να γράφουµε: 
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Ο δεύτερος και πιο πολύπλοκος όρος της Λαγκρανζιανής πυκνότητας που γράψαµε 
παραπάνω, δίνει όταν µπει στη µηχανή παραγωγίσεων της εξίσωσης Euler-Lagrange 
ταυτοτικά µηδέν (η απόδειξη αυτού είναι µια καλή και επίπονη άσκηση σε δείκτες ). 
Συνεπώς δεν προσφέρει κάποια φυσική, σχετικά µε την περιγραφή του πεδίου, ο όρος 
αυτός. Τέλος ο πρώτος όρος ο οποίος είναι και η σωστή Λαγκρανζιανή πυκνότητα 
του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου οδηγεί µετά την εφαρµογή των εξισώσεων Euler-
Lagrange επάνω της στη γνωστή κυµατική εξίσωση για το φως (γενικά για το 
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο) 
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Προσπαθήστε να καταλήξετε στην κυµατική αυτή εξίσωση εκτελώντας τις 
παραγωγίσεις.  

 
Άσκηση: Κατ’ αναλογία µε τη γενικευµένη ορµή των απλών µηχανικών συστηµάτων 
γράψτε την ορµή του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. 
 
 

                                                             
1 Θα πρέπει απλώς να επιβάλλει κανείς τη συνθήκη βαθµονόµησης µ

µ
,A =0 (τη επονοµαζόµενη 

βαθµονόµηση Lorentz) για να καταλήξει κανείς στην παραπάνω απλή κυµατική εξίσωση. 


