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Μηχανική ΙI  
 

Κατασκευή Λαγκρανζιανής συνάρτησης πεδίων 
 

Μάθαµε µέχρι στιγµής πώς να κατασκευάζουµε τη Λαγκρανζιανή ενός 
µηχανικού συστήµατος το οποίο αποτελείται από πεπερασµένο πλήθος µηχανικών 
µερών, υπολογίζοντας την κινητική ενέργεια του καθενός καθώς και τη δυναµική 
ενέργεια εξαιτίας της µεταξύ τους αλληλεπίδρασης ή εξαιτίας κάποιου εξωτερικού 
πεδίου. Θα δούµε στη συνέχεια πως µπορούµε να κατασκευάσουµε τη Λαγκρανζιανή 
ενός συνεχούς µέσου ή όπως θα έλεγε κανείς στη γλώσσα της φυσικής ενός πεδίου. 
Το πεδίο αυτό θα µπορούσε να είναι η εγκάρσια αποµάκρυνση ενός κοµµατιού της 
χορδής µιας κιθάρας καθώς αυτή πάλλεται, η πυκνότητα ενός αέρα καθώς διαδίδεται 
µέσω αυτού ένα ηχητικό κύµα, η ταχύτητα των αερίων µαζών της ατµόσφαιρας της 
υδρογείου, ή ακόµη τα ηλεκτρικά και τα µαγνητικά πεδία µέσα σε ένα φούρνο 
µικροκυµάτων καθώς αυτός ψήνει ένα λουκάνικο. Από τα προαναφερθέντα 
παραδείγµατα αντιλαµβάνεται κανείς ότι το πεδίο µπορεί να περιγράφεται από ένα 
µονόµετρο µέγεθος, ένα διανυσµατικό µέγεθος, ή ακόµη γενικότερα ένα τανυστικό 
µέγεθος. Επίσης το µονόµετρο (ή διανυσµατικό ή οτιδήποτε άλλο) αυτό µέγεθος θα 
πρέπει να είναι συνάρτηση της θέσης και του χρόνου: ,. Δεν µπορεί λοιπόν η 
Λαγρανζιανή ενός πεδίου παρά να είναι το ολοκλήρωµα σε ολόκληρο το χώρο, όπου 
απλώνεται το πεδίο, µιας Λαγκρανζιανής πυκνότητας: 
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πυκνότητα  πρέπει, κατ’ αναλογία µε τη Λαγκρανζιανή των µηχανικών 
συστηµάτων, να είναι συνάρτηση του πεδίου και των µεταβολών αυτού µε τη θέση 
και το χρόνο:   
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 x ,t( )( ). Μέσα στη Λαγκρανζιανή αυτή πυκνότητα 

 κρύβεται όµως όλη η δυναµική του πεδίου, όπως ακριβώς µέσα στη Λαγκρανζιανή 
ενός µηχανικού συστήµατος κρύβεται η δυναµική που διέπει την κίνησή του. 

Ας εξετάσουµε πώς προκύπτουν οι εξισώσεις «κίνησης» του πεδίου ⎯το 
αντίστοιχο δηλαδή των εξισώσεων Euler-Lagrange⎯ από την αρχή ελάχιστης δράσης 
εφαρµοζόµενης στο πεδίο. Αν το πεδίο εξελίσσεται µε την πάροδο του χρόνου 
φυσικά, σύµφωνα µε τη συνάρτηση , τότε µια µικρή µεταβολή αυτής θα 
πρέπει να επιφέρει αλλαγή στη δράση δεύτερης τάξης σε σχέση µε το µέγεθος της 
µεταβολής του πεδίου. Δηλαδή: 

, 

όπου 

  

€ 

 = ( ˜ φ +εη, ˜ ˙ φ +ε ˙ η ,
 
∇ ( ˜ φ +εη)) = ˜  +ε η ∂

∂φ
+ ˙ η 

∂
∂ ˙ φ 

+
 
∇ η( )⋅ ∂

∂
 
∇ φ( )

⎛ 

⎝ 
⎜ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
⎟ . 

Με τον όρο , εννοούµε απλά το διάνυσµα µε i-στη συνιστώσα το  . 



Για να καθίσταται λοιπόν στάσιµη η δράση θα πρέπει το ολοκλήρωµα  

 

να είναι εκ ταυτότητας µηδέν και µάλιστα για οποιαδήποτε επιλογή της συνάρτησης 
παραλλαγής του πεδίου η. Η µόνη απαίτηση για τη συνάρτηση η είναι, όπως και στα 
διακριτά µηχανικά συστήµατα, να µηδενίζεται στα άκρα, δηλαδή στο σύνορο τού υπό 
ολοκλήρωση όγκου την αρχική και την τελική χρονική στιγµή:  

. 
Επαναλαµβάνοντας για άλλη µια φορά το συνηθισµένο τρυκ: 
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τα πρώτα ολοκληρώµατα στο δεξιό σκέλος των δύο παραπάνω σχέσεων 
εξαφανίζονται εξαιτίας των συνοριακών ιδιοτήτων της η (το πρώτο λόγω των 
χρονικών συνοριακών συνθηκών, ενώ το δεύτερο µέσω του θεωρήµατος Stokes λόγω 
των χωρικών συνοριακών συνθηκών). Εποµένως θα πρέπει για κάθε η, που 
ικανοποιεί τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες να είναι  

=0 

δηλαδή  

0. 

Αυτή είναι η εξίσωση Euler-Lagrange που περιγράφει τη δυναµική εξέλιξη του 
πεδίου. Αν το πεδίο δεν περιγράφεται από κάποιο µονόµετρο µέγεθος αλλά από 
κάποιο εν γένει τανυστικό µέγεθος η παραπάνω σχέση θα πρέπει να ικανοποιείται για 
κάθε συνιστώσα αυτού. 
 
Παράδειγµα 1ο: Έστω  η εγκάρσια αποµάκρυνση (υποθέτουµε ότι συµβαίνει σε 
ένα µόνο επίπεδο) κάθε τµήµατος µιας παλλόµενης χορδής κιθάρας (προσέξτε ότι η 

 είναι συνάρτηση µίας µόνο χωρικής µεταβλητής, της x). Όπως έχουµε ήδη 
διαπιστώσει το δυσκολότερο µέρος ενός προβλήµατος στη Λαγκρανζιανή θεώρηση 
είναι η κατασκευή της Λαγκρανζιανής, εδώ της Λαγκρανζιανής πυκνότητας, εφόσον 
πρόκειται περί πεδίου. Η εφαρµογή στη συνέχεια της εξίσωσης Euler-Lagrange είναι 
τετριµµένη και µας παρέχει άµεσα τις εξισώσεις κίνησης. 

Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα του 
προβλήµατός µας θα είναι η διαφορά της 
πυκνότητας της κινητικής ενέργειας µείον 
την πυκνότητα της δυναµικής ενέργειας. 
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όπου T η τάση µε την οποία είναι τεντωµένη η χορδή. Εφαρµόζοντας τώρα την 
εξίσωση Euler-Lagrange στην Λαγκρανζιανή πυκνότητα που κατασκευάσαµε 

 παίρνουµε: 

 

Δηλαδή καταλήγουµε στην κυµατική εξίσωση για µια χορδή 
, 

όπου  η ταχύτητα διάδοσης µιας κυµατικής διαταραχής στη χορδή. Το ότι 

η παραπάνω διαφορική εξίσωση περιγράφει ένα κύµα µπορείτε να το διαπιστώσετε 
εύκολα αν δοκιµάσετε στη θέση της  µια συνάρτηση της µορφής , η οποία 
προφανώς περιγράφει τη διάδοση ενός κύµατος προς τα αριστερά (+) ή τα δεξιά (-) 
κατά µήκος της χορδής µε ταχύτητα u. Όσο για την ακριβή µορφή της συνάρτησης 
αυτό εξαρτάται από το πώς τράβηξε αρχικά ο κιθαριστής τη χορδή. 

Αν δεν είχαµε θέσει τον περιορισµό να κινείται η χορδή σε ένα µόνο επίπεδο, η 
τελική µας διαφορική κυµατική εξίσωση θα ίσχυε για κάθε εγκάρσια συνιστώσα της 
αποµάκρυνσης χωριστά. 
 

 


