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Εσωτερικά γινόµενα διανυσµάτων – µέτρο διανύσµατος- ορθογώνια διανύσµατα 
 

Έστω ένας διανυσµατικός χώρος V, στο πεδίο των µιγαδικών αριθµών. Τα στοιχεία του διανυσµατικού 
χώρου είναι τα διανύσµατα1 x που προσδιορίζονται, αν επιλεγεί κάποια βάση, από τις n συντεταγµένες 

του xk,  k = 1,….,n και γράφονται υπό µορφή πίνακα ως µία κολώνα: .  Το ανάστροφο του 

διανύσµατος είναι η σειρά .  Το ερµιτιανό ανάστροφο διάνυσµα συµβολίζεται 

και ως  , δηλαδή  . Τα διανύσµατα κολώνες, ακολουθόντας τον Dirac συµβολίζονται 
και σαν  κετ:  |x>, ενώ  τα ερµιτιανά ανάστραφα  ως µπρα <x|, έτσι ώστε το αντικείµενο <x|x>, που 
είναι όπως θα δούµε το Ευκλείδιο µέτρο, να λέγεται µπράκετ που σηµαίνει αγγύλη στα αγγλικά. 
 
Έστω ότι έχει επιλεγεί µία βάση στο διανυσµατικό χώρο. Η βάση αποτελείται από τα  n  διανύσµατα 
Xα.. Κάθε διάνυσµα Xα παρίσταται από µία κολώνα. Τότε κάθε διάνυσµα  z στο χώρο µπορεί να 

αναλυθεί στη βάση Xα:  . Θα µας είναι χρήσιµο αργότερα να παρατηρήσουµε ότι η 

σχέση αυτή µπορεί να γραφεί υπό µορφή πινάκων ως :  , όπου   ο πίνακας που έχει ως 
κολώνες τα διανύσµατα της βάσης :  

€ 

X = X1  X n[ ]  και  το διάνυσµα των συντελεστών: 

.  

 
Άσκηση: Επαληθεύστε τη σχέση αυτή. 
 
 
Για να εισάγουµε την έννοια του µέτρου και της γωνίας µεταξύ διανυσµάτων πρέπει να εφοδιάσουµε 
τον διανυσµατικό χώρο µε  τη πράξη του εσωτερικού γινοµένου. 
 
Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων x, y  ορίζεται ο αριθµός (x,y) που  ικανοποιεί τις ιδιότητες: 
α) (x + y , z) = (x, z) + (y, z) , για κάθε διάνυσµα x, y, z. 
β)  (λx, y) = λ*(x, y) , για κάθε µιγαδικό αριθµό λ (λ* ο συζυγής).  
γ) (x, y) = (y, x)* 
δ) (x,x) > 0 εάν x   ( δηλαδή το εσωτερικό γινόµενο διανύσµατος µε τον εαυτό του ορίζει θετικό 
αριθµό).  
 
Άσκηση: Από αυτές τις ιδιότητες αποδείξτε ότι εάν x=0, τότε  (x, y)=0 για κάθε y. Αλλά και 
αντιστρόφως αν (x, y)=0 για κάθε  διάνυσµα y τότε θα είναι  x=0. 
 
Με την εισαγωγή του εσωτερικού γινοµένου o διανυσµατικός χώρος γίνεται σαν τον γνώριµο χώρο της 
Ευκλείδειας γεωµετρίας, στον οποίο ορίζονται  µεγέθη και γωνίες. 
 Ορίζουµε το µέτρο ενός διανύσµατος, το οποίο συµβολίζουµε || x ||, τον πραγµατικό αριθµό το 
τετράγωνο του οποίου είναι το (x,x), δηλαδή:  

                                                             
1 Εδώ µε τον όρο διάνυσµα εννοούµε µόνο κάποιο στοιχείο του διανυσµατικού χώρου, δεν 
χρησιµοποιούµε δηλαδή τον φυσικό ορισµό του διανύσµατος, δηλαδή φυσικά µεγέθη που 
µετασχηµατίζονται σε στροφές όπως και οι συντεταγµένες. 



 

. 
 

Επίσης µε την εισαγωγή του εσωτερικού γινοµένου εισάγεται και  η έννοια της ορθογωνιότητας δύο 
διανυσµάτων: 
 δύο διανύσµατα x , y είναι ορθογώνια, ως προς το ορισθέν εσωτερικό γινόµενο, αν  (x , y ) = 0. 

 
Μπορεί να αποδειχθεί ότι το  µέτρο ικανοποιεί τις εξής θεµελιώδεις ιδιότητες: 
α) || λ x || = | λ |  ||  x  ||,  (λ αριθµός, x διάνυσµα).  
β) || x || > 0 εάν  x , 
γ)  | (x,y) |  || x || || y ||,   
δ)  || x + y ||  || x || + || y || 
 
H  ανισότητα γ) είναι η γνωστή ανισότητα Cauchy-Schwartz. Η δ) είναι η  τριγωνική ανισότητα της 
γωµετρίας, η οποία εύκολα προκύπτει από την γ) . 
 
Άσκηση : Δεδοµένης της ανισότητας Cauchy-Schwartz αποδείξτε τη  τριγωνική ανισότητα. 
(Υπόδειξη: αρκεί να παρατηρήσετε ότι  Re (x,y)   |(x,y)| , Re συµβολίζει το πραγµατικό µέρος ενός 
µιγαδικού αριθµού). 
 
‘Ασκηση: Διατυπώστε το πυθαγόρειο θεώρηµα που πρέπει να ισχύει σε ένα διανυσµατικό χώρο 
διαστάσεων, εγοδιασµένο µε κάποιο εσωτερικό γινόµενο και αποδείξτε το. 

 
Απόδειξη της ανισότητας Cauchy-Schwartz: 
Αναλύουµε το διάνυσµα  y  σε διάνυσµα παράλληλο στο x  και στο  z =  y  – x  (y,x) / || x ||2 , που είναι 
κάθετο στο x  (δεν χρειάζεται να εξετάσουµε τη περίπτωση  x = 0 διότι τότε ισχύει η ανισότητα). 
 Πράγµατι (z, x)=0 διότι:  (z, x) = (y , x) – (x, x) (y, x) / || x ||2 = (y, x) – (y, x) = 0.   Eπειδή  || z ||2  0   
προκύπτει  η ανισότητα. Πράγµατι: 
 (z, z) = (y, y) – (y, x)2 / || x ||2 - | (x, y) |2 /  || x ||2  + (y, x)2 /  || x ||2 = (y, y) – |(y, x)|2 / || x ||2   0,  ο.ε.δ. 
Από την απόδειξη φαίνεται ότι η ισότητα ισχύει όταν το z= 0, δηλαδή όταν τα x  και y  είναι 
παράλληλα.  

 
Το εσωτερικό γινόµενο το οποίο θα χρησιµοποιούµε συνήθως είναι το ευκλείδιο εσωτερικό γινόµενο 
που ορίζεται ως: 

 . 
Είναι εύκολο να διαπιστώσετε ότι όλες οι απαιτούµενες ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου 
ικανοποιούνται.  Έστω τώρα ότι έχουµε επιλέξει µία πλήρη ορθοκανονική βάση διανυσµάτων  Χα , 

δηλαδή έχουµε επιλέξει διανύσµατα που ικανοποιούν τις σχέσεις:  , τότε αν 

σχηµατίσω, όπως και προηγουµένως, τον πίνακα που έχει ως κολώνες τα διανύσµατα της βάσης 

  

€ 

X = X1  X n[ ], τότε οι σχέσεις ορθοκανονικότητας γράφονται συνοπτικά ως 

€ 

X +X = I = XX +    , όπου  ο µοναδιαίος πίνακας, και ο ερµιτιανός ανάστροφος πίνακας 
(δηλαδή 

€ 

Xij
+ = X ji

* ). Δηλαδή µία ορθοκανονική βάση σχηµατίζει έναν ορθογώνιο πίνακα, που έχει 

την ιδιότητα ότι 

€ 

X −1

€ 

= X + .  
 
Θα ορίσουµε στη ανάλυση των κανονικών τρόπων ταλάντωσης  το εσωτερικό γινόµενο 

€ 

(y,x) ≡ yi
*Mij x j = y +Mx , 

όπου ένας θετικός πίνακας, δηλαδή ένας πίνακας πραγµατικών στοιχείων, που είναι συµµετρικός 
και έχει την ιδιότητα ότι για όλα τα διανύσµατα   , 

€ 

xi
*Mij x j = x +Mx ≥ 0 .  Σε αυτό το εσωτερικό 

γινόµενο έχουµε µία γενικότερη έννοια ορθογωνιότητας από την συνήθη ορθογωνιότητα της 

Ευκλείδιας γεωµετρίας, δύο διανύσµατα είναι ορθογώνια  όταν . Αυτό εκφράζεται και µε 

τη πρόταση ότι τα διανύσµατα είναι ορθογώνια ως προς τη µετρική . Η Ευκλείδια µετρική 
προφανώς προκύπτει όταν η µετρική είναι ο µοναδιαίος πίνακας. 



 

Άσκηση:  Αποδείξτε ότι το  είναι πραγµατικός αριθµός., και ότι αυτό το εσωτερικό 

γινόµενο ικανοποιεί τις απαιτήσεις ενός εσωτερικού γινοµένου.  
 

Αναπαράσταση ενός πίνακα σε µία ορθοκανονική  βάση 
 

Έστω ότι έχουµε µία ορθοκανονική βάση , µε   

€ 

i =1,,n  και , ως προς κάποιο 

εσωτερικό γινόµενο. Θέλουµε να υπολογίσουµε τα στοιχεία του πίνακα στη βάση αυτή.  Επειδή κάθε 
διάνυσµα προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός της βάσης το διάνυσµα  θα µπορεί να αναπτυχθεί 
ως 

€ 

Axi = Akixk
k=1

n

∑ . 

Τα στοιχεία  είναι η αναπράσταη του πίνακα στη βάση . Επειδή όµως η βάση είναι 

ορθοκανονική έχω ότι 

€ 

Aki = (xk,Axi) . 
 

 
Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα συµµετρικού πραγµατικού πίνακα 

 
Έστω ένας  ( n x n )  πίνακας Α, που ορίζει ένα γραµµικό µετασχηµατισµό του διανυσµατικού χώρου 
στον εαυτό του. Το διάνυσµα  x  είναι ιδιοδιάνυσµα (ή χαρακτηριστικό διάνυσµα) του Α αν  

Α x = λ x . 
To λ είναι η ιδιοτιµή του Α που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα x.  Τα ιδιοδιοανύσµατα είναι τα ειδικά 
διανύσµατα που παραµένουν αναλλοίωτα  στον µετασχηµατισµό.  Οταν δηλαδή εφορµόζουµε τον 
µετασχηµατισµό στα διανύσµατα αυτά το αποτέλεσµα είναι κάποιο πολλαπλάσιο διάνυσµα. Ο 
µετασχηµατισµός αφήνει δηλαδή αναλλοίωτο τον µονοδιάστατο υποχώρο που σηµατίζει το 
ιδιοδιάνυσµα, δεν επηρρεάζει δηλαδή την ευθεία που σχηµατίζεται από το ιδιοδιάνυσµα. Με τον τρόπο 
αυτό  τα ιδιοδιανύσµατα µε τις  αντιστοιχούσες ιδιοτιµές των  περιγράφουν τον γραµµικό 
µετασχηµατισµό.  
 
Το πρόβληµα εύρεσης των ιδιοτιµών και ιδιοσυναρτήσεων είναι γενικά  ένα πολύ δύσκολο πρόβληµα. 
Όταν όµως ο γραµµικός µετασχηµατισµός είναι  πίνακας πεπερασµένης διάστασης  οι ιδιοτιµές είναι οι 
ρίζες ενός πολυωνύµου n  βαθµού. Οπότε συνυπολογίζοντας και τη πολλαπλότητα των ριζών θα 
υπάρχουν  n ιδιοτιµές. Αυτό συµβαίνει διότι κάθε ιδιοδιανυσµα πρέπει να ικανοποιεί τις εξισώσεις 

€ 

(A − λI)x = 0 . 
Όπου Ι ο µοναδιαίος πίνακας. Εάν πρόκειται να έχουµε µη τετριµένη λύση τότε απαιτείται ο πίνακας 

€ 

A − λI  να µην είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή για να είναι το x  ιδιοδιάνυσµα θα πρέπει η ιδιοτιµή λ να  
είναι τέτοια ώστε  

€ 

det(A − λI) = 0 , 
δηλαδή πρέπει να είναι µία εκ των ριζών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου 

€ 

det(A − λI) = 0 , που 
είναι ένα πολυώνυµο n  βαθµού.  Έτσι υπολογίζονται οι ιδιοτιµές και επιλύοντας τις γραµµικές 
εξισώσεις Α x = λ x  για κάθε λ τα ιδιοδιανύσµατα. 
 
Γενικά µπορεί να αποδειχθεί ότι  αν όλες οι ιδιοτιµές είναι διαφορετικές τότε θα υπάρχουν και n 
γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Πολλές φορές όµως οι ιδιοτιµές έχουν πολλαπλότητα και ο 
αριθµός των γραµµικών ανεξαρτήτων ιδιοδιανυσµάτων είναι µικρότερος της διάστασης του χώρου.    
Σε αυτή τη περίπτωση τα πράγµατα δυσκολεύουν. 
 
 
  
 
 
 
 
 



Ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε  διαφορετικές ιδιοτιµές είναι γραµµικά ανεξάρτητα 
 
Έστω τα ιδιοδιανύσµατα  και  µε αντίστοιχες ιδιοτιµές , και συνεπώς κάποια ιδιοτιµή 

είναι διάφορη του µηδενός. Έστω ότι . Εάν τα και είναι γραµµικά εξαρτηµένα θα 

οδηγηθούµε σε άτοπο. Εφόσον , θα είναι 

€ 

A(y − ax) = µy − aλx = 0  ή 

€ 

y = a λ
µ
x , και 

συνεπώς , που είναι αντίθετο µε την υπόθεσή µας. 

 
 
Αυτές οι δύσκολες περιπτώσεις εκφυλισµού των ιδιοσυναρτήσεων θα µπορούσαµε όµως να 
υποστηρίξουµε ότι δεν ενδιαφέρουν ενα φυσικό. Ο πίνακας Α είναι πίνακας που αντιστοιχεί σε κάποιο 
φυσικό πρόβληµα και υπάρχει κάποια ανακρίβεια στις τιµές του πίνακα. Αν λάβουµε απειροστά 
διαφορετικές τιµές στα στοιχεία του πίνακα (διαταράσσοντας τις συµµετρίες αν υπάρχουν) τότε 
µπορούµε γενικά να υποθέσουµε ότι όλες οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι 
διαφορετικές και συνεπώς σε αυτές αντιστοιχούν µία πλήρης βάση ιδιοδιανυσµάτων. 
Χρησιµοποιώντας αυτή τη βάση µπορούµε να περιγράψουµε τη συµπεριφορά του φυσικού 
συστήµατος, και στο τέλος να επανέλθουµε στο αρχικό παίρνοντας το όριο των διαταραχών στο µηδέν. 
Εµείς όµως θα περιορισθούµε σε µία κλάση πινάκων στη οποία δεν εµφανίζονται αυτά τα φαινόµενα, 
και υπάρχει πάντοτε µία πλήρης βάση ιδιοσυναρτήσεων, έστω και αν οι ιδιοτιµές είναι πολλαπλές. 
Η κλάση αυτή είναι  πίνακες Α µε πραγµατικά στοιχεία  οι οποίοι είναι συµµετρικοί,  δηλαδή   πίνακες 
που είναι ίσοι µε τον ανάστροφο τους: Α = ΑΤ  (ή µε χρήση δεικτών που έχουν την ιδιότητα Αlk = Akl ). 
Σε πολλά προβλήµατα της µηχανικής καθώς και της κβαντικής µηχανικής  εµφανίζονται πίνακες 
τέτοιας µορφής (στη κβαντική µηχανική όλοι οι τελεστές είναι ερµιτιανοί) . Οι πίνακες αυτοί έχουν 
τρεις σηµαντικές ιδιότητες: 

 
 
 
 

Α) Έχουν πραγµατικές ιδιοτιµές. 
 

 Για να αποδείξουµε αυτή τη πρόταση πολλαπλασιάζουµε την  Α x = λ x µε το x+,  οπότε έχουµε 

. Το  είναι ένας θετικός αριθµός το δε  

λόγω της συµµετρίας του Α και του πραγµατικού των στοιχείων του είναι και αυτό 
πραγµατικό. Πράγµατι: 

€ 

(x +Ax)* = (xi
*Aij x j )

* = xiAij x j
* = xiA jix j

* = x +Ax . Συνεπώς η ιδιοτιµή 
λ που είναι ο λόγος  

€ 

λ =
x +Ax
x +x

, 

πραγµατικών αριθµών είναι και αυτή πραγµατική. Επειδή ο πίνακας είναι πραγµατικός τα 
ιδιοδιανύσµατα µπορούν να ληφθούν πραγµατικά, διότι άλλως το πραγµατικό ή µιγαδικό µέρος του 
ιδιοδιανυσµατος µπορεί να ληφθεί ως ιδιοδιάνυσµα της ιδιοτιµής λ. 

 
Β) Τα ιδιοδιανύσµατα τους σχηµατίζουν µία ορθοκανονική βάση στο ευκλείδιο εσωτερικό 

γινόµενο.   
 
 Ας υποθέσουµε πρώτα ότι δύο διαφορετικές ιδιοτιµές λ1 και λ2 αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσµατα x1 
και x2.  Θα αποδείξουµε ότι τα δύο αυτά ιδιοδιανύσµατα είναι ορθογώνια µεταξύ τους, δηλαδή 

. Πράγµατι αφού , θα είναι 

                                      (1) 

Επειδή  θα είναι και , αφού οι ιδιοτιµές είναι πραγµατικές, ο πίνακας Α 
είναι συµµετρικός και µε πραγµατικά στοιχεία οπότε Α=ΑΤ  και προφανώς ΑΤ=Α+ , και επίσης επειδή 
(ΑΒ)+=Β+Α+ . Συνεπώς, πολλαπλασιάζοντας από τα δεξιά µε τη κολώνα  x1 , έχουµε: 



                                      (2) 
Αφαιρώντας την (1) από την (2) έχουµε: 

. 
Που αποδεικνύει, επειδή οι ιδιοτιµές έχουν υποτεθεί διαφορετικές, ότι τα ιδιοδιανύσµατα που 
αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι ορθογώνια µεταξύ τους. Ταυτοχρόνως αποδείξαµε ότι τα 
ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 
 
Άσκηση : Χρησιµοποιώντας δείκτες αποδείξτε ότι (ΑΒ)+=Β+Α+. Επαναλάβατε τη παραπάνω απόδειξη 
χρησιµοποιώντας δείκτες. 
 
Συνεπώς αν όλες οι ιδιοτιµές είναι διαφορετικές τότε αναγκαστικά τα ιδιοδιανύσµατα που 
αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές σχηµατίζουν µία πλήρη ορθοκανονική βάση. Αυτό το συµπέρασµα 
βασίζεται στο ότι υπάρχουν  διαφορετικές ιδιοτιµές.  
 
Για να βρούµε πόσες ιδιοτιµές έχουµε πρέπει να δούµε πως υπολογίζονται οι ιδιοτιµές. Αυτό είναι 
γενικά ένα πολύ δύσκολο πρόβληµα. Στην περίπτωσή που ο Α είναι ένας πεπερασµένης διάστασης 
πίνακας το πρόβληµα ανάγεται στην  εύρεση των ριζών ενός πολυωνύµου βαθµού   (δεν λέµε ότι 
αυτό είναι απλό πρόβληµα).  Συνεπώς επειδή κάθε πολυώνυµο  βαθµού   έχει  ρίζες 
(υπολογίζοντας και τη πολλαπλότητα  των ριζών) θα υπάρχουν και   ιδιοτιµές.   
 ιδιοδιανύσµατα πρέπει να ικανοποιούν τις   εξισώσεις: 

. 
 
Παραµένει να ασχοληθούµε µε τη περίπτωση πολλαπλών  ιδιοτιµών. Π.χ. ο µοναδιαίος πίνακας στις 
δύο διαστάσεις έχει δύο ίσες µε το 1 ιδιοτιµές, και ως ιδιοδιανύσµατα όλα τα διανύσµατα του χώρου. 
Επειδή ο χώρος που σχηµατίζουν τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα είναι ίσος µε τη πολλαπλότητα της 
ιδιοτιµής, µπορούµε να επιλέξουµε από όλα τα διανύσµατα του χώρου δύο κάθετα ιδιοδιανύσµατα και 
να  τα χρησιµοποιήσουµε ως ορθογώνια βάση.  
Αυτό συµβαίνει γενικότερα όταν έχουµε πολλαπλές ιδιοτιµές.  Έστω λ.χ.  ότι  δύο γραµµικά 
ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα   και    έχουν την ίδια ιδιοτιµή λ, τότε και κάθε γραµµικός 

συνδυασµός  είναι ιδιοδιάνυσµα µε ιδιοτιµή , οπότε µπορούµε να προσδιορίσουµε δύο 

διανύσµατα που είναι κάθετα µεταξύ τους που έχουν την ιδιοτιµή λ. Πράγµατι εάν τα    και   δεν 
είναι ορθογώνια θεωρώ τα διανύσµατα 

 

τα οποία είναι ιδιοδιανύσµατα του Α µε ιδιοτιµή λ και επιλέγω το α ώστε , δηλαδή  

. 

Με τον τρόπο αυτό κατασκεύασα δύο ιδιοδιανύσµατα ,  που έχουν ιδιοτιµή λ και και είναι 

ορθογώνια. Εάν υπήρχε και τρίτο γραµµικά ανεξάρτητο ιδιοδιάνυσµα  που είχε ιδιοτιµή λ, τότε θα 
κατασκεύαζα το διάνυσµα  

 

έτσι ώστε να είναι κάθετο στα προηγούµενα ιδιοδιανύσµατα , . Αυτή η διαδικασία, γνωστή ως 
διαδικασία ορθογωνιοποίησης  Gram-Schmidt, µπορεί προφανώς να επεκταθεί σε οποιοδήποτε αριθµό 
ιδιοδιανυσµάτων που έχουν την ίδια ιδιοτιµή. Εάν δε ο αριθµός των  γραµµικά ανεξαρτήτων 
ιδιοδιανυσµάτων που έχουν την ίδια ιδιοτιµή είναι ίσος µε τη πολλαπλότητα της ιδιοτιµής, τότε  
µπορεί  να κατασκευασθεί µία πλήρης ορθογώνια βάση .   Συνεπώς σε κάθε περίπτωση τα 
ιδιοδιανύσµατα ενός συµµετρικού γραµµικού µετασχηµατισµού µπορούν να ληφθούν ως 
ορθοκανονικά. 
 



Γ) Κάθε ιδιοτιµή πολλαπλότητας  έχει   γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα2 
 

Αν αποδειχθεί αυτή η πρόταση έχει ολοκληρωθεί η περιγραφή των ιδιοδιανυσµάτων και ιδιοτιµών των 
συµµετρικών πινάκων διότι όπως είδαµε µπορούµε να κατασκευάσουµε µία πλήρη ορθοκανονική 
βάση ιδιοδιανυσµάτων.  Έστω ότι υπάρχουν  µόνο  γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα που 
αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ µε . Αυτά τα ιδιοδιανύσµατα µπορούν να ληφθούν χωρίς έλλειψη 
της γενικότητας ως ορθοκανονικά, διότι άλλως θα µπορούσα µε τη διαδικασία Gram-Schmidt να 
κατασκευάσω  ορθοκανονικά ιδιοδιανύσµατα.  Ονοµάζω αυτά τα ορθοκανονικα ιδιοδιανύσµατα  

 
Ο υποχώρος που σχηµατίζουν αυτά τα ιδιοδιανύσµατα έχει διάσταση .  Χρειάζονται άλλα  
διανύσµατα για κατασκευασθεί µία πλήρης βάση. Κατασκευάζω µε τη διαδικασία Gram-Schmidt 

 ορθοκανονικά διανύσµατα   έτσι ώστε η  βάση να επεκταθεί σε πλήρη βάση του χώρου. 
Κατασκευάζω έτσι µία ορθοκανινκή βάση 

, . 

Προσέξτε ότι ενώ τα  είναι ιδιοδιανύσµατα τα  δεν είναι αναγκαστικά ιδιοδιανύσµατα. Ποία 

µορφή παίρνει ο πίνακας  σε αυτή τη βάση; Επειδή τα είναι ιδιοδιανύσµατα και είναι ορθοκανικά 

. 

Δηλαδή ο υποπίνακας  µε  είναι διαγώνιος µε στοιχεία στη διαγώνιο την ιδιοτιµή λ. 

Οµοίως τα στοιχεία του πίνακα  µε   και  είναι τα  

, 

καθώς µηδενικά  είναι τα στοιχεία του πίνακα  µε   και . Οπότε ο 

πίνακας Α έχει την εξής µορφή σε αυτή τη βάση: 

€ 

A =
Λ 0
0T S
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ , 

όπου 

  

€ 

Λ =

λ 0 0
0  0
0 0 λ

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟ 
⎟ 

 ο διαγώνιος  πίνακας, ο  ο µηδενικός   πίνακας, και 

 ένας πίνακας .  Προκύπτει όµως επειδή ότι ο  έχει πραγµατικάστοιχεία και 
είναι ένας συµµετρικός πίνακας. Διότι το στοιχείο του 

€ 

Sij = f i
T Af j = f i

T AT f j = (Afi)
T f j = f j

T Afi = S ji . 
Επειδή σε αυτή την αναπραάσταση 

€ 

det A = detΛdet S  η χαρακτηριστική εξίσωση ως προς τις 
ιδιοτιµές  είναι  

€ 

det(A −

€ 

µI) = (λ − µ)r det(S − µI) = 0 . 
Επειδή όµως έχουµε υποθέση ότι η  είναι ιδιοτιµή µε πολλαπλότητα  θα πρέπει η  θα 
πρεέπει να είναι και ιδιοτιµή του συµµετρικού πίνακα . Συνεπώς  θα έχει κάποιο ιδιοδιάνυσµα 

 µε ιδιοτιµή που είναι γραµµικά ανεξάρτητο από τα . Αυτό όµως είναι άτοπο διότι αρχικά 

είχαµε υποθέσει ότι τα  καλύπτουν τον χώρο των ιδιοδιανυσµάτων µε ιδιοτιµή . Συνεπώς κάθε 
συµµετρικός πίνακας όταν έχει ιδιοτιµή πολλαπλότητας έχει και ορθοκανονικά ιδιοδιανύσµατα. 
 
 
 

                                                             
2 Η απόδειξη αυτή είναι σχετικά δύσκολη, γράφεται για λόγους πληρότητας. Παραταύτα είναι χρήσιµη 
διότι γίνεται αντιληπτή η µέθοδος διαγωνιοποιήσεως καθώς και η σηµασία της υπόθεσης ότι ο πίνακας 
είναι συµµετρικός. 


