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Μηχανική ΙI  
 

Ταλαντωτής µε µεταβλητή συχνότητα 
 

Τι θα συµβεί στην περίοδο ενός εκκρεµούς εάν το µήκος του νήµατος 
µεταβάλλεται µε αργό ρυθµό; Το πρόβληµα προτάθηκε από τον Lorentz  στον 
Einstein κατά τη διάρκεια του Solvay Conference το 1911. 

Για να απλοποιήσουµε τους υπολογισµούς θεωρούµε µικρές κινήσεις του 

εκκρεµούς. Η Χαµιλτονιανή τότε είναι , όπου  µια 

συνάρτηση µε πολύ αργή εξέλιξη µε το χρόνο.  Εάν η συχνότητα δεν µεταβαλλόταν η  
ενέργεια  θα ήταν σταθερή και η δραστική µεταβλητή  

 
θα ήταν ίση µε , όπου  το εµβαδόν της επιφανείας που περικλείει η 

τροχιά. Η τροχιά για 
σταθερό  είναι µια 
έλλειψη µε ηµιάξονες 

 και , 

συνεπώς 

. Από το 

αδιαβατικό θεώρηµα 
περιµένει κανείς, σε 

αδιαβατικές 
µεταβολές της 

συχνότητας 
ταλάντωσης, η 
δραστική µεταβλητή 
να µην µεταβάλλεται 
και συνεπώς η 

ποσότητα  θα 

παραµένει, µε µεγάλη προσέγγιση, σταθερά.  
Είναι ενδιαφέρον στο σηµείο αυτό να παρατηρήσουµε ότι παρότι στο πρόβληµα 

αυτό χάνεται η διατήρηση της ενέργειας, αφού η Λαγκρανζιανή δεν είναι αναλλοίωτη 
σε χρονικές µεταθέσεις, για αδιαβατικές  µεταβολές των παραµέτρων διατηρείται µια 
νέα ποσότητα, η . Μέχρι στιγµής έχουµε δει ότι οι διατηρήσιµες ποσότητες 
προέρχονται από κάποια συµµετρία του συστήµατος. Εύλογα λοιπόν ανακύπτει το 
ερώτηµα από ποια προσεγγιστική συµµετρία προέρχεται το αδιαβατικό αυτό 
αναλλοίωτο; Στο ερώτηµα αυτό θα δώσουµε απάντηση αργότερα. Προς το παρόν θα 



µελετήσουµε την εξέλιξη της κίνησης βασισµένοι στη διατήρηση του αναλλοίωτου 
αυτού. 

 Επειδή , όπου  το πλάτος της ταλάντωσης, και = σταθερό, 

θα είναι  , όπου  το αρχικό πλάτος και  η αρχική συχνότητα.  

 
Προσέγγιση WKBJ 

 
Στην περίπτωση του αρµονικού ταλαντωτή µε µεταβλητή συχνότητα η εξίσωση 

της κίνησης είναι: 
, 

όπου το  θεωρούµε ότι µεταβάλλεται αδιαβατικά. Ποια είναι η θέση του 
σωµατιδίου στην αδιαβατική αυτή προσέγγιση; Αν η συχνότητα ήταν σταθερή, , η 
κίνηση του ταλαντωτή θα δινόταν από τη σχέση 

, 
όπου  το σταθερό πλάτος και  µια σταθερή φάση. Στην περίπτωση που η 
συχνότητα µεταβάλλεται αδιαβατικά  είναι λογικό να αναµένουµε ότι η λύση θα είναι 
και πάλι της µορφής  

, 
 όπου το  µεταβάλλεται αργά µε το χρόνο και η φάση εξελίσσεται σύµφωνα µε 
τη στιγµιαία σχέση: 

. 

Το αδιαβατικό αναλλοίωτο προσδιορίζει την , οπότε η κίνηση του ταλαντωτή 
αναµένεται να είναι: 

. 

 
Αυτή η λύση ικανοποιεί µε µεγάλη ακρίβεια την εξίσωση κίνησης , 
όπως εύκολα µπορείτε να διαπιστώσετε µε απλές πράξεις, ακόµα και για χρόνους 
όπου η συχνότητα έχει αλλάξει σηµαντικά. Η παραπάνω λύση στο πρόβληµα του 
ταλαντωτή µε µεταβλητή συχνότητα είναι πολύ χρήσιµη και ονοµάζεται προσέγγιση 
WKBJ (αρχικά των Wentzel  (δηµοσίευση του 1926), Kramers (1926), Brillouin 
(1926) και Jeffreys (δηµοσίευση του 1923))1. 

Σαν παράδειγµα λαµβάνουµε , µε . Η αδιαβατική προσέγγιση 
δίνει, αν αρχικά ήταν , 

                                                             
1  Παρότι όλοι συµφωνούν ότι οι κύριοι  W, K, B, J δεν ανακάλυψαν την προσέγγιση αυτή, δεν 
υπάρχει συµφωνία για τον ποιος την ανακάλυψε.  Σίγουρα οι ακόλουθοι επιστήµονες συνέβαλαν στην 
ανάπτυξη της µεθόδου: Liouville (1837) , Green (1837) (γι αυτό η προσέγγιση αναφέρεται στη 
βιβλιογραφία και ως προσέγγιση Liouville-Green), Rayleigh (1912), Gans (1915). Στην κβαντική 
µηχανική η προσέγγιση αυτή αναφέρεται απλώς ως WKB, χωρίς το J, επειδή ο J χρησιµοποίησε τη 
µέθοδο αυτή σε µετεωρολογικές µελέτες οι οποίες δεν ήταν γνωστές στους ερευνητές της κβαντικής 
µηχανικής.  



 

και στο ίδιο επίπεδο προσέγγισης  

 

 

όπου η φάση εύκολα υπολογίζεται ότι είναι: . Στο 

παρακάτω σχήµα φαίνεται η τροχιά, υπολογισµένη µε αριθµητική ολοκλήρωση του 
ακριβούς προβλήµατος πρώτα και έπειτα αυτή που προκύπτει από την προσέγγιση 
WKBJ. Φαίνεται από το σχήµα ότι η τροχιά δεν είναι περιοδική και ότι το χωρίο 
παραµορφώνεται. Η αδιαβατική σταθερά προκύπτει από το αναλλοίωτο του εµβαδού 
γύρω από µία περιστροφή (η αντίστοιχη καµπύλη δεν κλείνει). Η σύµπτωση της 
προσεγγιστικής λύσης WKBJ µε την πραγµατική είναι εξαιρετική! 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Η εξέλιξη του εµβαδού αυτού του χωρίου που είναι κατά προσέγγιση ίσο µε   

  παρουσιάζεται στο επόµενο σχήµα. Παρατηρήστε τη σταθερότητα του 

αδιαβατικού αναλλοίωτου. Αξιοσηµείωτο δε είναι ότι συν τω χρόνω το αδιαβατικό 
αναλλοίωτο γίνεται ακριβέστερο. Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί συµβαίνει αυτό 
(θυµηθείτε το έµβολο µε την µπάλα); 



 
 
 
 
 
 

Συµµετρία από την οποία  προέρχεται το αδιαβατικό αναλλοίωτο 
 

Το ερώτηµα που θα απαντήσουµε στη συνέχεια είναι από ποια συµµετρία προκύπτει 
το αδιαβατικό θεώρηµα. Προκειµένου να κατανοήσουµε καλύτερα το τι συµβαίνει θα 
εστιάσουµε το ερώτηµα στην περίπτωση του ταλαντωτή µε µεταβαλλόµενη 
συχνότητα. Η φυσική κίνηση καθιστά τη δράση στάσιµη. Προσπαθούµε να βρούµε τη 
φυσική κίνηση από τροχιές της µορφής , όπου  και  
ανεξάρτητες συναρτήσεις που θα προσδιοριστούν από την απαίτηση ότι η δράση 
πρέπει να είναι στάσιµη για την  και της φυσικής κίνησης. Επιλέξαµε τη 
µορφή αυτή διότι γνωρίζουµε ότι όταν η συχνότητα είναι σταθερή, η φυσική κίνηση 
είναι της µορφής αυτής, και λόγω της αδιαβατικότητας της µεταβολής της 
συχνότητας αναµένουµε ότι η µορφή της λύσης θα παραµείνει η ίδια, µε το  να 
αντιστοιχεί σε µια βραδέως µεταβαλλόµενη συνάρτηση. Συγκεκριµένα απαιτούµε 

 (δηλαδή η  να µη µεταβάλλεται σηµαντικά σε µία περίοδο) οπότε η 
ταχύτητα λαµβάνεται κατά προσέγγιση ως: 
 

. 

 
H Λαγκρανζιανή  συνάρτηση για τις θεωρηθείσες τροχιές παίρνει τότε τη µορφή: 
 

 

και η απαίτηση για τη φυσική τροχιά είναι ότι για οποιεσδήποτε ανεξάρτητες 
µεταβολές  και  η δράση να είναι στάσιµη. Συνεπώς οι  πρέπει 
να είναι τέτοιες ώστε: 
 



. 

Στο ολοκλήρωµα αυτό το χρονικό διάστηµα λαµβάνεται πολύ µεγαλύτερο από 
την περίοδο του συστήµατος . 
Επειδή όµως έχουµε θεωρήσει τα  ότι µεταβάλλονται µε πολύ βραδύ 

ρυθµό συγκριτικά µε το , µπορούµε µε µεγάλη ακρίβεια να αντικαταστήσουµε  τις 
τριγωνοµετρικές ποσότητες ,  µε τη µέση τιµή τους  στην έκφραση 

για τη στασιµότητα της δράσης. Αναµένουµε λοιπόν να προσδιορίσουµε την εξέλιξη 
των  και από την στασιµότητα της δράσης που παράγεται από τη µέση 
Λαγραντζιανή συνάρτηση: 

, 

η οποία πρέπει να διέπει την µακροχρόνια εξέλιξη του συστήµατος. Παρατηρούµε 
όµως ότι η µέση Λαγκρανζιανή δεν εξαρτάται από το  και είναι συνεπώς 
αναλλοίωτη σε µεταθέσεις της φάσης , δηλαδή είναι συµµετρική ως προς 
µεταθέσεις . Αυτή η συµµετρία της Λαγκρανζιανής οδηγεί στη διατήρηση 
κατά τη κίνηση της συζυγούς ορµής του  ,   

σταθερό , 

 που είναι το αδιαβατικό αναλλοίωτο (η εξίσωση Euler-Lagrange ως προς , δίνει  

, 

που εξασφαλίζει ότι ). 

 
 
 
 
 
 
 
 


