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Μηχανική ΙI  
 

Η γενικευµένη αρχή της ελάχιστης δράσης του Χάµιλτον 
 
 

Σύµφωνα µε την αρχή της ελάχιστης δράσης του Χάµιλτον η φυσική κίνηση 
είναι εκείνη που καθιστά τη δράση στάσιµη 

 

για διαδροµές  οι  οποίες  ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες: , 
.  Δηλαδή η φυσική κίνηση είναι αυτή για την οποία το συναρτησοειδές 

 καθίσταται ακρότατο. Συνεπώς εάν  υπολογίσουµε τη δράση για 
την τροχιά  όπου  µια µικρή διαταραχή της φυσικής κίνησης  
η οποία ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη  και  τότε η µεταβολή 
της δράσης σε πρώτη τάξη είναι . Η ικανοποίηση αυτής της συνθήκης για 
κάθε  µε  και  οδηγεί  όπως είδαµε στις εξισώσεις Euler-
Lagrange. Παρατηρήστε ότι κατά τον υπολογισµό της µεταβολής της δράσης σε 
µεταβολές της τροχιάς , οι µεταβολές των , , καθορίζουν τις µεταβολές 

των   µέσω του τύπου:  , δηλαδή οι µεταβολές των  και  

δεν είναι ανεξάρτητες η µία από την άλλη.  Συνεπώς οι µεταβολές της τροχιάς  
καθορίζουν και τις µεταβολές των συζυγών ορµών  δεδοµένου ότι οι συζυγείς 

ορµές προσδιορίζονται από τη σχέση:  . 

Ισοδύναµα µπορούµε να γράψουµε τη δράση µιας τυχούσας τροχιάς συναρτήσει 
της Χαµιλτονιανής συνάρτησης  

                                             (1) 

και να διατυπώσουµε την αρχή του Χάµιλτον ως ακολούθως: η φυσική κίνηση  
καθιστά την (1) ακρότατη για µεταβολές της τροχιάς  που ικανοποιούν τις 

συνοριακές συνθήκες  και . Επειδή στη διατύπωση αυτή  

οι µεταβολές   συνεπάγονται µεταβολές στα  και κατ’ επέκταση στα . 
Δηλαδή στην παραπάνω διατύπωση οι µεταβολές  και  δεν είναι 
ανεξάρτητες. Ας υπολογίσουµε τη µεταβολή της δράσης  σε µια τέτοια µεταβολή της 
τροχιάς:  



                               (2) 

επειδή όµως η Χαµιλτονιανή είναι µετασχηµατισµός Legendre της Λαγκρανζιανής η 

σχέση  συνεπάγεται την  και αντιστρόφως (οι σχέσεις αυτές όπως 

είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο δεν έχουν δυναµικό περιεχόµενο, είναι σχέσεις 
µαθηµατικές που ορίζουν το  ή το ).  Άρα η συµβολή στη µεταβολή της δράσης 

από τη µεταβολή  µηδενίζεται. Επειδή δε , ολοκλήρωση κατά µέρη 

οδηγεί στην : 

                                   (3) 

 
Εάν  η φυσική κίνηση καθιστά τη δράση στάσιµη για κάθε  µε  και 

 τότε  και συνεπώς η φυσική κίνηση θα πρέπει 

να ικανοποιεί τη δυναµική εξίσωση .  Συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης είναι 

η  (ορισµός του µετασχηµατισµού Legendre) και η δυναµική εξίσωση 

. Με άλλα λόγια, η κλασική αρχή της ελάχιστης δράσης για µεταβολές 

 µε  και  οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η φυσική κίνηση 
πρέπει να ικανοποιεί τις κανονικές εξισώσεις του Χάµιλτον.   

Αποδεσµευόµαστε τώρα από την Λαγκρανζιανή συνάρτηση και ορίζουµε τη 
δράση ως το συναρτησοειδές:  

                                          (4) 

όπου οι µεταβλητές  και  είναι τώρα ανεξάρτητες. Η γενικευµένη αρχή του 
Χάµιλτον µετατρέπεται στην ακόλουθη αρχή: η φυσική κίνηση   καθιστά 
τη δράση (4) στάσιµη για οποιασδήποτε ανεξάρτητες µεταβολές της τροχιάς  

 οι οποίες απλώς ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες  και 
. Ποιες είναι οι εξισώσεις κίνησης που ικανοποιεί η φυσική τροχιά; 

Υπολογίζουµε τη µεταβολή της δράσης  σε µια µεταβολή της τροχιάς 
.  Οι µεταβολές  είναι τώρα ανεξάρτητες. Για τη µεταβολή 

της δράσης έχουµε ήδη γράψει την έκφραση (2). Επειδή  (τώρα δεν 

γνωρίζουµε τίποτε περί µετασχηµατισµών Legendre), θα ισχύει: , 

συνεπώς η (2) γράφεται: 

                    (5) 



  
 
Εάν  και  η φυσική τροχιά θα πρέπει για κάθε  ανεξάρτητη 
µεταβολή των  να είναι . Συνεπώς η φυσική κίνηση ικανοποιεί τις 
κανονικές εξισώσεις του Χάµιλτον: 

 

Παρακινηµένοι από τη µορφή της δράσης κατά τη Χαµιλτονιανή θεώρηση 
(σχέση 4), ας ορίσουµε στη συνέχεια τη δράση, όχι πλέον ως συναρτησοειδές, αλλά 
ως συνάρτηση στον θεσεογραφικό χώρο, θεωρώντας ότι το αρχικό και τελικό σηµείο 
συνδέονται µε µια φυσική τροχιά: 

 

Προφανώς η συνάρτηση αυτή θα εξαρτάται 
µόνο από το αρχικό και το τελικό σηµείο αφού 
η σύνδεσή τους γίνεται αυτόµατα µε κάποια 
φυσική διαδροµή. Μια µικρή µετατόπιση του 
αρχικού και του τελικού σηµείου στον 
θεσεογραφικό χώρο θα προκαλέσει αντίστοιχη 
µεταβολή της δράσης ίση µε  

, 
όπου οι τιµές των p, H είναι αυτές στα αντίστοιχα άκρα.  

Όντας τέλειο διαφορικό, η δράση θα 
πρέπει να έχει  κατά µήκος µιας 

κλειστής διαδροµής στον θεσεογραφικό 
χώρο, υπολογίζοντας πιθανώς και διαδροµές 
που διαγράφονται αντίστροφα στον χρόνο. 
Θεωρήστε για παράδειγµα µια µονοδιάστατη 
περιοδική κίνηση η οποία έχει περίοδο  ή 

 όταν η ενέργεια του συστήµατος είναι  
ή  αντίστοιχα, µε  παραπλήσια της . 

Θα ακολουθήσουµε την εξέλιξη του συστήµατος στο χώρο , αρχικά για µια 
περίοδο µέχρι το σύστηµα να επανέλθει στην αρχική του θέση στο χώρο των φάσεων, 
και στη συνέχεια αφού εκτελέσουµε ένα µικρό ενεργειακό άλµα, θα 
παρακολουθήσουµε το σύστηµα να προχωρά αντίστροφα στο χρόνο, πάλι για µια 
περίοδο, και τέλος µε άλλο ένα µικρό άλµα επιστροφής στην αρχική ενέργεια θα 
επανέλθουµε στο αρχικό σηµείο της διαδροµής από το οποίο ξεκινήσαµε (βλ. σχήµα). 
Τα δύο ενεργειακά άλµατα τα εκτελούµε στο επίπεδο  όπου θα θεωρήσουµε ότι 
συµβαίνει η έναρξη ή η λήξη της εκάστοτε περιοδικής κίνησης. Τότε το ολοκλήρωµα 
της δράσης κατά µήκος της κλειστής διαδροµής ΑΒΓΔΕΑ θα είναι µηδενικό και τα 
επιµέρους ολοκληρώµατα θα έχουν τιµή: 



 
Εποµένως  

 

Το αποτέλεσµα αυτό επιβεβαιώνει µε διαφορετικό τρόπο το θεώρηµα που είδαµε στο 
πρώτο εξάµηνο, σύµφωνα µε το οποίο η περίοδος µιας περιοδικής µονοδιάστατης 
κίνησης ισούται µε τον ρυθµό αύξησης του εµβαδού που περικλείει η αντίστοιχη 
κλειστή καµπύλη στο χώρο των φάσεων µε την ενέργεια. 

Θα πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι η τελική έκφραση στην οποία καταλήξαµε 
είναι παραπλανητική. Ενώ φαίνεται ότι το αποτέλεσµα αυτό ισχύει γενικά, όχι µόνο 
για διαφορικές αλλαγές στην ενέργεια, ο ανωτέρω υπολογισµός είναι ορθός µόνο για 
διαφορικά άλµατα στην ενέργεια. Ο λόγος είναι ότι αν τα άλµατα αυτά που 
περιγράφονται από τις διαδροµές ΒΓ, ΓΔ και ΕΑ δεν είναι απειροστά, οι 
ευθύγραµµες αυτές διαδροµές δεν είναι φυσικές τροχιές του συστήµατος και 
εποµένως ο υπολογισµός µεταβολής της δράσης κατά µήκος αυτών δεν είναι τόσο 
άµεσος. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


