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Σηµειακοί µετασχηµατισµοί 
 

Μέχρι τώρα έχουµε περιγράψει τα µηχανικά συστήµατα µε Λαγκρανζιανές 
συναρτήσεις της θέσης και της ταχύτητας αυτών, οι οποίες µε τη σειρά τους είναι 
υπολογισµένες σε  ένα αδρανειακό καρτεσιανό σύστηµα αξόνων. Η φυσική κίνηση 
του συστήµατος προκύπτει τότε από τη λύση των δυναµικών εξισώσεων Euler-
Lagrange σε αυτές τις συντεταγµένες. Είδαµε ότι όταν οι δυνάµεις είναι συντηρητικές 
οι εξισώσεις Euler-Lagrange είναι οι ίδιες µε τις εξισώσεις του Νεύτωνα σύµφωνα µε  
τις οποίες η επιτάχυνση συνδέεται µε τη δύναµη µε το γνωστό δυναµικό νόµο: 

. Θέλουµε τώρα να εξετάσουµε τι θα συµβεί αν αντί των καρτεσιανών 
συντεταγµένων επιλέξουµε άλλες συντεταγµένες, π.χ. πολικές, σφαιρικές ή κάποιες 
άλλες γενικότερες συντεταγµένες. Σε αυτή την περίπτωση η ισοδυναµία των 
εξισώσεων Euler-Lagrange µε τις εξισώσεις του Νεύτωνα δεν είναι προφανής. 

 Έστω ένα φυσικό σύστηµα το οποίο διέπεται από τη Λαγκρανζιανή συνάρτηση 
⎯όπου το x, και αντίστοιχα το , µπορεί να συµβολίζει ένα ολόκληρο 

πλήθος από συντεταγµένες που απαιτούνται για τον καθορισµό της θέσης του 
συστήµατος. Θεωρούµε τώρα νέες συντεταγµένες   ⎯τόσες όσες και οι x⎯ οι 
οποίες συνδέονται µε τις αρχικές καρτεσιανές συντεταγµένες µέσω των σχέσεων 

. Οι νέες συντεταγµένες προκύπτουν από τις αρχικές µε ένα σηµειακό 
µετασχηµατισµό, δηλαδή ένα µετασχηµατισµό σηµείο προς σηµείο. Θεωρούµε ότι ο 
µετασχηµατισµός αυτός είναι αντιστρέψιµος (κάθε σηµείο στις αρχικές 
συντεταγµένες αντιστοιχίζεται σε ένα µοναδικό σύνολο τιµών των καινούριων 
συντεταγµένων), οπότε µπορούµε να γράψουµε τις αρχικές καρτεσιανές 
συντεταγµένες  συναρτήσει των νέων ως .  

Έχετε ήδη εργασθεί µε σηµειακούς µετασχηµατισµούς. Για παράδειγµα στην 
κίνηση ενός σώµατος σε κεντρικό πεδίο έχουµε δει ότι είναι προτιµότερο να 
επιλεγούν πολικές συντεταγµένες για τη περιγραφή της κίνησης. Σε αυτή τη 
περίπτωση έχουµε το χρονοανεξάρτητο σηµειακό µετασχηµατισµό από τις συνήθεις 

καρτεσιανές συντεταγµένες στις πολικές : , . Οι 

εξισώσεις του Νεύτωνα στις καρτεσιανές συντεταγµένες έχουν τη γνώριµη µορφή: 
, ,  όπου  οι συνισταµένες της κεντρικής δύναµης στους 

άξονες ( ) αντιστοίχως. Στις πολικές συντεταγµένες όµως οι εξισώσεις του 
Νεύτωνα µετασχηµατίζονται και λαµβάνουν τη µορφή: , 

, όπου  η κεντρική δύναµη. Παρατηρούµε, δηλαδή, ότι οι 
εξισώσεις του Νεύτωνα αλλάζουν µορφή όταν µεταφερόµαστε σε ένα άλλο σύστηµα 
συντεταγµένων, δηλαδή οι εξισώσεις του Νεύτωνα δεν έχουν αναλλοίωτη µορφή 
στους σηµειακούς µετασχηµατισµούς. Τι συµβαίνει µε τις εξισώσεις Euler-Lagrange; 
Αυτές είναι αναλλοίωτες στους σηµειακούς µετασχηµατισµούς;   
 



Έχοντας αποδεχθεί το γεγονός ότι η φυσική κίνηση αντιστοιχεί σε εκείνη τη 
διαδροµή στο θεσεογραφικό χώρο για την οποία η δράση καθίσταται στάσιµη, και 
συνεπώς η διαδροµή αυτή ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange, τότε είναι 
προφανές ότι αν η δράση καθίσταται στάσιµη για τη διαδροµή  θα καθίσταται 
στάσιµη και για τη ίδια διαδροµή εκπεφρασµένη στις συντεταγµένες  δηλαδή τη 
διαδροµή . Συνεπώς, επειδή η  ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange: 

, 

τότε και η  πρέπει να ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-Lagrange: 

, 

όπου τώρα η Λαγρανζιανή που διέπει τη δυναµική στις νέες συντεταγµένες 
είναι η αρχική Λαγκρανζιανή εκφρασµένη στις νέες συντεταγµένες . Και 
αυτό ισχύει διότι η δράση είναι: 

, 

όπου ορίσαµε  τη Λαγκρανζιανή στις νέες συντεταγµένες ως: 

. 

Αποδείξαµε λοιπόν ότι οι εξισώσεις Euler-Lagrange, αντιθέτως µε τις εξισώσεις 
του Νεύτωνα, είναι αναλλοίωτες στους σηµειακούς µετασχηµατισµούς. Η παραπάνω 
πρόταση µπορεί να αποδειχθεί, αρκετά πιο επίπονα, εκτελώντας συστηµατικά τις 
παραγωγίσεις των εξισώσεων Euler-Lagrange στην καινούρια Λαγκρανζιανή L΄ (βλ. 
Β΄ σειρά ασκήσεων). 

Αν λοιπόν το µηχανικό σύστηµα περιγράφεται σε ένα καρτεσιανό αδρανειακό 
σύστηµα από τη Λαγκρανζιανή , όπου  η κινητική ενέργεια του 
συστήµατος και η δυναµική ενέργεια του συστήµατος τότε σε οποιεσδήποτε άλλες 
συντεταγµένες η δυναµική του συστήµατος θα περιγράφεται και πάλι µε τη 
Λαγκρανζιανή , όπου τώρα η κινητική και η δυναµική ενέργεια είναι 
εκπεφρασµένες στις νέες συντεταγµένες (τυπικά θα είναι µια νέα συνάρτηση  των 
νέων συντεταγµένων). Π.χ. ένα ελεύθερο σωµατίδιο κινείται στο χώρο. Η 
Λαγκρανζιανή συνάρτηση που διέπει τη δυναµική του σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

είναι ίση τότε µε την κινητική ενέργεια του σωµατιδίου: . Αν 

όµως επιλέξουµε ως συντεταγµένες για την περιγραφή της κίνησης κυλινδρικές 
πολικές συντεταγµένες  τότε επειδή  , , βρίσκουµε ότι 

και και συνεπώς η κινητική ενέργεια και η 
Λαγκρανζιανή που διέπει τη δυναµική του σωµατιδίου θα είναι σε κυλινδρικές 

συντεταγµένες .  Η κίνηση του σωµατιδίου σε κυλινδρικές 

συντεταγµένες µπορούν αµέσως να γραφούν από τις εξισώσεις Euler-Lagrange: 

 ή , 

 ή  



και  ή . 

 
Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να αναφέρουµε ένα τέχνασµα του Landau για τον 

υπολογισµό της κινητικής ενέργειας σε οποιοδήποτε σύστηµα συντεταγµένων. 

Επειδή η κινητική ενέργεια είναι , όπου  το µέτρο της ταχύτητας, τότε 

, όπου το είναι η διαφορική απόσταση µεταξύ δύο σηµείων. Συνεπώς 

για να υπολογίσουµε τη κινητική ενέργεια σε οποιοδήποτε σύστηµα συντεταγµένων 
αρκεί να υπολογίσουµε το τετράγωνο της διαφορικής απόστασης µεταξύ δύο σηµείων 
στο συγκεκριµένο σύστηµα συντεταγµένων. Π.χ. σε ένα καρτεσιανό σύστηµα 
συντεταγµένων το τετράγωνο της διαφορικής απόστασης µεταξύ των σηµείων 

 και  είναι, κάνοντας χρήση του πυθαγορείου 
θεωρήµατος,  και συνεπώς το τετράγωνο της ταχύτητας 

είναι , και έτσι η κινητική ενέργεια 

λαµβάνει τη γνώριµη µορφή. Σε κυλινδρικές συντεταγµένες είναι εύκολο να δει 
κανείς ότι η διαφορική απόσταση µεταξύ των σηµείων  και 

είναι  οπότε το τετράγωνο της 

ταχύτητας είναι . Δοκιµάστε να 

υπολογίσετε µε τον τρόπο αυτό την κινητική ενέργεια σε σφαιρικές πολικές 
συντεταγµένες   όπου  είναι η πολική γωνία και  η αζιµουθιακή γωνία. 
[Στην περίπτωση αυτή προκύπτει ότι ]. Αφού  έχει 
υπολογισθεί η Λαγκρανζιανή συνάρτηση σε σφαιρικές πολικές συντεταγµένες είναι 
εύκολο στη συνέχεια από τις εξισώσεις  Euler-Lagrange να γράψετε τις εξισώσεις 
κίνησης σε σφαιρικές πολικές συντεταγµένες. 
   
 
 
 


