
1 Kανονικο�ι µετασχηµατισµο�ι

Εστω �οτι µετασχηµατ�ιζουµε τι̋ συντεταγµ�ενε̋ (q, p) σε Q = Q(q, p), P = P (q, p). Αυτ�ο̋ ο µετα-
σχηµατισµ�ο̋ ε�ιναι πολ�υ πιο γενικ�ο̋ απ�ο του̋ σηµειακο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ που συναντ�ησαµε στη
λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση. ∆εν ε�ιναι �οµω̋ ο πιο γενικ�ο̋, θα µπορο�υσε να εξαρτ�αται ο µετασχηµατισµ�ο̋
και απ�ο τον χρ�ονο.
Στη περ�ιπτωση τη̋ λαγκρανζιαν�η̋ θε£ωρηση̋ δε�ιξαµε �οτι οι πιο γενικο�ι σηµειακο�ι µετασχηµατισµο�ι

Q = Q(q, t), αφ�ηνουν τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler-Lagrange αναλλο�ιωτε̋. ∆εδοµ�ενου �οτι οι εξισ£ωσει̋ Euler-
Lagrange ε�ιναι ισοδ�υναµε̋ µε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον αναµ�ενουµε οι σηµειακο�ι µετασχηµατισµο�ι
να αφ�ηνουν και τη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η αναλλο�ιωτη. ∆ηλαδ�η η δυναµικ�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋
Q, P να εξελ�ισσεται σ�υµφωνα µε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον αν στι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ εξελ�ισσο-
νταν χαµιλτονιαν�α. Παρατηρε�ιστε �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Q = Q(q, t) επι1�αλει τον µετασχηµατισµ�ο
P (q, p, t). ∆ι�οτι ε�ιναι :

Pi =
∂L(Qa, Q̇a, t)

∂Q̇i

=
∂L(qa(Q, t), (∂qa/∂Qb)Q̇b + ∂qa/∂t, t)

∂Q̇i

=
∂qa
∂Qi

pa ,

�οπου L(Q, Q̇, t) = L(q(Q, t), dq(Q, t)/dt, t), δηλαδ�η ε�ιναι η αρχικ�η Λακγρανζιαν�η εκπεφρασµ�ενη στι̋
ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋.
Στη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η οι θ�εσει̋ και οι ορµ�ε̋ �εχουν ανεξ�αρτητη υπ�οσταση και �ετσι µπορε�ι

να προκ�υψουν ανεξ�αρτητοι µετασχηµατισµο�ι και των θ�εσεων και των ορµ£ων. Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση
δεν ε�ιναι αναγκα�ιο η δυναµικ�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ να ε�ιναι χαµιλτονιαν�η. Το απλο�υστερο παρ�α-
δειγµα µετασχηµατισµο�υ των θ�εσεων και των ορµ£ων που δεν διατηρε�ι τη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η στι̋
ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι η εναλλαγ�η θ�εσεων και ορµ£ων :

Q = p , P = q .

Στον µετασχηµατισµ�ο αυτ�ο η χαµιλτονιαν�η εξ�ισωση των αρχικ£ων θ�εσεων

q̇ =
∂H

∂p

µετασχηµατ�ιζεται στην εξ�ισωση

Ṗ =
∂H

∂Q
,

η οπο�ια δεν ε�ιναι χαµιλτονιαν�η. Οµο�ιω̋ η χρονικ�η εξ�ελιξη των ν�εων θ�εσεων, Q, δεν ε�ιναι χαµιλτονι-
αν�η. Αν �οµω̋, κ�αναµε το µετασχηµατισµ�ο :

Q = −p , P = q ,

τ�οτε η δυναµικ�η θα παρ�εµενε χαµιλτονιαν�η στι̋ ν�εε̋ συνταταγµ�ενε̋. Οι µετασχηµατισµο�ι αυτο�ι των
θ�εσεων και των ορµ£ων που ορ�ιζουν ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ θ�εσεων και ορµ£ων που εξελ�ισσονται µε χα-
µιλτονιανλη δυναµικ�η αν οι αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ εξελλ�ισσονταν χαµιλτονιαν�α, λ�εγονται κανονικο�ι
µετασχηµατισµο�ι.
Θα εξετ�ασουµε τι συνθ�ηκε̋ πρ�επει να ικανοποιο�υνται για να ε�ιναι �ενα̋ µετασχηµατισµ�ο̋ κανονι-

κ�ο̋.
�Εστω οτι η δυναµικ�η στι̋ αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (q, p) εξελ�ισσεται µε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση

H(q, p, t). Υπολογ�ιζουµε την χρονικ�η εξ�ελιξη τη̋ µετα1λητ�η̋ Qi. �Εχουµε :

Q̇i = {Qi, H}

=
∂Qi

∂qk

∂H

∂pk

−
∂Qi

∂pk

∂H

∂qk
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�Οµω̋,

∂H(q, p, t)

∂pk

=
∂H(Q,P, t)

∂pk

=
∂H

∂Qa

∂Qa

∂pk

+
∂H

∂Pa

∂Pa

∂pk

,

�οπου η Χαµιλτονιαν�η H(Q,P, t) = H(q(Q,P ), p(Q,P ), t) λαµ1�ανει τι̋ �ιδιε̋ τιµ�ε̋ µε την αρχικ�η Χα-
µιλτονιαν�η σε κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου (q, p). Οµο�ιω̋,

∂H(q, p, t)

∂qk
=

∂H(Q,P, t)

∂qk

=
∂H

∂Qa

∂Qa

∂qk
+
∂H

∂Pa

∂Pa

∂qk
.

Αντικαθιστ£ωντα̋ αυτ�ε̋ τι̋ εκφρ�ασει̋ στο Q̇i προκ�υπτει �οτι :

Q̇i =
∂H

∂Qk

{Qi, Qk} +
∂H

∂Pk

{Qi, Pk}

�Οµο�ιω̋,

Ṗi =
∂H

∂Qk

{Pi, Qk} +
∂H

∂Pk

{Pi, Pk} .

Συνεπ£ω̋ αναγκα�ια και ικαν�η συνθ�ηκη για να ε�ιναι η δυναµικ�η χαµιλτονιαν�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋
ε�ιναι οι αγκ�υλε̋ των ν�εων συντεταγµ�ενων να ε�ιναι κανονικ�ε̋, δηλαδ�η να ισχ�υει :

{Qi, Qk} = {Pi, Pk} = 0 , {Qi, Pk} = δik .

Ε�ιδαµε �οτι �οταν ικανοποιε�ιται αυτ�η η συνθ�ηκη, η τιµ�η τη̋ αγκ�υλη̋ δ�υο δυναµικ£ων µετα1λητ£ων
ε�ιναι �ιδια για �ολε̋ τι̋ κανονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Ε�ιναι δηλαδ�η :

{f, g}Q,P = {f, g}q,p .

Θα δε�ιξουµε τ£ωρα �οτι ο σηµειακ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ τη̋ λαγκραντζιαν�η̋ θε£ωρηση̋ Q = Q(q, t)
που συνεπ�αγεται τον µετασχηµατισµ�ο των ορµ£ων :

Pi =
∂qa
∂Qi

pa

ε�ιναι κανονικ�ο̋. Αρκε�ι να δειχθε�ι �οτι οι συντεταγµ�ενε̋ (Q,P ) ε�ιναι κανονικ�ε̋. Ε�ιναι �αµεσο να δε�ιξει
κανε�ι̋ επειδ�η τα Q δεν εξαρτ£ωνται απ�ο τα p �οτι ε�ιναι {Qi, Qj} = 0. Τ£ωρα :

{Qi, Pj} =
∂Qi

∂qk

∂Pj

∂pk

−
∂Qi

∂pk

∂Pj

∂qk

=
∂Qi

∂qk

∂qk
∂Qj

=
∂Qi

∂Qj

= δij ,
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και

{Pi, Pj} =
∂Pi

∂qk

∂Pj

∂pk

−
∂Pi

∂pk

∂Pj

∂qk

=
∂2qa
∂Qi∂qk

∂qk
∂Qj

pa −
∂2qa

∂Qj∂qk

∂qk
∂Qi

pa

=
∂2qa

∂Qi∂Qj

pa −
∂2qa

∂Qj∂Qi

pa

= 0 .

Συνεπ£ω̋ οι σηµειακο�ι µετασχηµατισµο�ι ε�ιναι κανονικο�ι.

�Ασκηση 1. Θεωρ�ηστε το σηµειακ�ο µετασχηµατισµ�ο απ�ο καρτεσιαν�ε̋ σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ στο επ�ιπεδο ΑΣΚΗΣΕΙΣ

x = r cos θ , y = r sin θ .

Προσδιορ�ιστε πω̋ οι κανονικ�ε̋ ορµ�ε̋ px και py µετασχηµατ�ιζονται στι̋ ορµ�ε̋ pr και pθ, επι1ε1αι£ωνοντα̋ τον γενικ�ο µε-
τασχηµατισµ�ο των ορµ£ων που αποδε�ιξαµε. Προσ�εξτε �οτι αυτ�ο̋ ο µετασχηµατισµ�ο̋ δεν ε�ιναι πολικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋
επ�ι του διαν�υσµατο̋ τη̋ ορµ�η̋. ∆ε�ιξτε µε �αµεσο υπολογισµ�ο �οτι οι συντεταγµ�ενε̋ (r, θ, pr, pθ). ε�ιναι κανονικ�ε̋.

Θα αποδε�ιξουµε τ£ωρα �οτι κατ�α τη χρονικ�η εξ�ελιξη εν�ο̋ χαµιλτονιανο�υ συστ�ηµατο̋ οι κανονικ�ε̋
αγκ�υλε̋ δεν αλλ�αζουν τιµ�η. Κατ�α τη χρονικ�η εξ�ελιξη οι συντεταγµ�ενε̋ µετσχηµατ�ιζονται τη χρονικ�η
στιγµ�η t ω̋ : (q, p) → (Q,P ). Υπολογ�ιζουµε την χρονικ�η εξ�ελιξη τη̋ {Q,P} που ικανοποιε�ι την εξ�ι-
σωση :

d{Q,P}

dt
= {{Q,P}, H}

και την αρχικ�η τιµ�η τον χρ�ονο t = 0 : {Q,P} = 1. Η ´λ�υση τη̋ διαφορικ�η̋ αυτ�η̋ εξ�ισωση̋ ε�ιναι :

{Q,P} = {q, p} + t{{q, p}, H}+
t2

2!
{{{q, p}, H}, H}+ · · · = {q, p} = 1 .

Συνεπ£ω̋ οι ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ που προκ�υπτουν απ�ο χρονικ�η εξ�ελιξη κατ�α �ενα χρονικ�ο δι�αστηµα
µπορο�υν να ληφθο�υν ω̋ κανονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋.

2 Κατασκευ�η κανονικ£ων µετασχηµατισµ£ων

Κ�αθε µετασχηµατισµ�ο̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο του̋ απειροστο�υ̋ γενν�ητορ�ε̋ του. Θ�ελουµε να προσ-
διορ�ισουµε του̋ γενν�ητορε̋ των κανονικ£ων µετασχηµατισµ£ων. �Εστω �οτι �ενα̋ συνεχ�η̋ κανονικ�ο̋ µε-
τασχηµατισµ�ο̋ µε παρ�αµετρο ǫ ορ�ιζει του̋ µετασχηµατισµο�υ̋

Qi = qi + ǫfi(q, p) ,

και
Pi = pi + ǫgi(q, p) .

∆εδοµ�ενου �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ ε�ιναι κανονικ�ο̋ θα πρ�επει οι αγκ�υλε̋ των µετασχηµατισµ�ενων συ-
ντεταγµ�ενων να ε�ιναι κανονικ�ε̋. ∆ηλαδ�η θα πρ�επει

{Qi, Pj} = 1 + ǫ ({fi, pj} + {qi, gj}) +O(ǫ2)
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οπ�οτε οι γενν�ητορε̋ πρ�επει να ικανοποιο�υν τι̋ σχ�εσει̋ :

0 = {fi, pj} + {qi, gj}

=
∂fi

∂qj
+
∂gj

∂pi

δηλαδ�η :
∂fi

∂qj
= −

∂gj

∂pi

.

οπ�οτε το ολοκλ�ηρωµα

ψ − ψ0 =

∫
fidpi − gjdqj

ε�ιναι τ�ελειο διαφορικ�ο, οπ�οτε

fi =
∂ψ

∂pi

, gj = −
∂ψ

∂qj
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