
Εξετάσεις Ιουνίου 1999  
στο µάθηµα της Μηχανικής ΙΙ 

(Να απαντηθούν όλα τα θέµατα) 
 

ΘΕΜΑ 1: Ελεύθερο σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας κινείται στο χώρο. (α) 
Χρησιµοποιώντας την αρχή του Χάµιλτον, δείξτε ότι η φυσική διαδροµή του 
σωµατιδίου είναι ευθύγραµµη και οµαλή. (β) Εάν το σωµατίδιο ξεκινά από το σηµείο 
µε καρτεσιανές συντεταγµένες (0,0,0) τη χρονική στιγµή  και φθάνει στο σηµείο 
(1,0,0) τη χρονική στιγµή , ποία η δράση που αντιστοιχεί στη φυσική διαδροµή 
του σωµατιδίου; (γ) Εάν το σωµατίδιο ακολουθούσε τη διαδροµή 

 ποία θα ήταν τότε η αντίστοιχη δράση; Συµφωνεί το 
αποτέλεσµά σας µε την αρχή του Χάµιλτον; 
ΘΕΜΑ 2: Σωµατίδιο µάζας  κινείται στο επίπεδο x-y. Το σωµατίδιο είναι 
συνδεδεµένο στο άκρο τριών ελατηρίων, έκαστο σταθεράς . Τα τρία ελατήρια 
έχουν στερεωµένα τα άλλα άκρα τους στα σηµεία (1,1), (-1,1), (-1,-1) και έχουν όλα 
φυσικό µήκος . (α) Να γραφεί η 
Λαγκρανζιανή του σωµατιδίου για µικρές 
κινήσεις γύρω από την αρχή των αξόνων, 
που είναι σηµείο ισορροπίας. (β) Να 
βρεθούν οι ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης του 
σωµατιδίου, τα ιδιοανύσµατα των 
κανονικών τρόπων ταλάντωσης αυτού, και 
το είδος ευστάθειας του σηµείου 
ισορροπίας. (γ) Πώς θα κινηθεί το 
σωµατίδιο αν αρχικά βρισκόταν ακίνητο 
στη θέση , όπου  πολύ µικρός θετικός αριθµός; Περιµένατε από τη 
γεωµετρική συµµετρία του προβλήµατος την εξέλιξη αυτή; 
ΘΕΜΑ 3: Σωµατίδιο µάζας  κινείται στο οµογενές πεδίο βαρύτητας της Γης 
κινούµενο στον κατακόρυφο άξονα-z. (α) Από τη Λαγκρανζιανή του σωµατιδίου να 
κατασκευαστεί η Χαµιλτονιανή του. (β) Να κατασκευάσετε στο χώρο των φάσεων 
την καµπύλη που περιγράφει την κίνηση του σωµατιδίου. (γ) Θεωρήστε ένα µικρό 
παραλληλόγραµµο στο χώρο των φάσεων του συστήµατος µε συντεταγµένες των 
κορυφών (po,zo), (po+Δp,zo), (po+Δp,zo+Δz), (po,zo+Δz). Το παραλληλόγραµµο αυτό 
µπορεί να δηλώνει µια µικρή αβεβαιότητα των αρχικών συνθηκών του συστήµατος. 
Βρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών του παραλληλογράµµου µετά από χρόνο  
και επιβεβαιώστε το θεώρηµα του Liouville περί διατήρησης του όγκου στον χώρο 
των φάσεων. (δ) Στην περίπτωση αυτού του συστήµατος αλλοιώνονται µε την 
εξέλιξη του συστήµατος τα σχήµατα των χωρίων του φασικού χώρου; Ισχύει αυτό 
γενικά σε κάθε σύστηµα; 
ΘΕΜΑ 4: Σωµατίδιο µάζας  κινείται σε πεδίο δυνάµεων , 
όπου  είναι οι κυλινδρικές συντεταγµένες θέσης του σωµατιδίου και  µια 
θετική σταθερά. (α) Υπάρχει κάποιος συνεχής µετασχηµατισµός συντεταγµένων που 
να αποτελεί συµµετρία της Λαγκρανζιανής του σωµατιδίου; (β) Προσδιορίστε τη 
διατηρήσιµη ποσότητα που αντιστοιχεί σε αυτή τη συµµετρία. (γ) Το σωµατίδιο 
κινείται αρχικά παράλληλα µε τον άξονα-z µε ταχύτητα . Ύστερα από κάποιο 
χρονικό διάστηµα το σωµατίδιο περνά από το σηµείο  κινούµενο 
παράλληλα µε τον άξονα-y. Ποια είναι η ταχύτητα κίνησής του; 
 

Καλή επιτυχία 


