
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ

Τµ�ηµα Φυσικ�ης
Εξ�εταση στη Μηχανικ�η ΙI

14 Σεπτεµ1ρ�ιου 2009

Απαντ�ηστε και στα 4 θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερως. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α (25 µον�αδες) �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται στην επιφ�ανεια εν�ος κυλ�ινδρου ακτ�ινας �
και απερι�οριστου µ�ηκους. Το σωµατ�ιδιο ξεκιν�α απ�ο το σηµε�ιο µε κυλινδροπολικ�ες συντεταγµ�ενες ������	� � � τη χρονικ�η στιγµ�η � και καταλ�ηγει στο σηµε�ιο ��� ���	� ��
 τη χρονικ�η στιγµ�η � .

1. Γρ�αψτε το ολοκλ�ηρωµα που δ�ινει τη δρ�αση του σωµατιδ�ιου (�οχι την ελαχιστοποιηµ�ενη) ως συ-
ν�αρτηση της τυχα�ιας διαδροµ�ης που ακολουθε�ι αυτ�ο.

2. Θεωρ£ωντας �οτι η διαδροµ�η που ακολουθε�ι το σωµατ�ιδιο ε�ιναι η��������������� ��� �������
���������������
�οπου �� � � �!������"�#�� � � �#������ � �

, ξανα¶πολογ�ιστε τη δρ�αση και βρε�ιτε την ακρι1�η µορφ�η
των συναρτ�ησεων ������ � ������ που ελαχιστοποιε�ι τη δρ�αση.

3. Ποια η ελ�αχιστη αυτ�η τιµ�η της δρ�ασης ;

4. Σκεφτε�ιτε µια �αλλη διαδροµ�η που επ�ισης καθιστ�α τη δρ�αση ελ�αχιστη ως προς µικρ�ες παρεκτρο-
π�ες απ�ο αυτ�ην, επιλ�εγοντας διαφορετικ�α τη συν�αρτηση ������ . [Υπ : Εκµεταλλευτε�ιτε το γεγον�ος
�οτι το σηµε�ιο µε συντεταγµ�ενη ����$&%(' (�οπου % ακ�εραιος) ε�ιναι ακρι1£ως το �ιδιο µε το ��� � .]

5. Συγκρ�ινατε τη ν�εα αυτ�η ελαχιστοποιηµ�ενη τιµ�η της δρ�ασης µε εκε�ινη του ερωτ�ηµατος (3).

ΘΕΜΑ B (25 µον�αδες) ∆�υο σωµατ�ιδια µε �ιδιες µ�αζες � ολισθα�ινουν χωρ�ις τρι1�η π�ανω στις ευθε�ιες) � � � �
(τον �αξονα * ) και *�� ���	� �+
 (παρ�αλληλη στον �αξονα ) ). Οι δ�υο µ�αζες συνδ�εονται µε

ελατ�ηριο σταθερ�ας , και µηδενικο�υ φυσικο�υ µ�ηκους. [Για να υπολογ�ισετε την απ�οσταση µεταξ�υ των
δ�υο µαζ£ων γρ�αψτε απλ£ως τις καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες τους.]

1. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος αυτο�υ.

2. Βρε�ιτε τις ιδοσυχν�οτητες και τους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης του συστ�ηµατος.

3. Εξηγ�ηστε ποιοτικ�α πως θα κινο�υνται οι δ�υο µ�αζες.

4. Αν αρχικ�α η µ�αζα στην πρ£ωτη ευθε�ια (
) � � � �

) �ηταν ακ�ινητη στο σηµε�ιο *- � �.� �
εν£ω η

δε�υτερη (στην ευθε�ια *.� ���	� ��
 ) ακ�ινητη στο σηµε�ιο )  � �/� )10 , θα κινηθε�ι ποτ�ε η πρ£ωτη ;
5. Αν η πρ£ωτη ευθε�ια �ηταν στραµ�ενη κατ�α µια γων�ια 2 επ�ι του επιπ�εδου *.3 ) , αφο�υ κ�ανετε �ολη
την παραπ�ανω αν�αλυση βρε�ιτε σε π�οσο χρ�ονο η πρ£ωτη µ�αζα θα ταλαντ£ωνεται µε το µ�εγιστο
πλ�ατος στο �οριο που η γων�ια στροφ�ης ε�ιναι πολ�υ µικρ�η ( 25464#7 ). Τι θα κ�ανει τ�οτε η δε�υτερη ;
[Στην περ�ιπτωση αυτ�η οι καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες της πρ£ωτης µ�αζας σε µια τυχα�ια θ�εση 8
κατ�α µ�ηκος της στραµ�ενης ευθε�ιας θα ε�ιναι 98/:<;&=�2 � 8-=�>@?A2 �	� � .]
∆�ιδονται οι τριγωνοµετρικ�ες ταυτ�οτητες ::<;&=�
�3B:<;&=DC"�E$/=�>@? F 
���C$HG =�>@? F CI3B
$JG:<;&=D
K��:<;&=DC"��$/:<;&= F 
K��C$JG :<;&= F CL3�
$MG
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ΘΕΜΑ Γ (25 µον�αδες) �Ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο µ�αζας � και φορτ�ιου N (�οπου N��!3PO NDO , αρνητικ�ο
φορτ�ιο) ε�ιναι υποχρεωµ�ενο να κινε�ιται σε µια κυκλικ�η στεφ�ανη ακτ�ινας

�
δ�ιχως τρι1�ες. Η στεφ�ανη

βρ�ισκεται µ�εσα σε �ενα οµογεν�ες µαγνητικ�ο πεδ�ιο QR κ�αθετο στο επ�ιπεδο της στεφ�ανης και δεν υπ�αρ-
χει βαρυτικ�ο πεδ�ιο. Σε κυλινδροπολικ�ες συντεταγµ�ενες το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο για �ενα τ�ετοιο πεδ�ιο
ε�ιναι QS � OTQR O 8$VUWYXYZ

1. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η του σωµατιδ�ιου αυτο�υ εισ�αγοντας κατευθε�ιαν στη Λαγκρανζιαν�η το
δεσµ�ο της στεφ�ανης (�οχι �εµµεσα, µ�εσω πολλαπλασιαστ£ων Lagrange).

2. Βρε�ιτε τη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα του συστ�ηµατος.

3. Τ£ωρα εισ�αγετε το δεσµ�ο της στεφ�ανης µ�εσω εν�ος πολλαπλασιαστ�η Lagrange της µορφ�ης [\98�3 � �
στη Λαγκρανζιαν�η (αγνο�ηστε το δεσµ�ο σχετικ�α µε το

�
θεωρ£ωντας �οτι το σωµατ�ιδιο κινε�ιται σε

επ�ιπεδο). Αφο�υ λ�υστε τις εξισ£ωσεις Euler-Lagrange βρε�ιτε τις δ�υο τιµ�ες της γωνιακ�ης ταχ�υτητας
για τις οπο�ιες µηδεν�ιζεται η δ�υναµη της αντ�ιδρασης [ .

4. Τι φορ�α �εχει η αντ�ιδραση της στεφ�ανης για γωνιακ�ες ταχ�υτητες µεταξ�υ των δ�υο αυτ£ων τιµ£ων ;
Εξηγ�ηστε ποιοτικ�α τι συµ1α�ινει.

ΘΕΜΑ ∆ (25 µον�αδες)

1. Γρ�αψτε τη Χαµιλτονιαν�η ] εν�ος σωµατιδ�ιου που κινε�ιται στον τρισδι�αστατο κ�οσµο στο οµογε-
ν�ες πεδ�ιο βαρ�υτητας.

2. ∆ε�ιξτε �οτι ισχ�υει ^*`_��!ab*`_ � ]dc �-e �#7 � $ �	f
και εξηγ�ηστε π£ως προκ�υπτουν αυτ�ες οι σχ�εσεις.

3. Εκφρ�αστε οµο�ιως τη δε�υτερη και την τρ�ιτη χρονικ�η παρ�αγωγο των συντεταγµ�ενων gTh�*`_i�1g&�jh �gTk�*`_9�1g&�jk .
4. Εκφρ�αζοντας τη θ�εση του σωµατιδ�ιου οποιαδ�ηποτε στιγµ�η ως �ενα αν�απτυγµα Taylor*`_l������m*`_l � ��� ^*`_l � �n�o�qp*`_l � � �jh$ � ZYZYZ
υπολογ�ιστε για τη Χαµιλτονιαν�η του ερωτ�ηµατος (1) τις απαιτο�υµενες αγκ�υλες Poisson για να
προσδιορ�ισετε την τροχι�α του σωµατιδ�ιου συναρτ�ησει των αρχικ£ων συνθηκ£ων.
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