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Απαντ�ηστε και στα 3 θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερως. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α (30 µον�αδες)Μπ�ιλια σε ρουλ�ετα. Σωµατ�ιδιο µ�αζας � ε�ιναι αναγκασµ�ενο να κινε�ιται επ�ι
της επιφ�ανειας σφα�ιρας αντ�ινας

�
, στο πεδ�ιο βαρ�υτητας. ΗΛαγκρανζιαν�η που περιγρ�αφει την κ�ινηση

ε�ιναι : � � � ������
	� �� 	� ��������� ��� � ��� ����� � �
�οπου � η επιτ�αχυνση της βαρ�υτητας.

1. Σχεδι�αστε τη γεωµετρ�ια που περιγρ�αφει το παραπ�ανω σ�υστηµα σηµει£ωνοντας µε σαφ�ηνεια τις
γων�ιες. Ποιο επ�ιπεδο �εχει θεωρηθε�ι �οτι αντιστοιχε�ι σε µηδενικ�η δυναµικ�η εν�εργεια ;

2. Προσδιορ�ιστε δ�υο διατηρο�υµενες ποσ�οτητες του συστ�ηµατος. Αναφ�ερατε γιατ�ι διατηρο�υνται οι
ποσ�οτητες αυτ�ες (ε�ιναι συν�επεια ποιας συµµετρ�ιας ;).

3. Χρησιµοποι£ωντας τις παραπ�ανω διατηρο�υµενες ποσ�οτητες δε�ιξτε �οτι αν αρχικ�α το σωµατ�ιδιο
βληθε�ι επ�ι της σφα�ιρας µε οριζ�οντια ταχ�υτητα � απ�ο σηµε�ιο που ε�ιναι σε β�αθος � , ( �! � ) κ�ατω
απ�ο το ισηµεριν�ο επ�ιπεδο της σφα�ιρας, το σωµατ�ιδιο διαγρ�αφει µια τροχι�α η οπο�ια �οταν περν�α
απ�ο το µ�εγιστο �η το ελ�αχιστο �υψος βρ�ισκεται σε γωνιακ�η θ�εση

�
η οπο�ια σχετ�ιζεται µε την αρχικ�η

θ�εση βολ�ης
��� � �#" � �%$ � β�ασει της σχ�εσης� �� � � & ����� � �#"(' ����� � ������ � � ) � ��� � �*' ��� � �#"

Προσδιορ�ιστε την � που απαιτε�ιται (α) για να καταφ�ερει το σωµατ�ιδιο να περ�ασει “ξυστ�α” απ�ο
το ισηµεριν�ο επ�ιπεδο και (β) για να κινηθε�ι επ�ι του �ιδιου οριζοντ�ιου επιπ�εδου που βρισκ�οταν
αρχικ�α + ��, � � ' � .

4. Επιτρ�επεται το σωµατ�ιδιο να περ�ασει απ�ο το βαθ�υτερο σηµε�ιο � � �
της σφα�ιρας. Π�οση θα

�ηταν η στροφορµ�η του -
. τ�οτε ;
ΘΕΜΑΒ (40 µον�αδες) ∆�υο σωµατ�ιδια (�οχι κατ� αν�αγκη �ιδιας µ�αζας) ε�ιναι αναγκασµ�ενα να κινο�υνται
δ�ιχως τρι1�ες π�ανω σε �ενα δακτ�υλιο ακτ�ινας / και συνδ�εονται µεταξ�υ τους µε δ�υο �οµοια ελατ�ηρια
σκληρ�οτητας 0 και φυσικο�υ µ�ηκους �οσο η ηµιπεριφ�ερεια του δακτυλ�ιου, 12/ , (το �ενα κατ�α µ�ηκος της
µια ηµιπεριφ�ερειας και το �αλλο κατ�α µ�ηκος της �αλλης).

1. Γρ�αψτε την Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος των δ�υο σωµατιδ�ιων. (Θεωρ�ηστε ως σηµε�ια ανα-
φορ�ας µ�ετρησης των γωνι£ων

�4365 � που διαγρ�αφουν τα δ�υο σωµατ�ιδια δ�υο αντιδιαµετρικ�ες θ�εσεις
του δακτυλ�ιου £ωστε τα ελατ�ηρια να βρ�ισκονται στο φυσικ�ο τους µ�ηκος �οταν τα δ�υο σωµατ�ιδια
βρ�ισκονται στη θ�εση

�43 � � � �87 .)
2. Βρε�ιτε µια συνεχ�η συµµετρ�ια της Λαγκρανζιαν�ης και την αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα.
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3. Αυτ�η η Λαγκρανζιαν�η περιγρ�αφει αρµονικ�ες ταλαντωτικ�ες κιν�ησεις για απειροστ�ες µ�ονο απο-
κλ�ισεις απ�ο τη θ�εση ισορροπ�ιας �η και για πεπερασµ�ενες ; ΗΛαγκρανζιαν�η αυτ�η ε�ιναι σωστ�η για
οσοδ�ηποτε µεγ�αλες τιµ�ες των γωνι£ων �η πρ�επει να θεωρ�ησει κανε�ις σωστ�η τη λ�υση που πα�ιρνει
απ�ο αυτ�η υπ�ο κ�αποιους περιορισµο�υς ; [Τα σωµατ�ιδια �εχουν τη δυνατ�οτητα να περνο�υν χωρ�ις
πρ�ο1ληµα το �ενα µ�εσα απ�ο το �αλλο.]

4. Βρε�ιτε τους κανονικο�υς τρ�οπους ταλ�αντωσης και τις αντ�ιστοιχες ιδιοσυχν�οτητες.

5. Γρ�αψτε τη γενικ�η λ�υση του συστ�ηµατος. Πειραµατιζ�οµενοι µε το σ�υστηµα βλ�επουµε �οτι αν θ�ε-
σουµε ως αρχικ�ες συνθ�ηκες

�43 � 7 � � � � � 7 � �97 και 	�43 � 7 � �9: " � 1(; <=0�$#>@? 	� � � 7 � �97 , �οπου> � � 3 � � � , τ�οτε τα δ�υο σωµατ�ιδια καθ£ως κινο�υνται πλησι�αζουν µ�εχρι σε µηδενικ�η απ�οσταση.
Ποιος ο λ�ογος των µαζ£ων των σωµατιδ�ιων ;

6. Αν γνωρ�ιζετε τη συνολικ�η µ�αζα > διερευν�ιστε ποια σχ�εση πρ�επει να ικανοποιο�υν οι αρχικ�ες
ταχ�υτητες 	�43 � 7 � ? 	� � � 7 � (δεδοµ�ενου �οτι π�αλι �43 � 7 � � � � � 7 � �A7 ) £ωστε οι λ�υσεις που βρ�ηκατε
στο ερ£ωτηµα (5) να εξακολουθο�υν να ε�ιναι σωστ�ες (να µην �εχουµε φ�ο1ο να ξεπερ�ασουµε τους
περιορισµο�υς του ερωτ�ηµατος (3).)

ΘΕΜΑ Γ (30 µον�αδες) Η κ�ινηση εν�ος ελε�υθερου σωµατιδ�ιου B ��, � µετρ�αται σε �ενα σ�υστηµα αναφο-
ρ�ας το οπο�ιο δεν ε�ιναι κατ� αν�αγκη αδρανειακ�ο αλλ�α κινε�ιται ως προς �ενα αδρανειακ�ο σ�υµφωνα µε
το ν�οµο C ��, � (για ευκολ�ια �εχουµε θεωρ�ησει �οτι ο κ�οσµος ε�ιναι µονοδι�αστατος οπ�οτε και το ελε�υθερο
σωµατ�ιδιο και το µη αδρανειακ�ο σ�υστηµα κινο�υνται κατ�α µ�ηκος του �αξονα B εν�ος αδρανειακο�υ συ-
στ�ηµατος).

1. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου σε αυτ�ο το σ�υστηµα αναφορ�ας και στη
συν�εχεια κατασκευ�αστε τη Χαµιλτονιαν�η του.

2. Απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η του σωµατιδ�ιου κατασκευ�αστε τη µη ελαχιστοποιηµ�ενη δρ�αση του σωµα-
τιδ�ιου και δε�ιξτε �οτι αν C ��, � � 0 , , τ�οτε η δρ�αση του σωµατιδ�ιου για δεδοµ�ενη αρχικ�η και τελικ�η
θ�εση αυτο�υ ( B 3 ?�B � ) ως προς το ”περ�ιεργο´´ σ�υστηµα αναφορ�ας διαφ�ερει απ�ο τη γνωστ�η δρ�αση
για ελε�υθερο σωµατ�ιδιο κατ�α µια ποσ�οτητα που εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο τις αρχικ�ες και τελικ�ες θ�ε-
σεις και το χρ�ονο που µεσολ�α1ησε και �οχι απ�ο την ακρι1�η συν�αρτηση του B ��, � .

3. Για τυχα�ιο C ��, � γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις του Hamilton και λ�υστε τις.
4. Ε�ιναι η Χαµιλτονιαν�η σταθερ�α της κ�ινησης ;

5. Η ταχ�υτητα στον χ£ωρο των φ�ασεων ε�ιναι � 	BD? 	- � . Περιγρ�αψτε την κ�ινηση στο χ£ωρο των φ�ασεων
σχεδι�αζοντας και τη θ�εση του συστ�ηµατος στο χ£ωρο των φ�ασεων σε 3 διαδοχικ�α ισαπ�εχουσες
χρονικ�ες στιγµ�ες. Ε�ιναι ισαπ�εχουσες και οι θ�εσεις ;
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Λ�υσεις ΘΕΜΑ Α

1. Η γων�ια
�
ε�ιναι η γων�ια περιστροφ�ης γ�υρω απ�ο τον �αξονα συµµετρ�ιας + . Η γων�ια � µετρ�α τη γω-

νιακ�η θ�εση απ�ο το κατ£ωτερο σηµε�ιο της σφα�ιρας. Το ισηµεριν�ο επ�ιπεδο αντιστοιχε�ι σε δυναµικ�η
εν�εργεια 0.

2. Απ�ο συµµετρ�ια µετ�αθεσης της γων�ιας
�
(στην ουσ�ια συµµετρ�ια στροφ�ης γ�υρω απ�ο τον �αξονα + )

διατηρε�ιται η ορµ�η -
. (στην ουσ�ια η + -συνιστ£ωσα της στροφορµ�ης).
-
. �FE �E � � � � � 	� �����G� �IH

Απ�ο τη µη χρονοεξ�αρτηση της

�
διατηρε�ιται το ολοκλ�ηρωµα Jacobi, η εν�εργειαJ � � ����K��	� �� 	� �
������� ���L' ��� ����� � �IH

3. � � � ����� �#" 	� " . Εισ�αγοντας τη σχ�εση για την ορµ�η � � -
.M$ � � � ����� �#"N� . Αν αντικαταστ�ησουµε στη
διατ�ηρηση της εν�εργειας µεταξ�υ των 2 ακρα�ιων σηµε�ιων (αρχικ�ο και στον ισηµεριν�ο) τις 	� απ�ο
την -
. και �οντας σηµε�ια που 	� �87 θα �εχουµε� ����PO -
.� � � ����� � �RQ � ������� �*' ��� ����� � � � � ���� & -
.� � � ����� � �#"S) � ������� �#"T' ��� ����� � �#"VU (1)� � ����� � �#"� ����� � � ' � ����� � � � � �� ' � ����� � �#"VU (2)� �� & ����� � �#"����� � � 'XW ) � � � � ��� � �Y' ��� � �#"Z�[U (3)� �� � � & ����� � �#"T' ����� � ������ � � ) � ��� � �Y' ��� � �#"VU (4)� �� � � & ��� � �#" � ��� � �W\' ��� � � � ) � W (5)

Αν β�αλουµε �οπου
� � 1D$ � (ισηµεριν�ος) και �οπου ��� � �#" � �%$ � βρ�ισκουµε � � � � � � $ � �%$ � � �� � ��� $M� . Αν θ�εσουµε £ως τελικ�ο ακρα�ιο σηµε�ιο το � � �#" βρ�ισκουµε � � � � � � W\' � �%$ � � � � $ � �%$ � � .

4. Αν θ�εσουµε
� �]7 θα �επρεπε � �87 για να �εχει λ�υση η παραπ�ανω εξ�ισωση. Εξ�αλλου στο σηµε�ιο

αυτ�ο θα �ηταν -
. �^7 αφο�υ η ακτ�ινα περιστροφ�ης θα �ηταν 0, γεγον�ος ασ�υµ1ατο µε την αρχικ�η
κ�ινηση -
.%_�]7 .

ΘΕΜΑ Β

1.

� �a`Gb� � � 3 	� �3 � � � 	� �� �L' 0G/ � � �43'c� � � � .
2. Αν εκτελ�εσουµε κοιν�η µετ�αθεση των γωνι£ων η Λαγκρανζιαν�η δεν αλλ�αζει οπ�οτε διατηρε�ιται η
συνολικ�η ορµ�η � 3 	�43 � � � 	� � .

3. Η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι γραµµικοποιηµ�ενη αλλ�α ισχ�υει µ�εχρι d �43e'c� � d� ]1 αλλι£ως τα σωµατ�ιδια
αλλ�αζουν σχετικ�η θ�εση και η δυναµικ�η εν�εργεια δεν εξακολουθε�ι να µεγαλ£ωνει αλλ�α να µικρα�ι-
νει αφο�υ το ελατ�ηριο δεν καταλα1α�ινει φορ�α.

4. Απ�ο τη γνωστ�η αν�αλυση βγα�ινειf 3 �]7 ?Lg 3 � & WW ) f � �ih � 0Ijk?Lg � � & � �' � 3 )
�οπου j η ανηγµ�ενη µ�αζα.
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5. Γενικ�η λ�υση & �43 ��, �� � ��, � ) � �ml�, �on � g 3 � �mp ��� � f � , �oqT����� f � , � g � H
Απ�ο αρχικ�ες συνθ�ηκες

n
� p � � � n ' p � 3 �]7 U n � p �87 , και l �kq � � f � �]: " , l ' q � 3 f � �]7 .
Η γωνιακ�η απ�οσταση µεταξ�υ των δ�υο σωµ�ατων ε�ιναι 1 � �ml�, �rq � � ����� f � , ��' �ml�, ' q � 3 ����� f � , � �1 �oq > ����� f � , . Εποµ�ενως η ελ�αχιστη απ�οσταση ε�ιναι 1 ' d q d > � 1 ' > : " $ � > f � � . Απ� �οπου
συµπερα�ινουµε �οτι s�j2$#> � W δηλαδ�η �ισες µ�αζες.

6. Αν αφαιρ�εσουµε µεταξ�υ τους τις αρχικ�ες συνθ�ηκες για τις ταχ�υτητες
q > f � � 	�43 � 7 �' 	� � � 7 � . Η

γωνιακ�η απ�οσταση των σωµατιδ�ιων ε�ιναι1 � �43 ��, �L'c� � ��, � � 1 �oq > ����� f � ,
Πρ�επει λοιπ�ον d 	�43 � 7 �L' 	� � � 7 � d $ f �  X1 �η d 	�43 � 7 �L' 	� � � 7 �  : " .

ΘΕΜΑ Γ

1.

� �^t � � 	B � 	C �u� . - � � � 	B � 	C �[U 	B � � -v$ � �L' 	C . w � - 	B ' � � - �Tx� t ' 	C � .
2. y �!zL{" � q , �|t � � zD{" 	B � q , � � 0 zL{" 	B q , � 0 �~}*� � y " � � 0 � B � ' B 3~� � � 0 �~} $ � . Συνεπ£ως για
τ�ετοιο σ�υστηµα (αδρανειακ�ο) �εχουµε ανα1αθµον�οµηση της δρ�ασης και εποµ�ενως θα µπορο�υσε
κ�αλιστα να χρησιµοποιηθε�ι η

� � � 	B � $ � .
3. 	B � � -v$ � �L' 	C�?v- � pN������, � - " . B ��, � � B � 7 �L' C ��, � � C � 7 � � � - " , � $ � .

4. �Οχι γιατ�ι E w�$ E , _�97 . Μ�ονο αν 	C � pN������, (αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας) η χαµιλτονιαν�η
διατηρε�ιται.

5. Αφο�υ - � - " και B ��, � �]� � � - " , � $ � ��� �#����, � το σ�υστηµα διαγρ�αφει µια γραµµ�η παρ�αλληλη µε
τον �αξονα B αλλ�α �οχι µε σταθερ�η ταχ�υτητα και �οχι κατ� αν�αγκη σταθερ�η φορ�α κ�ινησης. Εποµ�ε-
νως οι θ�εσεις για διαδοχικ�ες ισαπ�εχουσες χρονικ�ες στιγµ�ες δεν θα ε�ιναι κατ� αν�αγκη ισαπ�εχουσες
αφο�υ C ��, � }*�L' C ��, � _� C ��, � � }*�L' C ��, � }*� για τυχα�ια C ��, � .
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