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Απαντ�ηστε και στα 4 Θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερως. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α (25 µον�αδες) �Ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο κινε�ιται στο επ�ιπεδο ξεκιν£ωντας τη χρονικ�η στιγµ�η�������
, απ�ο το σηµε�ιο �	��
��� και φθ�ανει τη χρονικ�η στιγµ�η �������

στο σηµε�ιο ������
��� , µε ��
���� �
.

Στην πορε�ια του γνωρ�ιζουµε �οτι το σωµατ�ιδιο περν�α απ�ο το αδιαπ�εραστο επ�ιπεδο � ��� , �οπου και
ανακλ�αται (χωρ�ις να γνωρ�ιζουµε π£ως).

1. ∆ε�ιξτε �οτι απ�ο �ολες τις διαδροµ�ες που συνδ�εουν το αρχικ�ο µε το τελικ�ο σηµε�ιο και οι οπο�ιες
περνο�υν απ�ο το τε�ιχος � ��� στο σηµε�ιο ��� �! 
�� ���  τη στιγµ�η " , � �$# " #%�  , η τεθλασµ�ενη
ευθε�ια η οπο�ια περν�α απ�ο αυτ�ο το σηµε�ιο τη δεδοµ�ενη χρονικ�η στιγµ�η και η οπο�ια διαγρ�αφεται
µε σταθερ�η ταχ�υτητα σε καθ�ενα απ�ο τα δ�υο ευθ�υγραµµα τµ�ηµατ�α της αντιστοιχε�ι στην ελ�αχιστη
δυνατ�η δρ�αση.

2. �Υπολογ�ιστε την τιµ�η της δρ�ασης για την τεθλασµ�ενη αυτ�η ευθε�ια ως συν�αρτηση των
 
&" .

3. Στη συν�εχεια δε�ιξτε �οτι στασιµοποι£ωντας την παραπ�ανω δρ�αση και ως προς τις δ�υο µετα1λη-
τ�ες της καταλ�ηγετε στο �οτι η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου θα πρ�επει να γ�ινεται µε σταθερ�η ταχ�υτητα
καθ�ολο το µ�ηκος της τεθλασµ�ενης διαδροµ�ης.

4. Τι συµπερα�ινεται για τις γων�ιες πρ�οσπτωσης και αν�ακλασης ; Ποιο ε�ιναι το σηµε�ιο αν�ακλασης 
του σωµατιδ�ιου ;

ΘΕΜΑ Β (25 µον�αδες) Θεωρ�ηστε µ�ια συν�αρτηση '(�*)+� � ,
.-/� � & η οπο�ια διαθ�ετει παραγ£ωγους κ�αθε τ�α-
ξης, η οπο�ια ε�ιναι συν�αρτηση της θ�εσης και της ορµ�ης τη χρονικ�η στιγµ�η

�
. Ε�αν η θ�εση και η ορµ�η

εξελ�ισσονται χαµιλτονιαν�α δε�ιξτε �οτι :'(�*)+� � ,
.-/� � & � '10 �243�5 '6
�798:0 � �;�3�5<5 '6
�798.
�798:0 ��=>?3�5<5<5 '6
�798.
�798.
�798:0A@�@�@
�οπου 'CBD�.'(�*)+� � ,
.-/� � & και 7EBF7G�*)+� � ,
.-/� � & κ�αποια χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση. Υποθ�εστε �οτι η
σειρ�α συγκλ�ινει. Βασισµ�ενοι στο παραπ�ανω αν�απτυγµα υπολογ�ιστε :

1. Τα - � � �  , ) � � �  συναρτ�ησει της αρχικ�ης θ�εσης και ορµ�ης εν�ος ελευθ�ερου σωµατιδ�ιου µ�αζας H
που κινε�ιται σε �ενα µονοδι�αστατο κ�οσµο,

2. Τα -/� �  , )+� �  συναρτ�ησει της αρχικ�ης θ�εσης και ορµ�ης εν�ος µονοδι�αστατου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η
φυσικ�ης συχν�οτητας I .

3. Την ποσ�οτητα �J� � �-+KL� � (�G�M� � �-+N:� �  για �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται στο ελκτικ�ο βαρυτικ�ο πεδ�ιο
µιας µ�αζας O που ε�ιναι στερεωµ�ενη στην αρχ�η των αξ�ονων.

ΘΕΜΑ Γ (25 µον�αδες) �Εστω δ�υο ακλ�ονητες οµοαξονικ�ες κυκλικ�ες στεφ�ανες µε ακτ�ινες P και Q . Σε
κ�αθε µ�ια στεφ�ανη κινε�ιται χωρ�ις τρι1�η και µ�ια σηµειακ�η χ�αντρα. Στην πρ£ωτη, η χ�αντρα �εχει µ�αζα H �
εν£ω στη δε�υτερη η χ�αντρα �εχει µ�αζα H � . Η πρ£ωτη στεφ�ανη βρ�ισκεται στο επ�ιπεδο R �!� και το κ�εντρο
της στεφ�ανης ε�ιναι στο σηµε�ιο µε καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες � � 
 � 
 �  εν£ω η δε�υτερη στεφ�ανη ε�ιναι στο
επ�ιπεδο R �AS και το κ�εντρο της στο σηµε�ιο � � 
 � 
 S  . Οι χ�αντρες �ελκονται µε νευτ£ωνειου τ�υπου δ�υναµη
µ�ετρου T?U �οπου U η σχετικ�η απ�οσταση των χαντρ£ων. Οι χ�αντρες κινο�υνται �ανευ τρι1�ης στις στεφ�ανες.
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1. Θεωρ�ηστε δ�υο ζε�υγη πολικ£ων συντεταγµ�ενων στο επ�ιπεδο της κ�αθε στεφ�ανης �ετσι £ωστε η θ�εση
της H � στο επ�ιπεδο R �V� να ε�ιναι �	PW
�X �  εν£ω η θ�εση της H � στο επ�ιπεδο R �!S να ε�ιναι �*QY
�X �  .
Γρ�αψτε την Λαγκραντζιαν�η του συστ�ηµατος Z[�	X � 
�X � 
[\X � 
J\X �  .

2. Γρ�αψτε τη Λαγκραντζιαν�η σε συντεταγµ�ενες “κ�εντρου µ�αζας”] B H � P � X � 0�H � Q � X �H � P � 0�H � Q �
και σχετικ�ης γων�ιας X^BVX � �GX � .

3. Ποιοι χωρικο�ι µετασχηµατισµο�ι αποτελο�υν συµµετρ�ια της παραπ�ανω Λαγκραντζιαν�ης. Προσ-
διορ�ιστε την αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα.

4. Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι
] � �  �_� . Προσδιορ�ιστε τις δυνατ�ες καταστ�ασεις ισορροπ�ιας των δ�υο χα-

ντρ£ων και την ευστ�αθει�α τους κατασκευ�αζοντας τις γραµµικοποιηµ�ενες εξισ£ωσεις που δι�επουν
µικρ�ες κιν�ησεις των χαντρ£ων περ�ι τα σηµε�ια ισορροπ�ιας τους.

ΘΕΜΑ∆ ( 25 µον�αδες)Θεωρ�ηστε την παρακ�ατω δι�αταξη δ�υο σωµ�ατων µ�αζας H � (αριστερ�α) και H �
(δεξι�α) και τρι£ων γραµµικ£ων ελατηρ�ιων µεταξ�υ δ�υο ακλον�ητων το�ιχων :`a` �b�c�b�c�c�b�c�c�b�ed �c�c�b�c�c�b�c�b�ed �b�c�c�b�c�b�c�c� `a`
Το αριστερ�ο και το δεξι�ο ελατ�ηριο �εχουν σταθερ�α T , εν£ω το µεσα�ιο �εχει σταθερ�α T^f . Απαντ�ηστε στα
ακ�ολουθα ερωτ�ηµατα (στα 3,4,5 απαντ�ησετε χωρ�ις να κ�ανετε υπολογισµο�υς).

1. Γρ�αψτε τη Λαγκραντζιαν�η που δι�επει το σ�υστηµα και απ�ο αυτ�ην προσδιορ�ιστε τις εξισ£ωσεις
κ�ινησης.

2. Προσδιορ�ιστε τις χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες.

3. Ε�αν H �Y�Vg ποιες οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ταλ�αντωσης του συστ�ηµατος ;
4. Ε�αν T ��� ποιες οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ταλ�αντωσης του συστ�ηµατος ;
5. Ε�αν Thf �!� ποιες οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ταλ�αντωσης του συστ�ηµατος ;
6. ∆ε�ιξτε πα�ιρνοντας τα αντ�ιστοιχα �ορια των χαρακτηριστικ£ων συχνοτ�ητων �οτι καταλ�ηγετε στα
αποτελ�εσµατα των υποερωτηµ�ατων 3,4,5.
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ΛΥΣΕΙΣ
ΘΕΜΑ Α

1. Παραµετροποι£ωντας την κ�ινηση ως� �_i�jlk�mn � 0o�p0GqrN�� �  για
�ts "k�u.k:jv k n 0  0�wxN�� �  για � �o" 
(� �Ciyk�mn � 0o�z0GqrK4� �  για �ts "uv k n 0%0pwxKL� �  για

� �o" 

�οπου οι qrN4
&qrKx
�wxNL
�wxK ε�ιναι τυχα�ιες συναρτ�ησεις που µηδεν�ιζονται στα �ακρα των αντ�ιστοιχων χρο-
νικ£ων διαστηµ�ατων, µπορο�υµε να γρ�αψουµε τη δρ�αση της συνολικ�ης κ�ινησης και να δε�ιξουµε

�αµεσα �οτι αυτ�η ελαχιστοποιε�ιται �οταν qrN � qrK � wxN � wxK �{�
. Εποµ�ενως η κ�ινηση µε την

ελ�αχιστη δρ�αση ε�ιναι η ευθ�υγραµµη µε σταθερ�η ταχ�υτητα στο κ�αθε ευθ�υγραµµο δι�αστηµα.

2. Αντικαθιστ£ωντας την ελαχιστοποιο�υσα εξ�ισωση κ�ινησης στη δρ�αση βρ�ισκουµε| � 2; H~} �  ���� � 0o� �" 0 �	��0   � 0o� �� ��" �
3. Απ�ο � |�� �  V� � |�� �+" �!� πα�ιρνουµε ���" 0 �(0  � ��" ��� 
�� �  �G�� � 0o� �" � 0 �	�(0   � 0o� �� � ��"6 � �!�
Η πρ£ωτη σηµα�ινει �οτι η x-συνιστ£ωσα της ταχ�υτητας ε�ιναι �ιδια στα δ�υο τµ�ηµατα εν£ω η δε�υτερη

�οτι το µ�ετρο της ταχ�υτητας ε�ιναι �ιδιο. Με πρ�αξεις καταλ�ηγουµε �οτι
 !���

και " � � � � �	�p0o�� .
4. Αφο�υ

 !�!�
η γων�ια πρ�οσπτωσης ε�ιναι �ιση µε τη γων�ια αν�ακλασης και �ιση µε �:��� .

ΘΕΜΑ B

1. Αν φανταστο�υµε την ' ως συν�αρτηση του χρ�ονου'(� �  � '(� � �0 � \'(� � �0 2; � ���'(� � �0A����� (1)

Γνωρ�ιζουµε �οµως �οτι \' � 5 '6
�798 και το �ιδιο ισχ�υει και για την \' κοκ. Οπ�οτε αµ�εσως πα�ιρνουµε
το ζητο�υµενο.

2. Για το ελ�ευθερο σωµ�ατιο �οπου 7 � - � � ; H5 ) � 
�798 � ; ),- � H�
 5 - � 
�798 �!�
και 5<5 ) � 
�798.
�798 � 5 ; ),- � H�
.- � � ; H�8 � ; - � � H � �L7
και οι αν£ωτερης τ�αξης αγκ�υλες µηδεν�ιζονται. �Ετσι) � � �  � ) � � � M0 ; )+� � �-/� �  � � H�0 ;�� � � 
�- � � �  � - � � � 

3. �Οµοια για τον ταλαντωτ�η µε 7 � - � � ; H�0�H�I � ) � � ;5 )�
�798 � - � H�
 5 -�
�798 � �[H�I � )
Εποµ�ενως )+� �  � )+� � �0 � ��-/� �  � H9�0 2; � � ����I � )+� � &�0 2 > � = ����I � -/� �  � H9�0A������ )+� � r� 2 �eI � � � � ; 0A����� �0���-/� �  � H�Itr� � I�� � = I = 0A����� � )+� � ?�r�4�?I � 0 -/� � H�I �&�a�tI � (2)

�Οµοια και για -/� �  � -/� � ?�r�4�?I � �GH�IW)+� � ?�&�a�WI �
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4. Για 7 � - � � ; H�0%����� � � 0�� � 0oR � 5 �L-+K�����-+N4
�798 � -+K -+NH ��-+N -+KH ��� �l���� 0�� �l��+� �!�
Εποµ�ενως �J� � �-+KL� � J�G�M� � �-+N:� �  � �J� � �-+KL� � /�G�M� � �-+N:� � 

ΘΕΜΑ Γ

1. Z � 2; H � P � \X �� 0 2; H � Q � \X �� � 2; T?U �� 2; H � P � \X �� 0 2; H � Q � \X �� �2; TM� S � 0oP � 0�Q � � ; P/Q^�r�4���	X � ��X � & � (3)

2. Αντικαθιστ£ωντας τις δοσµ�ενες ν�εες συντεταγµ�ενες πα�ιρνουµεZ � 2; H � P ��� \] 0 H � Q �H � P � 0�H � Q � \X4�
� 0 2; H � Q �p� \] � H � P �H � P � 0�H � Q � \X��

� �2; TM� S � 0oP � 0�Q � � ; P/Q^�r�4�6X4 �� 2; �*H � P � 0�H � Q � �\] � 0 2; H � P � H � Q �H � P � 0�H � Q � \X � � 2; TM� S � 0oP � 0�Q � � ; P/Q^�r�4�6X4 � (4)

3. Προφαν£ως η
]
�οντας κυκλικ�η η Z ε�ιναι συµµετρικ�η σε µεταθ�εσεις της ] µε αντ�ιστοιχη διατη-

ρο�υµενη ποσ�οτητα τη συζυγ�η ορµ�η της ZY  � �*H � P � 0�H � Q � Y\] δηλαδ�η τη \] .
4. Για

] � �  �¡�
, ονοµ�αζοντας O � �*H � H � P/QJ � �*H � P � 0�H � Q �  και σ1�ηνοντας τους σταθερο�υς

�ορους της δυναµικ�ης εν�εργειας καταλ�ηγουµε στην εξ�ισωση κ�ινησηςO �X � �pT+¢�£.¤MX
η οπο�ια �εχει σηµε�ια ισορροπ�ιας τα X �¥� 
&¦ . Το πρ£ωτο ε�ιναι ευσταθ�ες και το δε�υτερο ασταθ�ες.
Η γραµµικοπο�ιηση οδηγε�ι σε ¢�£.¤MX¨§!� �_i X για X^§ �¦9�GX για X^§�¦ (5)

δηλαδ�η σε αν�αλογο πρ�οσηµο της X µε την ευστ�αθεια/αστ�αθεια του συστ�ηµατος. Η δε περ�ιοδος
µικρ£ων ταλαντ£ωσεων γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο ευσταθο�υς ισορροπ�ιας ε�ιναι

�!� ; ¦ � O � T .
ΘΕΜΑ ∆

1. Z � 2; �*H � \� � � 0�H � \� �� J� 2; �.T:� � � 0%T:� �� 0%T f ��� � ��� �  �
�οπου τα � � 
&� � µετρ£ωνται απ�ο τη θ�εση ισορροπ�ιας τους. Οι εξισ£ωσεις κ�ινησης δ�ινονται απ�οH � �� �©� �pT:� � 0%T f ��� � ��� � H � �� �ª� �pT:� � ��T f ��� � ��� �  (6)

Απ�ο τη λ�υση της χαρακτηριστικ�ης εξ�ισωσης «+¬�x�.���oOcI �  ��� βρ�ισκουµε
I � � T^0%T:f;x® ¯±° � Th0%T f;x® � � � �.Th0%T f  � ��T f �H � H �

�οπου
®
η ανηγµ�ενη µ�αζα του συστ�ηµατος
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2. Αν H �W²{g
, οι δ�υο συχν�οτητες ε�ιναι �.T�0GT:f³ � H � και 0, αφο�υ το �ενα λ�ογω µεγ�αλης µ�αζας ε�ιναι

ακ�ινητο και το �αλλο ταλαντ£ωνεται υπ�ο την επ�ιδραση και των 2 ελατηρ�ιων.

3. Αν T ²´g
, οι δ�υο συχν�οτητες ε�ιναι T:f � ® και 0, αφο�υ τα 2 σ£ωµατα συνδ�εονται µε �ενα ελατ�ηριο

αλλ�α ε�ιναι και ελ�ευθερα να κινο�υνται οµαλ�α και τα 2 µαζ�ι.

4. Αν T:f ²µg
, οι δ�υο συχν�οτητες ε�ιναι T � H � και T � H � , αφο�υ τα 2 σ£ωµατα ε�ιναι ανεξ�αρτητα.

5. Πρ�αξεις.
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