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Απαντ�ηστε και στα 4 Θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενε̋ απαντ�ησει̋ εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερω̋. Καλ�η σα̋ επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α (25 µον�αδε̋) Σωµατ�ιδιο µ�αζα̋ m κινε�ιται επ�ι τη̋ εσωτερικ�η̋ επιφ�ανεια̋ εν�ο̋ ανεστραµ�ε-
νου ορθο�υ κ£ωνου ηµι-γων�ια̋ α, �οπω̋ φα�ινεται στο σχ�ηµα, µ�εσα στο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ �εντα-
ση̋ g. Η θ�εση του σωµατιδ�ιου προσδιορ�ιζεται πλ�ηρω̋ απ�ο το �υψο̋ απ�ο την κορυφ�η του κ£ωνου z, και
την πολικ�η γων�ια φ.

1. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η που δι�επει την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου.

2. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ και δε�ιξτε �οτι η στροφορµ�η, pφ, διατηρε�ιται.

3. Αντικαθιστ£ωντα̋ τη σταθερ�α pφ γρ�αψτε την εξ�ισωση µετα1ολ�η̋ του �υψου̋. ∆ε�ιξτε �οτι µ�ια λ�υση
των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋ ε�ιναι µ�ια κυκλικ�η τροχι�α σε σταθερ�ο �υψο̋ zc και προσδιορ�ιστε το �υψο̋
zc συναρτ�ησει τη̋ στροφορµ�η̋ pφ, και τωνm, g και α.

4. Ε�αν το σωµατ�ιδιο εν£ω εκτελε�ι κυκλικ�η κ�ινηση διαταραχθε�ι ελαφρ£ω̋ στιγµια�ια χωρ�ι̋ να αλλ�αξει
η στροφορµ�η του, δε�ιξτε �οτι το �υψο̋ του σωµατιδ�ιου θα αρχ�ισει να ταλαντ£ωνεται περ�ι το zc µε
περ�ιοδο

T =
2π

cos α

√

zc

3g
.

2á

z

ΘΕΜΑ Β (25 µον�αδε̋) Λεπτ�η αλυσ�ιδα γραµµικ�η̋ πυκν�οτητα̋ µ και µ�ηκου̋ l ισορροπε�ι στο κατα-
κ�ορυφο επ�ιπεδο (x, y) µε τα δ�υο �ακρα τη̋ αναρτηµ�ενα στα σηµε�ια (±a, 0), µε a < l/2. Η αλυσ�ιδα
βρ�ισκεται στο κατακ�ορυφο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ �ενταση̋ (0,−g) και λαµ1�ανει το σχ�ηµα y(x)
που καθιστ�α στ�ασιµη τη δυναµικ�η τη̋ εν�εργεια.

1. Γρ�αψτε το συναρτησοειδ�ε̋, S[y(x)] =
∫ a

−a
L(y, y′)dx, �οπου y′(x) = dy/dx, η στασιµοπο�ιηση του

οπο�ιου προσδιορ�ιζει το σχ�ηµα τη̋ αλυσ�ιδα̋ στην κατ�ασταση ισορροπ�ια̋. Γρ�αψτε την εξ�ισωση
η λ�υση τη̋ οπο�ια̋ προσδιορ�ιζει το σχ�ηµα τι̋ αλυσ�ιδα̋. Τι συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋ πρ�επει να επι-
1ληθο�υν στη διαφορικ�η εξ�ισωση ;

2. Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι στο µ�εσο τη̋ αλυσ�ιδα̋ αναρτ�αται µ�ια επιπλ�εον σηµειακ�η µ�αζα m. Το συ-
ναρτησοειδ�ε̋ που πρ�επει τ£ωρα να στασιµοποιηθε�ι ε�ιναι το I[y(x)] =

∫ a

−a
L(y, y′)dx + mgy(0).

Το σχ�ηµα ισορροπ�ια̋ αναµ�ενεται να δ�ινεται απ�ο µ�ια συνεχ�η συν�αρτηση y(x) αλλ�α η dy/dx να
παρουσι�αζει ασυν�εχεια στο x = 0. ∆ε�ιξτε �οτι προσεκτικ�η εφαρµογ�η του λογισµο�υ των µετα-
1ολ£ων σε αυτ�ο το συναρτησοειδ�ε̋ (λαµ1�ανοντα̋ υπ�οψη την ασυν�εχεια τη̋ παραγ£ωγου) οδηγε�ι
στην προηγο�υµενη µορφ�η σχ�ηµατο̋ αριστερ�α και δεξι�α του x = 0 και επιπλ�εον προσδιορ�ιζει
την ασυν�εχεια τη̋ dy/dx στο x = 0.
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ΘΕΜΑ Γ (25 µον�αδε̋) Στο δεξ�ι �ακρο εν�ο̋ ελατηρ�ιου, του οπο�ιου το αριστερ�ο �ακρο ε�ιναι στερεωµ�ενο
σε ακλ�ονητο το�ιχο, ε�ιναι δεµ�ενο σ£ωµα µ�αζα̋m το οπο�ιο ταλαντ£ωνεται στη διε�υθυνση x µε συχν�οτητα
ω2

1 . ∆εξι�α απ�ο το σ£ωµα συνδ�εουµε �ενα δε�υτερο ελατ�ηριο σταθερ�α̋ k2 = mω2
2 που εκτε�ινεται στον

x-�αξονα, εν£ω στο �αλλο �ακρο του ελατηρ�ιου αυτο�υ προσαρτο�υµε µ�ια δε�υτερη �ιση µ�αζαm, η οπο�ια και
αυτ�η µπορε�ι να κινε�ιται στη διε�υθυνση x. Υποθ�εστε επ�ιση̋ �οτι στο πρ£ωτο σ£ωµα εξασκε�ιται και µια
περιοδικ�η δ�υναµη mω2 cos ωt.

1. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ στη µορφ�η

d2

dt2

(

x1

x2

)

+ K(ω1, ω2)

(

x1

x2

)

= f cos ωt

�οπου x1 η θ�εση τη̋ πρ£ωτη̋ µ�αζα̋, x2 η θ�εση τη̋ δε�υτερη̋ απ�ο τι̋ θ�εσει̋ ισορροπ�ια̋, K(ω1, ω2)
�ενα̋ 2×2π�ινακα̋, f �ενα̋ π�ινακα̋-στ�ηλη 2×1, προσδιορ�ιζοντα̋ του̋ σταθερο�υ̋ π�ινακε̋K(ω1, ω2)
και f .

2. Μα̋ ενδιαφ�ερει η εξαναγκασµ�ενη κ�ινηση του συστ�ηµατο̋ κατ�α την οπο�ια το σ�υστηµα ταλαντ£ω-
νεται µε τη συχν�οτητα ω τη̋ ασκο�υµενη̋ δ�υναµη̋, ω̋ :

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

x̂1

x̂2

)

cos ωt .

Προσδιορ�ιστε το πλ�ατο̋ τη̋ δι�εγερση̋ του πρ£ωτου σ£ωµατο̋ x̂1, και σχεδι�αστε το πλ�ατο̋, µαζ�ι
µε το πρ�οσηµο αυτo�υ, συναρτ�ησει τη̋ συχν�οτητα̋ ω τη̋ ασκο�υµενη̋ δ�υναµη̋.

3. Τι σταθερ�α ελατηρ�ιου k2 πρ�επει να επιλ�εξουµε �ετσι £ωστε για δεδοµ�ενη περιοδικ�η δι�εγερση τη̋
πρ£ωτη̋ µ�αζα̋ αυτ�η ναπαραµ�ενει ακ�ινητη ;Μπορε�ιτε µε�ενα απλ�ο επιχε�ιρηµα να καταλ�ηξετε στο
παραπ�ανω αποτ�ελεσµα ; Αν θ�ελαµε να αποσ1�εσουµε την ταλ�αντωση εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ π�ανω στο
οπο�ιο ασκε�ιται αρµονικ�η εξωτερικ�η δι�εγερση τι θα πρ�επει να προσθ�εσουµε στο σ�υστηµα ;

ΘΕΜΑ ∆ (25 µον�αδε̋) Σωµατ�ιδιο φορτ�ιου q και µ�αζα̋m κινε�ιται στο επ�ιπεδο (x, y, 0) εντ�ο̋ του κα-

θ�ετου στο επ�ιπεδο σταθερο�υ και οµογενο�υ̋ µαγνητικο�υ πεδ�ιου ~B = (0, 0, B). Το µαγνητικ�ο πεδ�ιο

προκ�υπτει απ�ο το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο ~A = (−By/2, Bx/2, 0).

1. Γρ�αψτε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση που δι�επει την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου και υπολογ�ιστε τι̋
κανονικ�ε̋ ορµ�ε̋ του σωµατιδ�ιου px και py τι̋ συζυγε�ι̋ στι̋ αντ�ιστοιχε̋ καρτεσιαν�ε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋ x και y.

2. Προσδιορ�ιστε �ενα χωρικ�ο µετασχηµατισµ�ο που να αποτελε�ι συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ και
απ�ο το θε£ωρηµα τη̋ Noether προσδιορ�ιστε την αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα.

3. Κατασκευ�αστε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση που δι�επει την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου και δε�ιξτε �οτι
µπορε�ι να τεθε�ι στην εξ�η̋ µορφ�η :

H =
1

2m

(

π2

x + π2

y

)

,

�οπου πx, πy δυναµικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ που πρ�επει να προσδιορ�ισετε. Με ποιε̋ ποσ�οτητε̋ ε�ιναι �ισε̋
οι αριθµητικ�ε̋ τιµ�ε̋ αυτ£ων των δυναµικ£ων µετα1λητ£ων ;

4. ∆ιατηρε�ιται η Χαµιλτονιαν�η κατ�α την κ�ινηση ;

5. Υπολογ�ιστε την αγκ�υλη Poisson {πx, πy}

6. Βρε�ιτε κανονικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ Q και P που ε�ιναι συναρτ�ησει̋ των πx, πy. Ποια γν£ωριµη µορφ�η
λαµ1�ανει η Χαµιλτονιαν�η στι̋ συντεταγµ�ενε̋ Q και P ;
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7. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον στι̋ µετα1λητ�ε̋ Q και P . Με ποιο γνωστ�ο φυσικ�ο σ�υστηµα
ε�ιναι ισοδ�υναµο το παραπ�ανω φυσικ�ο σ�υστηµα ;

ΛΥΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ Α

Επειδ�η r = z tan α η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι :

L =
m

2

(

ż2 sec2 α + z2 tan2 αφ̇2

)

− mgz

και η κατακ�ορυφη εξ�ισωση κ�ινηση̋ ε�ιναι

z̈ sec2 α − z tan2 αφ̇2 + g = 0

εν£ω η
pφ = mz2 tan2 αφ̇

διατηρε�ιται. Αν αντικαταστ�ησουµε τη σταθερ�η στροφορµ�η στη κατακ�ορυφη εξ�ισωση κ�ινηση̋ τ�οτε
λαµ1�ανουµε την εξ�ισωση για το �υψο̋

z̈ sec2 α −
p2

φ

m2z3 tan2 α
+ g = 0

που επιδ�εχεται λ�υση z = zc εφ�οσον

z3

c =
p2

φ

m2g tan2 α
.

Για τη διαταραγµ�ενη κ�ινηση λαµ1�ανω z = zc + η και η γραµµικοποιηµ�ενη εξ�ισωση κ�ινηση̋ τη̋
διαταραχ�η̋ ε�ιναι

η̈ +
3p2

φ cos2 α

m2z4
c tan2 α

η = 0

�η

η̈ +
3g cos2 α

zc

η = 0

που δ�ινει αρµονικ�η ταλ�αντωση µε περ�ιοδο :

T =
2π

cos α

√

zc

3g
.

ΘΕΜΑ Β

Ε�αν η κατακ�ορυφη θ�εση τη̋ αλυσ�ιδα̋ ε�ιναι y(x) τ�οτε θ�ελουµε να καταστ�ησουµε στ�ασιµο το

V = g

∫

µyds = gµ

∫ a

−a

y
√

1 + y′2dx
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�οπου y′ = dy/dx υπ�ο τον περιορισµ�ο �οτι :

l =

∫ a

−a

ds =

∫ a

−a

√

1 + y′2dx .

Εισ�αγοντα̋ τον πολλαπλασιαστ�η λ αρκε�ι να καταστ�ησουµε στ�ασιµο το :

S[y(x)] = V − λl =

∫ a

−a

(µgy − λ)
√

1 + y′2dx

µε λαγκραντζιαν�η.
L(y, y′) = (µgy − λ)

√

1 + y′2

Οι εξισ£ωσει̋ Euler-Largange δ�ινουν

d

dx

(

(µgy − λ)y′

√

1 + y′2

)

− µg
√

1 + y′2 = 0

�οπου το λ πρ�επει να προσδιορισθε�ι απ�ο το µ�ηκο̋ l και η λ�υση πρ�επει να ικανοποιε�ι τι̋ συνοριακ�ε̋
συνθ�ηκε̋ y(±a) = 0.
Προσθ�ετοντα̋ τ£ωρα τη µ�αζα πρ�επει να καταστ�ησουµε στ�ασιµο το :

S[y(x)] =

∫ a

−a

(µgy − λ)
√

1 + y′2dx + mgy(0)

που επειδ�η αναµ�ενεται η y′ να ε�ιναι ασυνεχ�η̋ στο 0, χρει�αζεται προσοχ�η στη κατασκευ�η των εξισ£ω-
σεων Euler-Largange. Οπ�οτε κ�ανουµε τον λογισµ�ο των µετα1ολ£ων εξαρχ�η̋ µε προσοχ�η χωρ�ιζοντα̋
τα συνεχ�η απ�ο τα ασυνεχ�η τµ�ηµατα στη παραγ£ωγιση κατα µ�ερη. �Εστω yc η καµπ�υλη που καθιστ�α
στ�ασιµη τη δυναµικ�η εν�εργεια, τ�οτε κ�ανοντα̋ µ�ια µετα1ολ�η y(x) = yc(x) + ǫη(x) η τ�αξη̋ ǫ µετα1ολ�η
τη̋ δρ�αση̋ πρ�επει να µηδεν�ιζεται. Οπ�οτε

(S(ǫ) − S(0))/ǫ =

∫

0

−a

(

∂L

∂y
η +

∂L

∂y′
η′

)

dx +

∫ a

0

(

∂L

∂y
η +

∂L

∂y′
η′

)

dx + mgη(0)

=

∫ a

−a x 6=0

(

∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

)

ηdx +

[

∂L

∂y′
η

]0

−a

+

[

∂L

∂y′
η

]a

0

+ mgη(0)

=

∫ a

−a x 6=0

(

∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

)

ηdx +

[

∂L

∂y′
x=0−

− ∂L

∂y′
x=0+

+ mg

]

η(0)

= 0

για κ�αθε µετα1ολ�η η που ικανοποιε�ι η(±a) = 0. Συνεπ£ω̋ η στασιµοπο�ιηση τη̋ δρ�αση̋ απαιτε�ι για
x 6= 0 να ικανοποιο�υνται οι Euler-Lagrange που ε�ιχαµε και προηγουµ�ενω̋, και στο σηµε�ιο να ισχ�υει η
συνθ�ηκη ασυν�εχεια̋ :

∂L

∂y′
x=0+

− ∂L

∂y′
x=0−

= mg .

ΘΕΜΑ Γ

Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι :

mẍ1 + k1x1 − k2(x2 − x1) = mω2 cos ωt

mẍ2 + k2(x2 − x1) = 0
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οπ�οτε
d2

dt2

(

x1

x2

)

+ K(ω1, ω2)

(

x1

x2

)

= f cos ωt

µε

K(ω1, ω2) =

(

ω2
1 + ω2

2 −ω2
2

−ω2
2 ω2

2

)

και

f =

(

ω2

0

)

Οπ�οτε

x̂1 =
ω2(ω2

2 − ω2)

∆(ω)

µε

∆(ω) = (ω2

1 + ω2

2 − ω2)(ω2

2 − ω2) − ω4

2

= ω4 − ω2(ω2

1 + 2ω2

2) + ω2

1ω
2

2

= (ω2 − ω2

+)(ω2 − ω2

−)

�οπου ω± οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι :

ω2

± = ω2

2 +
ω2

1

2
±

√

(

ω2
2 +

ω2
1

2

)2

− ω2
1ω

2
2

Η απ�οκριση του πρ£ωτου σ£ωµατο̋ συναρτ�ησει του ω σχεδι�αζεται στο σχ�ηµα. Απειρ�ιζεται στι̋ συχν�ο-
τητε̋ συντονισµο�υ που ε�ιναι οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ω±, αλλ�α το πλ�εον ενδιαφ�ερον ε�ιναι �οτι
�οταν ω = ω2 η απ�οκριση του σ£ωµατο̋ το οπο�ιο διεγε�ιρεται αρµονικ�α µηδεν�ιζεται και µεταφ�ερεται η
ταλ�αντωση στο δε�υτερο σ£ωµα.
Το συµπ�ερασµα �οτι µπορε�ι να απορροφ�ησουµε την δι�εγερση εν�ο̋ σ£ωµατο̋ µε το να το συνδ�εσουµε

µε �ενα ελατ�ηριο που �εχει φυσικ�η συχν�οτητα �ιση µε τη συχν�οτητα του διεγ�ερτη ε�ιναι γενικ�ο αποτ�ελεσµα
και δεν εξαρτ�αται απ�ο το �οτι λ�α1αµε τη µ�αζα του δευτ�ερου σ£ωµατο̋ �ιση µε αυτ�η του πρ£ωτου. Αυτ�ο
φα�ινεται αµ�εσω̋ δι�οτι αν απαιτ�ησω η x1 = 0 να ε�ιναι λ�υση τ�οτε οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ γ�ινονται :

−k2x2 = m1ω
2 cos ωt

m2ẍ2 + k2x2 = 0

που επιδ�εχονται τη λ�υση
x2 ==

m1

m2ω2

cos ωt ,

µ�ονο αν �οπω̋ και προηγουµ�ενω̋ ε�ιναι :

ω2 =
k2

m2

= ω .

ΘΕΜΑ ∆

Η Λαγκραντζιαν�η ε�ιναι :
L =

m

2
(ẋ2 + ẏ2) + qẋAx + qẏAy

και οι γενικευµ�ενε̋ ορµ�ε̋ :
px = mẋ + qAx , py = mẏ + qAy
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Ο συνεχ�η̋ µετασχηµατισµ�ο̋ τη̋ στροφ�η̋ ω̋ προ̋ τον z �αξονα που σε απειροστη µορφ�η ε�ιναι

x(ǫ) = x − ǫy , y(ǫ) = y + ǫx

αφ�ηνει τη Λαγκραντζιαν�η αναλλο�ιωτη οπ�οτε η ποσ�οτητα

ypx − xpx

που ε�ιναι η γενικευµ�ενη στροφορµ�η, διατηρε�ιται.
Η Χαµιλτονιαν�η ε�ιναι

H =
1

2m

(

(px − qAx)
2 + (py − qAy)

2
)

≡ 1

2m

(

π2

x + π2

y

)

ε�αν θ�εσω τι̋ µετα1λητ�ε̋
πx = px − qAx , πy = py − qAy

που ε�ιναι αριθµητικ�α �ισε̋ µε τι̋ νευτ£ωνειε̋ ορµ�ε̋.
Η Χαµιλτονιαν�η διατηρε�ιται κατ�α τη κ�ινηση. Ε�ιναι

{πx, πy} = qB

Ε�αν qB > 0 ορ�ιζουµε

Q =
πx√
qB

, P =
πy√
qB

αλλω̋ αντ�ιστροφα. Τ�οτε
{Q, P} = 1, {Q, Q} = 0, {P, P} = 0

οπ�οτε οι Q και P ε�ιναι κανονικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ µε Χαµιλτονιαν�η

H =
qB

2m

(

P 2 + Q2
)

που ε�ιναι η Χαµιλτονιαν�η του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η.
Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι :

Q̇ =
qB

m
P

Ṗ = −qB

m
Q

οπ�οτε �εχουµε αρµονικ�η ταλ�αντωση µε συχν�οτητα q2B2/m2.

Μαθα�ινουµε �ετσι �οτι η κ�ινηση σε µαγνητικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι ισοδ�υναµη µε τη κ�ινηση του αρµονικο�υ
ταλαντωτ�η. Αυτ�η η παρατ�ηρηση �εγινε απ�ο τον Landau που �εδωσε το 1941 ετσι τι̋ ενεργειακ�ε̋ στ�αθµε̋
εν�ο̋ ηλεκτρον�ιου που κινε�ιται σε σταθερ�ο µαγνητικ�ο πεδ�ιο.
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