
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ

Τµ�ηµα Φυσικ�ης
Εξετ�ασεις στη Μηχανικ�η ΙΙ

26 Ιουν�ιου 2009

Απαντ�ηστε και στα 3 προ1λ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα
προ1λ�ηµατα ε�ιναι ισοδ�υναµα. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Θ�εµα Α : �Ενα σωµατ�ιδιο, µ�αζας �
, µπορε�ι να κινε�ιται ελε�υθερα σε �ενα µονοδι�αστατο κ�οσµο (επ�ι του

�αξονα � ).
(α) Γρ�αψτε τη δρ�αση που αντιστοιχε�ι σε µια οποιαδ�ηποτε κ�ινηση του σωµατιδ�ιου που συνδ�εει δ�υο οποι-
αδ�ηποτε χωρο-χρονικ�α σηµε�ια

(β) Ελαχιστοποι£ωντας την παραπ�ανω δρ�αση, δε�ιξτε �οτι η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου ε�ιναι οµαλ�η (σταθερ�η
ταχ�υτητα). [Υπ : Χωρ�ιστε την κ�ινηση σε µια οµαλ�η κ�ινηση που να συνδ�εει τα δ�υο χωρο-χρονικ�α �ακρα
και µια αυθα�ιρετη παρ�εκκλιση απ�ο αυτ�η και δε�ιξτε �οτι η δρ�αση καθ�ισταται ελ�αχιστη �οταν η παρ�εκ-
κλιση ε�ιναι µηδενικ�η.]

(γ) Ποια ε�ιναι η ελ�αχιστη αυτ�η τιµ�η της δρ�ασης δεδοµ�ενης της χωρικ�ης
� � και χρονικ�ης απ�οστασης ���

των δ�υο ακρα�ιων σηµε�ιων της τροχι�ας ;

(δ) Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι το σωµατ�ιδιο ξεκιν�α απ�ο το σηµε�ιο ����� τη χρονικ�η στιγµ�η � ��� και επαν�ερχεται
στο �ιδιο σηµε�ιο ���	� τη χρονικ�η στιγµ�η � ��
 . Το σωµατ�ιδιο π�αλι κινε�ιται ελε�υθερα αλλ�α περιορ�ιζε-
ται να κινε�ιται µ�ονο στα αριστερ�α ( �
��� α � ��� ) εν�ος κινο�υµενου �ακρου το οπο�ιο κινε�ιται οµαλ�α επ�ι του
�αξονα � σ�υµφωνα µε την εξ�ισωση � α � ��� �	������� �

. στο χρονικ�ο δι�αστηµα 
 . Υποθ�εστε �οτι το σωµα-
τ�ιδιο συναντ�α µ�ια φορ�α το κινο�υµενο �ακρο, τη χρονικ�η στιγµ�η

���
. Γρ�αψτε τη δρ�αση για τη συνολικ�η

κ�ινηση του σωµατιδ�ιου ως συν�αρτηση του
���
θεωρ£ωντας �οτι πριν και µετ�α την κρο�υση µε το το�ιχωµα

η δρ�αση δ�ιδεται απ�ο την ελ�αχιστη τιµ�η που βρ�ηκατε στο προηγο�υµενο ερ£ωτηµα. Ελαχιστοποι�ηστε τη
ως προς

���
και βρε�ιτε τη σχ�εση της ταχ�υτητας πριν και µετ�α την κρο�υση.

(ε) Υποθ�εστε τ£ωρα �οτι συµ1α�ινουν � τ�ετοιες κρο�υσεις µε το κινο�υµενο το�ιχωµα στους χρ�ονους ������� �!�"#"#" �$�&%'� 
 και �αλλες �(�*) κρο�υσεις µε �ενα σταθερ�ο αδιαπ�εραστο το�ιχωµα στο σηµε�ιο �+�(�
τις χρονικ�ες στιγµ�ες , �.- , �/- "#"#" - , %�01�

µε
�324� , 24�5�32768�

. Γρ�αψτε τη δρ�αση γι� αυτο�υ του ε�ιδους την
κ�ινηση και ελαχιστοποι�ηστε την ως προς �ολους τους χρ�ονους. Υπολογ�ιστε �ετσι την τελικ�η ταχ�υτητα
του σωµατιδ�ιου (µετ�α τη � -οστ�η κρο�υση µε το κινο�υµενο το�ιχωµα) ως συν�αρτηση της αρχικ�ης.

Θ�εµα Β : Επ�ανω σε µια οριζ�οντια α1αρ�η χορδ�η µ�ηκους 9;: , που βρ�ισκεται τεντωµ�ενη µεταξ�υ δ�υο τοιχωµ�α-
των, �εχουµε τοποθετ�ησει τρ�ια σωµατ�ιδια σε αποστ�ασεις : , <=: και >?: απ�ο το �ενα το�ιχωµα. Τα δ�υο ακρα�ια
σωµατ�ιδια �εχουν µ�αζες > � εν£ω το µεσα�ιο 9 � και µπορο�υν να εκτελο�υν κατακ�ορυφες κιν�ησεις. �Εστω � -�@

οι
κατακ�ορυφες αυτ�ες µετατοπ�ισεις των δ�υο ακρα�ιων σωµατιδ�ιων (του αριστερο�υ και του δεξιο�υ) και A αυτ�η
του µεσα�ιου σωµατιδ�ιου. Το �ολο σ�υστηµα βρ�ισκεται στο κεν�ο και εκτ�ος βαρυτικο�υ πεδ�ιου, εν£ω η µονα-
δικ�η δυναµικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατος οφε�ιλεται στην τ�αση της χορδ�ης 
 και δ�ιδεται απ�ο την ακ�ολουθη
�εκφραση : �+� )< ��B �DC � �FE � �G�HA � �FE � AI� @J� �KE @ ��L
�οπου B � �M
ON � � : �

.

(α) Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η που δι�επει την κ�ινηση της χορδ�ης µε τα σωµατ�ιδια και κατασκευ�αστε τους
π�ινακες κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειας.
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(β) Ε�ιναι ο π�ινακας της δυναµικ�ης εν�εργαις θετικ�ος �η �οχι (παρατηρ�ηστε τη συν�αρτηση της δυναµικ�ης
εν�εργειας). Απ�ο την απ�αντησ�η σας συµπερ�ανετε αν η χορδ�η θα εκτελ�εσει ταλαντωτικ�η κ�ινηση �η κ�ατι
�αλλο.

(γ) Βρε�ιτε τις χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες του συστ�ηµατος και εξηγ�ηστε ποιο ε�ιναι το φυσικ�ο τους ν�οηµα.
[Υπ : Εκτελ�εστε τις πρ�αξεις µε προσοχ�η. Προκ�υπτει �ενα πολυ£ωνυµο δευτ�ερου βαθµο�υ µε ρ�ιζες απλο�υς
ρητο�υς αριθµο�υς.]

(δ) Κ�αθε µουσικ�η οκτ�α1α αντιστοιχε�ι σε διπλασιασµ�ο της συχν�οτητας. �Ετσι η �ιδια ν�οτα παιγµ�ενη σε
διαφορετικ�ες οκτ�α1ες �εχει λ�ογο συχνοτ�ητων P �RQ P � �*<TS �οπου U�� ακ�εραιος. Εξηγ�ηστε αν η τυχα�ια
αρχικ�η παραµ�ορφωση της χορδ�ης θα ταλαντωθε�ι �ετσι £ωστε να ακουστε�ι µ�ονο µια ν�οτα �η συγχορδ�ια
διαφορετικ£ων νοτ£ων. [∆�ιδεται �οτι V WYXY�Z< " 9\[ .]

(ε) Βρε�ιτε και σχεδι�αστε τους τρεις τρ�οπους ταλ�αντωσης.

Θ�εµα Γ : Σωµατ�ιδιο µ�αζας � και φορτ�ιου ] κινε�ιται στο χ£ωρο εντ�ος µαγνητικο�υ πεδ�ιου που περιγρ�αφεται
απ�ο το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο ^_ �a`D� � � - � -�@J� . Η θ�εση του σωµατιδ�ιου σε καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες ε�ιναι^b � � � -�@8- A � και αρχικ�α το σωµατ�ιδιο βρισκ�οταν στο σηµε�ιο ^b � � � � � � - � - � � και ε�ιχε µηδενικ�η ταχ�υτητα κατ�α
µ�ηκος του �αξονα � ( ced � � � ��� ).
(α) ∆ε�ιξτε �οτι το µαγνητικ�ο πεδ�ιο που περιγρ�αφεται απ�ο το παραπ�ανω ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο ε�ιναι οµο-
γεν�ες. Ποια η διε�υθυνσ�η του ;

(β) Κατασκευ�αστε τη Λαγκρανζιαν�η του σωµατιδ�ιου και στη συν�εχεια κατασκευ�αστε απ�ο τη Λαγκραν-
ζιαν�η τη Χαµιλτονιαν�η του f � � -�@8- A -hg d -hgJiT-hg1jk�

.

(γ) Υπολογ�ιστε τις αγκ�υλες Poisson lTA?m -hgJnj;o , �οπου p -�q ακ�εραιοι αριθµο�ι µεγαλ�υτεροι �η �ισοι της µον�αδας,
και l g1j/- f o

.

(δ) Αποδε�ιξτε �οτι οι ποσ�οτητες @=r � g1j]=`D� - A r � gJi ��]=`D�kA]=`D�
ε�ιναι σταθερ�ες της κ�ινησης και η µεταξ�υ τους αγκ�υλη l @=r�- A r o ε�ιναι µη µηδενικ�η.

(ε) ∆ε�ιξτε �οτι η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου ε�ιναι η ακ�ολουθη� � ��� ��� -s@ � ��� � @=r Eutwvyx?z � P � E�{ �k- A � ��� �	A r Eut
z�|~} � P � E�{ �
ζητ£ωντας να επαληθε�υει τις εξισ£ωσεις του Χ�αµιλτον. [Υπ : ∆ιευκολ�υνει να µετατρ�εψετε τις εξισ£ωσεις
του Hamilton για το

@
και το A σε εξισ£ωσεις δευτ�ερου βαθµο�υ προτο�υ εισ�αγετε την παραπ�ανω λ�υση.]

Καθορ�ιστε �ετσι τη σταθερ�α P και υπολογ�ιστε τις t - {
απ�ο τις αρχικ�ες συνθ�ηκες. Αν η εν�εργεια του

σωµατιδ�ιου (µ�ονο κινητικ�η) λ�αµ1ανε για κ�αποιο (κ1αντοµηχανικ�ο) λ�ογο διακριτ�ες τιµ�ες τι συν�επειες
θα ε�ιχε αυτ�η στις δυνατ�ες τροχι�ες του σωµατιδ�ιου ;

Καλ�η σας επιτυχ�ια
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Λ�υσεις

Θ�εµα Α :

(α) � �Z�u������ � <u�� �k� �
�οπου � � ��� η κ�ινηση που συνδ�εει τα δ�υο χωροχρονικ�α �ακρα.

(β) �Εστω � � ��� �M� � E � � ��� �� � � ��� � � � ����� E�� � ��� "
Η συν�αρτηση

� � ��� πρ�επει να ικανοποιε�ι τις � � � �k� � � � ����� ��� αφο�υ το υπ�ολοιπο της λ�υσης (η οµαλ�η
κ�ινηση) περν�αει απ�ο τα σωστ�α �ακρα. Κατ�α τα �αλλα �η

� � ��� ε�ιναι εντελ£ως αυθα�ιρετη. Εισ�αγοντας τη
µορφ�η αυτ�η της κ�ινησης στη δρ�αση πα�ιρνουµε� � � < � ������ � �O� � � ��� �� � � ��� E ��;� � � � <�� � � � ��� ��� �� � � ��� E < � � ��� �� � � ��� � ������ �?�!E � ������ � � ��?�&� "
�Οµως ο δε�υτερος �οπος ε�ιναι 0 απ�ο τις συνθ�ηκες που ικανοποιε�ι η

� � ��� και ο τελευτα�ιος �ορος ε�ιναι θε-
τικ�α ορισµ�ενος. Εποµ�ενως η δρ�αση ελαχιστοποιε�ιται για

� � ��� � σταθερ�ο ��� (0 λ�ογω των συνοριακ£ων
της συνθηκ£ων).

(γ) � � � < � � � ��� ��� �� � � ��� � � < � � ����
(δ) � � � < � � α � ����� ���� E � α � ����� �
�� ��� �
Παραγωγ�ιζοντας ως προς

���
και θ�ετωντας την παρ�αγωγο �ιση µε 0 βρ�ισκουµε�Y�Z< � �R� � � � α � �������� E � α � �����
�� ��� � � � α � ������ � � E � α � ������ 
�� ����� �

οπ�οτε η ταχ�υτητα πριν την κρο�υση µε το κινο�υµενο το�ιχωµα ��� µε αυτ�ην µετ�α � �
σχετ�ιζονται ως<?� � ��� E � ��� �	� � � ��� ���� � � �	��� E <?� "

(ε) Η δρ�αση τ£ωρα για �ολη την κ�ινηση θα ε�ιναι� � � < � � α � ����� ���� E � α � ����� �, � � ��� E � α � � �.� �� � ��, � E � α � � �k� �, � � � � E "#"#" E � α � �&%�� ��&% ��, %�01� E � α � �&%�� �
�� �&% �
Θα πρ�επει � � N=� �32 �	� � N=�J,��D�	� για �ολα τα � -3� . Το κ�αθε �32�- ,�� εµφαν�ιζεται σε 2 �ορους µ�ονο. �Ετσι��� � �� �32 ���R<?� � � α � �32���32 ��, 2~01� E � α � �32��, 2 � �32 � � � � α � �32���32 ��, 2~01� � � E � � α � �32��, 2 � �32 � �
και �Y� � ��J, 2 �+� � � α � �32��, 2 � �32 � � E � � α � �32768����32768� ��, 2 � � "
Το δε�υτερο 0 λ�εει �οτι οι ταχ�υτητες πριν και µετ�α την κρο�υση µε το σταθερ�ο το�ιχωµα ε�ιναι �ιδιες εν£ω το
πρ£ωτο 0 �οτι κ�αθε κρο�υση µε το κινο�υµενο αυθ�ανει την ταχ�υτητα κατ�α <?� . Εποµ�ενως � % �	��� E <=��� .
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Θ�εµα Β :

(α) ��� � < C � > �� ��E > �@ �KE 9 �A � � � B � � <e� �sE < @ �sE <=A � �u<e�8AI�H< @ A � L
�Ετσι (αν αγνο�ησουµε τον πολλαπλασιαστικ�ο �ορο � N?< )� �¡ ¢ >£�¤��£>¤��£�¥9 ¦§ -F¨ � B �  ¢ < � �Y)� < �Y)�Y)©�Y) < ¦§
µε συνιστ£ωσες αντ�ιστοιχα � -�@8- A .

(β) Ηδυναµικ�η εν�εργεια ως �αθροισµα τετραγ£ωνων ε�ιναι π�αντα θετικ�η για οποιαδ�ηποτε � -�@8- A . Προφαν£ως
γ�ινεται 0 (σηµε�ιο ισορροπ�ιας) για ��� @ ��A���� . Εποµ�ενως �ολες οι ιδιοσυχν�οτητες θα ε�ιναι πραγµα-
τικ�ες και το σ�υστηµα θα εκτελε�ι υπ�ερθεση ταλαντ£ωσεων (µε�ιγµα κανονικ£ων τρ�οπων ταλ�αντωσης).

(γ) Θα ε�ιναι οι λ�υσεις του πολυων�υµου ªJ«.¬ � ¨ � � P � � �	�
δηλαδ�η�Y��­­­­­­

< B � �H>eP � � � B �� < B � �H>eP � � B �� B � � B � < B � ��9TP � ­­­­­­ �	� � "#"#" �Y� � < B � �D>eP � � C � < B � �H>eP � � � < B � ��9TP � � �u< B�® L
Εποµ�ενως η µ�ια λ�υση ε�ιναι P �� � � <?N=> � B �

και οι �αλλες δ�υο οι λ�υσεις του τριων�υµου )e<e� � ��)#9 B � � E< B ® ��< � WT�¯� B � � � �¯� B � � ��� (�οπου ����P �
). Συνεπ£ως οι �αλλες δ�υο ιδιοσυχν�οτητες ε�ιναι P �� � B � N=W

και P �° � B �
. Το σ�υστηµα για αυθα�ιρετες αρχικ�ες συνθ�ηκες ταλαντ£ωνεται µε �ενα γραµµικ�ο συνδυασµ�ο

ταλαντ£ωσεων µε τις 3 παραπ�ανω συχν�οτητες.

(δ) Θα ε�ιναι P ��Q P �!Q P ° �²± 9\N=W Q ± )eN=W Q ± W;N=WY�Z< Q ) Q V W
Εποµ�ενως θα ακουστε�ι µια συχν�οτητα παιγµ�ενη µε µια οκτ�α1α διαφορ�α και �αλλη µια διαφορετικ�η
συχν�οτητα στην οκτ�α1α που αρχ�ιζει απ�ο την P �

. Αν η P �
αντιστοιχε�ι στη ντο, η P �

ε�ιναι π�αλι ντο µια
οκτ�α1α π�ανω και η P ° ε�ιναι λ�ιγο πιο κ�ατω απ�ο τη µι (3.5 ηµιτ�ονια π�ανω) αµ�εσως πιο π�ανω απ�ο τηνP �

.

(ε) Εισ�αγοντας τις 3 ιδιοσυχν�οτητες στον π�ινακα � ¨ � � P�³ � υπολογ�ιζουµε τα αντ�ιστοιχα ιδιοαν�υσµατα. ¢ � � � B �� � � B �� B � � B � < B � N=> ¦§	´ � ��� - (1)

 ¢ � >;N?< � B � � � B �� � >;N?< � B � � B �� B � � B � � 9\N=> � B � ¦§ ´ � ��� - (2)

 ¢ � B � � � B �� � B � � B �� B � � B � �R< B � ¦§�´ ° �	� " (3)

Εποµ�ενως ´ � �¡ ¢ )�Y)� ¦§ - ´ � �µ ¢ ))>;N?< ¦§ - ´ � �¡ ¢ ))�Y) ¦§
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Ο πρ£ωτος τρ�οπος ταλ�αντωσης �εχει τη µεσα�ια µ�αζα ακ�ινητη και τις �αλλες να κινο�υνται αν�αποδα (η
µ�ια π�ανω η �αλλη κ�ατω). Στο δε�υτερο π�ανε �ολα µαζ�ι µε τη µεσα�ια να αποµακρ�υνεται µι�αµιση φορ�α
περισσ�οτερο απ�ο τις δ�υο ακριαν�ες που ταλαντ£ωνονται το �ιδιο. Στον τρ�ιτο �οταν οι δ�υο ακρα�ιες π�ανε
το �ιδιο π�ανω η µεσα�ια π�αει σε �ιδια απ�οσταση κ�ατω (αν�αποδα).

Θ�εµα Γ :

(α) ^`��¶^·¹¸ ^_ ��­­­­­­
º� º@ ºA�8N=�J�»�8N=� @ �8N=��A� � `D� @ ­­­­­­ �

º�8� � `D� @J� N=� @ `D� º� "
Πρ�οκειται για οµογεν�ες πεδ�ιο στον �αξονα � .

(β) ��� � < � �� �FE �@ �KE �A � � E ]¼^_�½ ^c¯� � < � �� �FE �@ �KE �A � � E ]=`D� @ �A "
�Εχουµε g dR� ���� �� � � �� -¾gJi � ���� �@ � � �@�-¾g1j � ���� �A � � �A E ]=`D� @
οπ�οτε αντιστρ�εφοντ�ας τες γρ�αφουµε τη Χαµιλτονιαν�ηf � �� 2¿gJ2 �H� (4)� g �d� E g �i� E g1j ��]=`D� @� g1j � <ÁÀ?Â g d��Ã � E Â gJi��Ã � E � g1j ��]=`D� @� � ��Ä ���!]=`D� @ g1j ��]=`D� @� (5)� "#"#" � g �d< � E g �i< � E � g1j ��]=`D� @J� �< � (6)

(γ) Ε�ιναι lTA m -hg n j o ��� E � E ��A=m��A � gJnj� g1j �H� ½ ����p q A m 01� g n 01�j
�οπου τα πρ£ωτα 2 µηδ�εν αντιστοιχο�υν στις παραγωγ�ισεις ως προς �¾N g d -�@ N gJi

εν£ω τα τα τελευτα�ια 2

µηδ�εν ε�ιναι οι παραγωγ�ισεις ως προς
g�j/- A αντ�ιστοιχα. Επ�ισηςl g1j#- f o �+l g1j#- � g1j ��]=`D� @J� �< � o �+� ���A � g1j ��]=`D� @J� �< � ���

(δ) Η διατ�ηρηση της πρ£ωτης ποσ�οτητας µ�ολις δε�ιχτηκε αφο�υ �g1j �+l g1j#- f o ��� . Για τη δε�υτερη �εχουµε�A r �alTA r�- f o � )]=`D� l � gJi ��]=`D�kA �k- f o � )]=`D� � � �Y) � ��f� @ ��]=`D� ��f� g1j � ��� "
Επ�ισης ε�ιναιl @=r�- A r o � )� ]=`D� � � l g1j#- � gJi ��]=`D��A � o � )� ]=`D� � � � l g1j#-hgJi o ��]=`D�yl g1j/- A o � � )� ]=`D� � � � �Å��]=`D� � �Y) ��� � )]=`D�

(ε) Οι εξισ£ωσεις του Hanilton ε�ιναι���� ��f� g d � g dTN � - �g dR��� ��f�J� ��� (7)�@ � ��f� gJi � gJi N � - �gJi �+� ��f� @ � � ]=`D�.N � � � g1j ��]=`D� @J� (8)�A�� ��f� g1j � � g1j ��]=`D� @J� N � - �g1j ��� ��f��A ��� (9)
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Εποµ�ενως
g d -hg1j � σταθερ�ες. Αν εισ�αγουµε την προτειν�οµενη λ�υση στις εξισ£ωσεις και εκµεταλλευ-

το�υµε την αποδεδειγµ�ενη διατ�ηρηση των
@?r�- A r , η πρ£ωτη εξ�ισωση αριστερ�α επαληθε�υεται εν£ω οι �αλλες

2 αριστερ�ες γ�ινονται µε µια δε�υτερη παραγ£ωγισηÆ@ � ]=`D�� � � g1j ��]=`D� @J�
(10)ÆAÇ� � ]=`D�� �@ " (11)

και µετ�α την εισαγωγ�η της λ�υσης� t P ��vyx?z � P � E�{ � � � ]=`D�� � � � @=r � @J� ��� � ]=`D�� � � twvyx?z � P � E�{ �
(12)� t P ��z�|~} � P � E�{ � ��� � ]=`D�� � � � t P � z�|~} � P � E�{ �
(13)

Οι εξισ£ωσεις αυτ�ες ικανοποιο�υνται αυτ�οµατα αν PH�	]=`D�kN � . Επ�ισης�@ � � � �+� t P z�|~}!{ - �A � � � � t P vyx?z8{ @ � � � ���Y� @=r Eutwvyx?z8{ �k- A � � � �	���	A r Eutwz�|~}!{ "
Συνεπ£ως )P � � �@ � � � � E �A � � � ��� � tR�

(14)¬�È }!{ �+� �@ � � � N �A � � � " (15)

Απ�ο την πρ£ωτη βλ�επουµε �οτι η κ1αντισµ�ενη εν�εργεια θα οδηγο�υσε σε κ1αντισµ�ενη ακτ�ινα της κυκλι-
κ�ης τροχι�ας.
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