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Απαντ�ηστε και στα 3 Θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερως. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α Θεωρ�ηστε δ�υο σωµατ�ιδια µ�αζας ��� και ��� που βρ�ισκονται αντ�ιστοιχα στις θ�εσεις ���� και���� και αλληλεπιδρο�υν µε το νευτ£ωνειο δυναµικ�ο (αυτ�ο της βαρ�υτητας) 	�

������� ���� � ���� � .
1. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η ��� ������ ���������������������� που δι�επει την κ�ινησ�η τους.
2. Αντ�ι των

���� και ���� χρησιµοποι�ηστε τ£ωρα τις συντεταγµ�ενες της σχετικ�ης θ�εσης �� 
 ���� � ���� και
του κ�εντρου µ�αζας

���
 � ��� ����! "��� ������ � � ���! "����� . Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση σε
αυτ�ες τις συντεταγµ�ενες.

3. Ποια ε�ιναι η Χαµιλτονιαν�η στις καινο�υργιες συντεταγµ�ενες ;

4. ∆ιατηρε�ιται κ�αποια απ�ο τις ορµ�ες που αντιστοιχο�υν στις καινο�υργιες συντεταγµ�ενες ; Αποδε�ιξτε
το.

ΘΕΜΑ Β Σε µια κυκλικ�η στεφ�ανη ακτ�ινας # 
%$
ε�ιναι περασµ�ενες 3 σηµειακ�ες χ�αντρες µε µ�αζες$ � $ �'&

, αντ�ιστοιχα, οι οπο�ιες µπορο�υν να κινο�υνται επ�ι της στεφ�ανης δ�ιχως τρι1�ες. Οι τρεις µ�αζες συν-
δ�εονται µεταξ�υ τους µε τρ�ια �οµοια γραµµικ�α ελατ�ηρια σκληρ�οτητας

$
τα οπο�ια �εχουν το καθ�ενα φυ-

σικ�ο µ�ηκος �οσο το 1/3 της περιµ�ετρου της στεφ�ανης δηλαδ�η �ισο µε (*) �,+ . Αρχικ�α οι χ�αντρες βρ�ισκονται
ακ�ινητες στις γωνιακ�ες θ�εσεις - , (*) �,+ και .,) �,+ και το σ�υστηµα ισορροπε�ι. Το σ�υστηµα τ£ωρα διατα-
ρ�ασσεται και η πρ£ωτη µ�αζα βρ�ισκεται στη θ�εση / � , η δε�υτερη στη θ�εση (*) �,+  / � και η τρ�ιτη στη θ�εση.,) �,+  /10 (�ολες οι γων�ιες λαµ1�ανονται µε την �ιδια φορ�α). Χρησιµοποι�ηστε στα ακ�ολουθα ερωτ�ηµατα
τις θ�εσεις αυτ�ες ως συντεταγµ�ενες.

1. Κατασκευ�αστε τηΛαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος και τους π�ινακες κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�ερ-
γειας.

2. Υποθ�εστε την ακ�ολουθη κ�ινηση των τρι£ων χαντρ£ων/324�65 � 
87 5 � για �ολα τα 9;:
Επι1ε1αι£ωστε �οτι η κ�ινηση αυτ�η αποτελε�ι λ�υση των εξισ£ωσεων Euler-Lagrange του συστ�ηµατος.
Ποια η ιδιοσυχν�οτητα της κατ�αστασης αυτ�ης ;

3. Υποθ�εστε την ακ�ολουθη κ�ινηση των τρι£ων χαντρ£ων/ � �65 � 
�� / � �65 � 
 <;=?> �A@B5 ��� (1)/10C�65 � 
 -D: (2)

Επι1ε1αι£ωστε �οτι και αυτ�η η κ�ινηση αποτελε�ι λ�υση των εξισ£ωσεων Euler-Lagrange του συστ�ηµα-
τος για µια συγκεκριµ�ενη τιµ�η της @ . Προσδιορ�ιστε την τιµ�η αυτ�η της @ . Γρ�αψτε την ιδιοκατ�α-
σταση (δεν ε�ιναι αν�αγκη να την κανονικοποι�ησετε) που περιγρ�αφεται απ�ο την κ�ινηση αυτ�η.
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4. Υποθ�εστε την ακ�ολουθη κ�ινηση των τρι£ων χαντρ£ων/ � �65 � 
 / � �65 � 
 <;=?> �A@B5 ��� (3)/10*�65 � 
 ��EF<;=?> �A@B5 � : (4)

Το @ που εµφαν�ιζεται στις παραπ�ανω εκφρ�ασεις ε�ιναι �αγνωστο και δεν �εχει σχ�εση µε το @ του
προηγο�υµενου ερωτ�ηµατος. ∆ε�ιξτε �οτι η κ�ινηση αυτ�η µπορε�ι να αποτελε�ι λ�υση των εξισ£ωσεων
Euler-Lagrange του συστ�ηµατος αν τα @ και E ικανοποιο�υν το σ�υστηµα των εξισ£ωσεων :@ � �"$G
HE � E �I( � & @ � � 

� (J:
Το σ�υστηµα αυτ�ο µε δεδοµ�ενη την τιµ�η του & �εχει ως λ�υση δ�υο τιµ�ες για το @ � και αντ�ιστοιχα
δ�υο τιµ�ες για το

E
. Προσδιορ�ιστε τις δ�υο αντ�ιστοιχες ιδιοκαταστ�ασεις. Η µ�ια ιδιοκατ�ασταση

ε�ιναι αυτ�η που βρ�ηκατε στο ερ£ωτηµα (2). Γρ�αψτε την �αλλη ιδιοκατ�ασταση �οταν & 
K$ και την
αντ�ιστοιχη ιδιοσυχν�οτητα. Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση �ολες οι µ�αζες ε�ιναι �ιδιες και θα περ�ιµενε κα-
νε�ις, �οπως και στο ερ£ωτηµα (3), να ε�ιναι ιδιοκατ�ασταση και η �L- � $ � �M$ �;N µε ιδιοσυχν�οτητα �ιδια
µε εκε�ινη του ερωτ�ηµατος (3). Η ιδιοκατ�ασταση �οµως που �εχετε βρε�ι για & 
O$ ε�ιναι διαφορε-
τικ�η. Φτι�αξτε �ενα γραµµικ�ο συνδυαµ�ο των δ�υο ιδιοκαταστ�ασεων, εκε�ινης του ερωτ�ηµατος (3)
και της καινο�υργιας που βρ�ηκατε στο παρ�ον ερ£ωτηµα για & 
P$ , ο οπο�ιος να περιγρ�αφει �ιδιου
τ�υπου ταλ�αντωση σαν εκε�ινη του ερωτ�ηµατος (3), δηλαδ�η δ�υο απ�ο τις µ�αζες να ταλαντ£ωνονται
µε αν�αποδη φ�αση και η τρ�ιτη να ε�ιναι ακ�ινητη (για παρ�αδειγµα την �L- � $ � �M$ �;N ).

ΘΕΜΑ Γ Σωµατ�ιδιο µ�αζας � και φορτ�ιου Q κινε�ιται στο µη οµογεν�ες µαγνητικ�ο πεδ�ιο �R � ��S� το οπο�ιο
µε τη σειρ�α του µπορε�ι να περιγραφε�ι µ�εσω του ανυσµατικο�υ δυναµικο�υ

�E
ως ακολο�υθως :

�R � ��S� 
�TVU �E
. Οι τρεις συνιστ£ωσες των ανυσµ�ατων σηµει£ωνονται αντ�ιστοιχα µε � , W , X . Με �Y συµ1ολ�ιζουµε

την ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου.

1. Γρ�αψτε τη Λαγκραντζιαν�η του φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου.

2. Κατασκευ�αστε τη Χαµιλτονιαν�η που δι�επει το σωµατ�ιδιο.

3. Υπολογ�ιστε τις εξ�ης αγκ�υλες Poisson :Z ���I[�\,]^� Z W �I[�_�]"� Z X �I[a`1]b�
�οπου [�\c�I[�_,�I[a` οι κανονικ�ες ορµ�ες του συστ�ηµατος συζυγε�ις των θ�εσεων ��� W � X αντ�ιστοιχα.

4. Υπολογ�ιστε τις εξ�ης αγκ�υλες Poisson :Z ��� E \c]"� Z ���'��Y*\c]^� Z ��Y*\d�'��Y*_C] :
[Το προηγο�υµενο ερ£ωτηµα �ισως σας βοηθ�ησει στον υπολογισµ�ο της 2ης αγκ�υλης Poisson δεδο-
µ�ενης της τιµ�ης της 1ης.]

5. Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις κ�ινησης �οταν το σωµατ�ιδιο κινε�ιται στο ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο
E \ 
��GR W ,E _ 
eE ` 
 - �οπου R µ�ια σταθερ�α (το ανυσµατικ�ο αυτ�ο δυναµικ�ο αντιστοιχε�ι σε οµογεν�ες µα-

γνητικ�ο πεδ�ιο στη κατε�υθυνση X ) και προσδιορ�ιστε την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου � �65 ��� W��65 ��� Xa�65 �
δεδοµ�ενων των αρχικ£ων συνθηκ£ων � �L- � 
 W��L- � 
 Xa�L- � 
 - και Y*\ �L- � 
�$ �'Y*_ �L- � 
 - �'YC` �L- � 
 - .
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ΛΥΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ Α

1. � 
 $( ������� � �  $( ������� ��  �� ���� � ���� �
2. Με αντικατ�ασταση βρ�ισκουµε� 
 $( � ���� f����� ��� �  $( ���4������� f��� ��� �  �� �� �
3. �g�
 � ���� f����� ��� � �[ 
 ���h������� f��� ���
οπ�οτε µε αντικατ�ασταση βρ�ισκουµεij
 �g �(�� ���� f�����  �[ �(Ck  �� �� �
�οπου k 
 ���4��� � � ���� f����� .

4. ∆ιατηρο�υνται �ολες οι συνιστ£ωσες της
�g
αφο�υ δεν υπ�αρχουν στην � οι συνιστ£ωσες της �� . Επ�ισης

διατηρο�υνται οι συνιστ£ωσες της
�[ που αντιστοιχο�υν σε γων�ιες αφο�υ δεν υπ�αρχουν στην � οι

γωνιακ�ες συνιστ£ωσες του
��
. Με �αλλα λ�ογια διατηρε�ιται η στροφορµ�η.

ΘΕΜΑ B

1. � 
 $( � �/ ��  �/ ��  f& �/ �0 � � $( �;�L/ � � / ��� �  �L/ � � /10 � �  �L/10 � / �'� � �
µε αντ�ιστοιχους π�ινακες κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειαςlm
 no $ -p-- $ --%- & qr ��s 
 no ( �M$%�M$�M$ ( �M$�M$%�M$ ( qr

2. Οι εξισ£ωσεις Euler-Lagrange πα�ιρνουν τη µορφ�ηlut/  vs / 
8w
∆οκιµ�αζουµε λοιπ�ον τη λ�υση που µας δ�ινεται και βρ�ισκουµε �οτι επαληθε�υεται αφο�υno ( �M$x�M$�M$ ( �M$�M$%�M$ ( qryno $$$ qr 7 5 
 no --- qr
Η ιδιοσυχν�οτητα ε�ιναι �ιση µε µηδ�εν αφο�υ η λ�υση δεν ε�ιναι ταλαντωτικ�η.

3. Για να ε�ιναι λ�υση θα �εχουµε� @ � no $�M$- qr <;=?> �A@B5 �� no ( �M$%�M$�M$ ( �M$�M$x�M$ ( qr�no $�M$- qr <;=?> �A@B5 � 
 no --- qr
οπ�οτε λ�υνοντας βρ�ισκουµε @ � 
H+ . Η αντ�ιστοιχη ιδιοκατ�ασταση ε�ιναι ηno $�M$- qr :
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4. Για να ε�ιναι λ�υση θα �εχουµε� @ � no $$� & E qr <;=?> �A@B5 �� no ( �M$%�M$�M$ ( �M$�M$%�M$ ( qryno $$��E qr <;=?> �A@B5 � 
 no --- qr
οπ�οτε λ�υνοντας καταλ�ηγουµε στο ζητο�υµενο σ�υστηµα. Επιλ�υοντ�ας το �εχουµε @ � 
 - � Ee
z�M$
�η @ � 
{$  ( � &S� E|
 ( � & . Η πρ£ωτη λ�υση ε�ιναι ιδιοκατ�ασταση σαν αυτ�η του ερωτ�ηµατος (2). Η
�αλλη, για & 

$ γ�ινεται � $ � $ � � ( �hN , η οπο�ια δεν φα�ινεται να �εχει καµ�ια σχ�εση µε την � $ � �M$ � - �;N
�η την �αλλη αναµεν�οµενη �L- � $ � �M$ �hN . �Οµως ισχ�υει �οτι$MU no $�M$- qr �"$MU no $$� ( qr 
 ( U no - $�M$ qr
δηλαδ�η ο συγκεκριµ�ενος γραµµικ�ος συνδυασµ�ος ε�ιναι απλ£ως η αναµεν�οµενη ιδιοκατ�ασταση.
Οι δυο ιδιοκαταστ�ασεις � $ � �M$ � - �hN και � $ � $ � � ( �hN ε�ιναι απλ£ως εκφυσλισµ�ενες καταστ�ασεις που
αντιστοιχο�υν στην ιδιοσυχν�οτητα @ � 
H+ .

ΘΕΜΑ Γ

1. � 
 $( � �Y �  Q �E"} �Y :
2. �[ 
 � �Y~ Q �E :
οπ�οτε i 
 �[ } �Y � �
 �[ } �[ � Q �E� � $( ��� �[ � Q �E� � � � Q �E"} �[ � Q �E�
 � �[ � Q �E � �( � : (5)

3. Εξ ορισµο�υ �ολες αυτ�ες ε�ιναι �ισες µε 1.

4. Z ��� E \c] 
�� �� � � E \� [�\ ��� E \� � � �� [�\  � �� W � E \� [�_ ��� E \� W � �� [�_  � �� X � E \� [a` �|� E \� X � �� [a` 
 -D:Z ���'��Y*\c] 
 Z ���I[�\ � Q E \c] 
 Z ���I[�\c] � Q Z ��� E \c] 

$�� -D:
Z ��Y*\d�'��Y*_C] 
 Z [�\ � Q E \d�I[�_ � Q E _C]
 Z [�\d�I[�_*]� Q � Z E \d� E _C] � Qb� Z [�\d� E _*]� Z E \d�I[�_*],�
 -  - � Qb� �M$a� E _� �  � E \� W $ � 
 Qb� �TOU �E �4`
 Q R ` (6)
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5. ij
 $( �H� � [�\� Q R W � �  F[ �_  F[ �`'�
�� 
 � i� [�\ 
 � [�\� Q R W � � ��W 
 � i� [�_ 
 [�_ � ��X 
 � i� [a` 
 [a` � ��[�\ 
 � � i� � 
 -�[�_ 
 � � i� W 

� Q R � [�\� Q R W � � ��[a` 
 ��� i� X 
 - (7)

εποµ�ενως [�\c�I[a` 
 σταθερ�α. ∆ηλαδ�η �X 
 σταθ 
 - , Xa�65 � 
 - . Επ�ισης απ�ο την 1η και την 5η��� �[�_ � �LQ R � 
 -�� � �65 � 

� � [�_ �65 � � [�_ �L- �;� � �LQ R � :
Τ£ωρα παραγωγ�ιζοντας την 1 �εχουµεt� 
 �LQ R�� ��� �W 
 �LQ R�� � � �6[�_ 
 �LQ R�� � � � � � Q R �� F[�_ �L- �;� �t�� �LQ R�� ��� � � 
 �LQ R�� � � �6[�_ �L- � 
 �LQ R�� � � � � ��Y*_ �L- �� Q E _ �L- �;� 
 - (8)

µε λ�υση � �65 � 
 � � � �LQ R �;� <;=?> �LQ R 5 � ��� δεδοµ�ενων των αρχικ£ων συνθηκ£ων. Τ£ωρα παραγωγ�ιζο-
ντας την 2 �εχουµε tW 
 �[�_ � � 

� �LQ R�� � � � � [�\� Q R W � �tW  �LQ R�� ��� � W 

� �LQ R�� � � �6[�\ 

� �LQ R�� � � � � ��Y*\ �L- �� Q E \ �L- �;� 
�� �LQ R�� ��� (9)

µε λ�υση W��65 � 
������� � $��8�3�c< �LQ R 5 � ��� δεδοµ�ενων των αρχικ£ων συνθηκ£ων. Με �αλλα λ�ογια θα
εκτελε�ι κυκλικ�η κ�ινηση στο επ�ιπεδο � ��� W � µε κ�εντρο το �L- � � � � Q R � - � και ακτ�ινα # 
 � � Q R .
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