
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ

Τµ�ηµα Φυσικ�ης
Εξ�εταση στη Μηχανικ�η ΙI

Περι�οδου Σεπτεµ1ρ�ιου

26 Σεπτεµ1ρ�ιου 2008

Απαντ�ηστε στα προ1λ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα
προ1λ�ηµατα ε�ιναι ισοδ�υναµα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις σε ερωτ�ηµατα �εχουν περισσ�οτερο
β�αρος απ�ο τις αποσπασµατικ�ες και µερικ�ες απαντ�ησεις ερωτηµ�ατων. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Θ�εµα Α : Η Χαµιλτονιαν�η εν�ος σωµατιδ�ιου µ�αζας � που κινε�ιται σε δ�υο διαστ�ασεις ε�ιναι�������	��

����� ��� ��� � ��� ����� ����

������� �� � �	� �� �
1. Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις του Χ�αµιλτον. Στη συν�εχεια λ�υστε τις δ�υο απ�ο αυτ�ες ως προς � � και � �
και αντικαταστ�ηστε τις στις �αλλες δ�υο που περι�εχουν τις  � �"!  � � . Κατασκευ�αστε �ετσι διαφορικ�ες
εξισ£ωσεις κ�ινησης για τις � και � . Τι φυσικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφουν οι εξισ£ωσεις αυτ�ες ;

2. Κ�αντε το �ιδιο µε τα προηγο�υµενα ερωτ�ηµατα �ετσι £ωστε να απαλε�ιψετε τα � ! � και να κατασκευ�α-
στε διαφορικ�ες εξισ£ωσεις κ�ινησης για τις � � και � � .

3. Γρ�αψτε τις γενικ�ες λ�υσεις των δ�υο παραπ�ανω ερωτηµ�ατων για την περ�ιπτωση που #%$�& �' �)( � .

4. Υπολογ�ιστε την αγκ�υλη Poisson * �+� �-, �.� �"! �0/ και δε�ιξτε �οτι η ποσ�οτητα �+� ��, �.� � , αυτ�ο που
θα αποκαλο�υσατε κλασικ�η στροφορµ�η, διατηρε�ιται.

5. Θα το περιµ�ενατε να διατηρε�ιται αυτ�η ; [Σκεφθε�ιτε ποια ε�ιναι η τελικ�η κατ�αληξη του σωµατι-
δ�ιου.] Απ�ο τις εξισ£ωσεις του Χ�αµιλτον ελ�εγξτε αν οι ορµ�ες ε�ιναι οι νευτ£ωνεις ορµ�ες �  � και �  � .
Μ�ηπως τ£ωρα µπορε�ιτε να εξηγ�ησετε γιατ�ι διατηρε�ιται η παραπ�ανω ποσ�οτητα ;

Θ�εµα Β : �Ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται επ�ι µιας κυλινδρικ�ης επιφ�ανεις ακτ�ινας 1 . Στο
σωµατ�ιδιο δεν ασκε�ιται καµ�ια δ�υναµη.

1. Το σωµατ�ιδιο ξεκιν�α τη χρονικ�η στιγµ�η 2 �43 απ�ο �ενα σηµε�ιο του κυλ�ινδρου και επιστρ�εφει στο
�ιδιο σηµε�ιο µετ�α απ�ο χρ�ονο 5 . Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η και το ολοκλ�ηρωµα της δρ�ασης του
σωµατιδ�ιου (προτο�υ αυτ�η στασιµοποιηθε�ι).

2. Υποθ�εστε �οτι το σωµατ�ιδιο κινε�ιται π�ανω στη διαδροµ�η του θεσεογραφικο�υ χ£ωρου687 2:9 � 6<; � &=2 �?> 7 2:9 !A@ 7 2:9 � @ ; �CB 7 2:9
�οπου

6<; !D@ ; καθορ�ιζουν τις κυλινδρικ�ες συντεταγµ�ενες του αρχικο�υ και τελικο�υ σηµε�ιου του σω-
µατιδ�ιου. Υπολογ�ιστε τις ποσ�οτητες B 7 3 9 ! B 7 5E9 ! > 7 3 9 καθ£ως και την τιµ�η της & �ετσι £ωστε > 7 5E9 �3
. Η τιµ�η της & ε�ιναι µοναδικ�η �η υπ�αρχουν και πολλ�ες τιµ�ες που µπορε�ι να π�αρει αυτ�η ;

3. Με δεδοµ�ενα τα αποτελ�εσµατα του προηγο�υµενου ερωτ�ηµατος γρ�αψτε π�αλι το ολοκλ�ηρωµα της
δρ�ασης και δε�ιξτε τι κ�ινηση συνεπ�αγεται η ελαχιστοπο�ιηση αυτο�υ.

4. Ποια η ελ�αχιστη τιµ�η της δρ�ασης για κ�αθε µια απ�ο τις τιµ�ες που µπορε�ι να π�αρει η & ;Περιγρ�αψτε
την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου που αντιστοιχε�ι σε καθ�ενα απ�ο αυτ�α τα ελ�αχιστα.
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Θ�εµα Γ : �Ενα σ�υστηµα F σωµατιδ�ιων, το καθ�ενα µε µ�αζα �HG ( I �KJ ! � !�L�L�LM! F ), κινο�υνται π�ανω σε
µια κυκλικ�η στεφ�ανη ακτ�ινας N . Η γωνιακ�η θ�εση επ�ι της στεφ�ανης του I -οστο�υ σωµατιδ�ιου ε�ιναι O G .
Το δυναµικ�ο αλληλεπ�ιδρασης �ολων των σωµατιδ�ιων ε�ιναιPQ�R��TSU V:WYX 7 O V:ZYX , O V 9 � !
�οπου η � ε�ιναι µια θετικ�η σταθερ�α και O S

ZYX � O X εξ� ορισµο�υ.
Η Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος ε�ιναι[ � N �� SU V:WYX � V  O �V , P L
1. Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις κ�ινησης για το I -οστ�ο σωµατ�ιδιο και δε�ιξτε �οτι το σ�υστηµα βρ�ισκεται σε
ισορροπ�ια �οταν �ολα τα σωµατ�ιδια ε�ιναι τοποθετηµ�ενα σε �ισες αποστ�ασεις το καθ�ενα απ�ο το δι-
πλαν�ο του.

2. ∆ε�ιξτε �οτι το σ�υστηµα �εχει π�αντοτε �εναν κανονικ�ο τρ�οπο ταλ�αντωσης µε µηδενικ�η συχν�οτητα.
Π£ως κινο�υνται τα σωµατ�ιδια σ�υµφωνα µε τον τρ�οπο αυτ�ο ταλ�αντωσης ;

3. Βρε�ιτε �ολες τις ιδιοσυχν�οτητες και τους αντ�ιστοιχους τρ�οπους ταλ�αντωσης για F � �
και � X �� 5 � ( N � and � � � � � 5 � ( N � , �οπου η 5 ε�ιναι µια σταθερ�α.

Καλ�η σας επιτυχ�ια
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Λ�υσεις

Θ�εµα Α :

1.  � �R\ �\ � � � � � � �	��

��  � �R\ �\ � � � � � � �	��

�� � � � , \ �\ � � , ��� ����

�  � � � , \ �\ � � , �	� ����

�
Λ�υνοντας τις πρ£ωτες ως προς � �+! � � και αντικαθιστ£ωντας τες στις δε�υτερες πα�ιρνουµε]] 2 7 �  � ����

� 9 � , ��� ����

� ]] 2 7 �  � ����

� 9 � , �	� ����

�
και �υστερα απ�ο πρ�αξεις υπολογισµο�υ των παραγ£ωγων�_^� � � � #` � � ��� �43 �a^� � � � #b � � �	� �43 L
Πρ�οκειται για δ�υο εξισ£ωσεις αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε απ�οσ1εση.

2. Αν λ�υναµε τις δε�υτερες εξισ£ωσεις και αντικαθιστο�υσαµε στις πρ£ωτες θα πα�ιρναµε]] 2 7 ,  � � ���	��

� ("� 9 � � � ���	��

� ( � ]] 2 7 ,  � � ���	��

� ("� 9 � � � ���	��

� ( �
δηλαδ�η ^� �c, � #? � � � 7 �)( � 9 � � ��3 ^� �d, � #� � � � 7 �)( � 9 � � �43 L

3. Οι λ�υσεις ε�ιναι της µορφ�ης� ��e � ���+

��f�g"h 7 ' & � , # � 2 � 6 � 9 � ��e � ���+

�if�g"h 7 ' & � , # � 2 � 6 � 9
εν£ω για τις ορµ�ες� � ��j � �M

�if�g"h 7 ' & � , # � 2 � O � 9 � � �4j � �M

�if�g"h 7 ' & � , # � 2 � O � 9

4. * �+� �d, �.� �"! �0/k� � � \ �\ � � � � \ �\ � � , � � \ �\ � � , � \ �\ �� � � 7 � � ( � 9 ���	��

� � �)��� ����

� , � � 7 � � ( � 9 ���	��

� , �l�	� ����
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Η ποσ�οτητα αυτ�η που µοι�αζει µε την κλασικ�η στροφορµ�η διατηρε�ιται.

5. �Οχι δεν ε�ιναι αναµεν�οµενο αφο�υ το σωµατ�ιδιο θα µπορο�υσε αρχικ�α να �εχει στροφορµ�η κινο�υ-
µενο �οχι ακτινικ�α, αλλ�α τελικ�α θα ακινητοποιηθε�ι λ�ογω τρι1£ων στο κ�εντρο της ταλ�αντωσης, επο-
µ�ενως δεν θα �εχει στροφορµ�η. Η διατ�ηρηση οφε�ιλεται στο �οτι οι ορµ�ες δεν ε�ιναι οι νευτ£ωνειες
ορµ�ες �nm αλλ�α �εχουν και �ενα εκθετικ�α αυξαν�οµενο �ορο. �Ετσι παρ�ολες που οι νευτ£ωνειες ορµ�ες
σ1�ηνουν µε το χρ�ονο οι � �+! � � µεγαλ£ωνουν µε το χρ�ονο αναιρ£ωντας τον παρ�αγοντα της τρι1�ης
στην ποσ�οτητα που µοι�αζει µε την κλασικ�η στροφορµ�η.

Θ�εµα B :
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1.

[ � � � 7 1 �  6 � �  @ � 9po � � ��qCr; 7 1 �  6 � �  @ � 9 ] 2
2. Αφο�υ

687 3 9 � 6<; , > 7 3 9 �%3 και αφο�υ @ 7 3 9 � @ 7 5E9 � @ ; , B 7 3 9 � B 7 5E9 �%3 . Τ�ελος αφο�υ 687 5E9 �6<; � � ��s , &=5 �?> 7 5E9 � � ��s δηλαδ�η για > 7 5E9 �43 , & � � ��st( 5 µε � �43 !
u J !
u � !�L�L�L .
3. o � � ��q r; 7 1 � 7 & �  > 9 � �  B � 9 ] 2� � � � 1 � & � 5 � q r; 7 � 1 �  >c� 1 �  > � �  B � 9 ] 2 �� � 1 � & � 5� � 3 � � �vq?r; 7 1 �  > � �  B � 9 ] 2 (1)

�Οµως το τελευτα�ιο ολοκλ�ηρωµα ε�ιναι θετικ�α ορισµ�ενο οπ�οτε η δρ�αση γ�ινεται ελ�αχιστη για > 7 2:9 �B 7 2:9 � σταθ ��3
4. olw � � 1 � 7 � ��st( 5E9 � 5� � � s � � � � 1 �5
Η φυσικ�η κ�ινηση για καθεµ�ια απ�ο αυτ�ες τις τιµ�ες του � ε�ιναι οµ�αλ�η κ�ινηση µε την εκ�αστοτε συχ-
ν�οτητα στον κ�υκλο @ � @ ; επ�ι της επιφ�ανειας του κυλ�ινδρου.
Θ�εµα B :

1. 3�� �HG N � ^O G � \ P\<O G� �HG N � ^O G , � 7 O G ZYX , O G 9 � � 7 O G , O G � X 9� �HG N � ^O G , � 7 O G ZYX � O G � X , � O G 9
�Οταν �ολα τα σωµατ�ιδια ισαπ�εχουν γωνιακ�α η τελευτα�ια παρ�ενθεση ε�ιναι 0 οπ�οτε και �ολες οι
επιταχ�υνσεις ε�ιναι µηδ�εν. Συνεπ£ως αν �ολα τα σωµατ�ιδια βρεθο�υν σε αυτ�ες τις θ�εσεις ακ�ινητα
θα παραµε�ινουν για π�αντα εκε�ι.

2. Μηδενικ�η συχν�οτητα σηµα�ινει �οτι οι ταχ�υτητες ε�ιναι σταθερ�ες, δηλαδ�η οι επιταχ�υνσεις µηδενι-
κ�ες. Εποµ�ενως αν �ολα κινο�υνται µε την �ιδια γωνιακ�η ταχ�υτητα �ετσι £ωστε π�αντα να ισαπ�εχουν
οποιαδ�ηποτε γειτονικ�α σωµατ�ιδια αυτ�ος ε�ιναι και ο εν λ�ογω τρ�οπος ταλ�αντωσης µε µηδενικ�η
συχν�οτητα.

3. Στην περ�ιπτωση αυτ�η x � N � 7 � 5 � ( N � 9-y Jz33 �A{}| � � y � , �, � �z{
Αναζητ£ωντας τις ιδιοσυχν�οτητες ~)�M� 7 | , & � x 9 �43 βρ�ισκουµε� 7 &=5E9�� ,C� 7 &=5E9 ���43
δηλαδ�η & ��3 & �z� � ( 5 . Η πρ£ωτη περ�ιπτωση ε�ιναι αυτ�η που ε�ιδαµε προηγουµ�ενως �οπου
κινο�υνται µε την �ιδια ταχ�υτητα y O XO � { � y � 2s � � 2 {
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εν£ω η δε�υτερη περ�ιπτωση ε�ιναι να κινο�υνται αντ�ιρροπαy O XO � { � y � e�f�g"h 7 � � 2 ( 5 � 6 9s , e�f�g"h 7 � � 2 ( 5 � 6 9 {
Η λ�υση αυτ�η προκ�υπτει απ�ο το ιδιο�ανυσµα

7 � , J 9 του | , � x .
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