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Απαντ�ηστε στα ερωτ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα
ερωτ�ηµατα ε�ιναι ισοδ�υναµα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις σε ερωτ�ηµατα �εχουν περισσ�οτερο β�αρος

απ�ο τις αποσπασµατικ�ες και µερικ�ες απαντ�ησεις ερωτηµ�ατων. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Θ�εµα A : �Εστω �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται σε µ�ια δι�ασταση υπ�ο την επ�ιδραση της δ�υναµης
����������	�

σταθ.

1. Γρ�αψτε τη Χαµιλτονιαν�η του σωµατιδ�ιου 
 ������
���� και τις εξισ£ωσεις κ�ινησης αυτο�υ.
2. Τ£ωρα αλλ�αξτε συντεταγµ�ενες ως ακολο�υθως� ��
������	�����
Ε�ιναι ο µετασχηµατισµ�ος αυτ�ος συντεταγµ�ενων κανονικ�ος ;

3. Κατασκευ�αστε την καινο�υργια Χαµιλτονιαν�η � � � ����� που προκ�υπτει απ�ο την παλι�α εξαιτ�ιας
της αλλαγ�ης των συντεταγµ�ενων, και γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις Χ�αµιλτον για τη ν�εα Χαµιλτονιαν�η.

4. Κατασκευ�αστε τη ν�εα Λαγκρανζιαν�η ���! #" απ�ο τη Χαµιλτονιαν�η � και δε�ιξτε �οτι η διαφορ�α της
απ�ο την αρχικ�ηΛαγκρανζιαν�η (στις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες) δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο µια τ�ελεια
χρονικ�η παρ�αγωγο µιας συν�αρτησης των

���%$
. [Υπ�οδ : Θα χρειαστε�ι τη διαφορ�α αυτ�η να την

ξαναγρ�αψτε στις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες ως συν�αρτηση των
����&�

, και να επικαλεστε�ιτε και την
εξ�ισωση κ�ινησης του σωµατιδ�ιου.]

Θ�εµα Β : ∆�υο �ιδιοι µονοδι�αστατοι αρµονικο�ι ταλαντωτ�ες συνδ�εονται µεταξ�υ τους κατ�α µ�ηκος του
�αξονα της κ�ινησ�ης τους µε �ενα πολ�υ χαλαρ�ο ελατ�ηριο (σε σχ�εση µε τα ελατ�ηρια των ταλαντωτ£ων).
∆�ιδονται οι µ�αζες ' και οι σταθερ�ες ( των δ�υο ταλαντωτ£ων καθ£ως και η σταθερ�α του χαλαρο�υ ελα-
τηρ�ιου σ�υζευξης ) ��* ( , �οπου * �ενας πολ�υ µικρ�ος αριθµ�ος. Αφο�υ υπολογ�ιστε τις ιδιοσυχν�οτητες και
τις ιδιοκαταστ�ασεις του συστ�ηµατος βρε�ιτε σε π�οσο χρ�ονο ο πρ£ωτος ταλαντωτ�ης θα σταµατ�ησει την
ταλ�αντωσ�η του, αν ξεκιν�ησουν ο πρ£ωτος µε κ�αποια αρχικ�η ταχ�υτητα και ο δε�υτερος ακ�ινητος, απ�ο
το σηµε�ιο ισορροπ�ιας τους. Εξαρτ�αται ο χρ�ονος αυτ�ος απ�ο την αρχικ�η ταχ�υτητα του πρ£ωτου ταλα-
ντωτ�η ;

Θ�εµα Γ : H Λαγκρανζιαν�η φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου µ�αζας ' και φορτ�ιου + το οπο�ιο κινε�ιται εντ�ος
µαγνητικο�υ πεδ�ιου και βρ�ισκεται στη θ�εση ,�-�.�����0/1��23� ε�ιναι

� �546 '87 &,� 7 9;:<+ &,�>= ,? � ,���
�οπου το ,? � ,��� , το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο, δεν εξαρτ�αται �αµεσα απ�ο το χρ�ονο και σχετ�ιζεται µε το µα-
γνητικ�ο πεδ�ιο µ�εσω της σχ�εσης : ,@A� ,BDC ,?FE
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1. Απ�ο τις εξισ£ωσεις Euler-Lagrange δε�ιξτε κ�ανοντας µε προσοχ�η τις διανυσµατικ�ες πρ�αξεις �οτι οι
εξισ£ωσεις κ�ινησης ε�ιναι οι εξ�ης : 'HG,�-� + &,��C ,@ E

2. ∆ε�ιξτε τ£ωρα �οτι κατ�α την κ�ινηση διατηρε�ιται η κινητικ�η εν�εργεια � του σωµατιδ�ιου.
3. Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι το µαγνητικ�ο πεδ�ιο �εχει την ακ�ολουθη µορφ�η ,@I�I�KJL��JL��MN�POQMR��� �οπου �������
µ�ια τυχα�ια συν�αρτηση. Αφο�υ επι1ε1αι£ωστε �οτι �ενα κατ�αλληλο ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο ε�ιναι το,? �S�KJL���������T��J3�

εντοπ�ιστε τις κυκλικ�ες µετα1λητ�ες και τις αντ�ιστοιχες διατηρο�υµενες ορµ�ες.
Στη συν�εχεια δε�ιξτε �οτι θα πρ�επει να ισχ�υει η σχ�εση&� 9 � 6 �' �VUXW � + �������' Y 9 ��M
�οπου W , M σταθερ�ες που προσδιορ�ιζονται απ�ο τις αρχικ�ες συνθ�ηκες.

Θ�εµα ∆ : �Ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο µ�αζας ' και φορτ�ιου Z κινε�ιται εντ�ος οµογενο�υς µαγνητικο�υ
πεδ�ιου ,@[�\@^]2

. Το σωµατ�ιδιο ξεκιν�αει απ�ο το σηµε�ιο
�KJL��JL��J3�

τη στιγµ�η
$_�\J

και καταλ�ηγει στο
σηµε�ιο

� � ��JL��J3� τη στιγµ�η $#�`$ba . H Λαγκρανζιαν�η εν�ος τ�ετοιου σωµατιδ�ιου ε�ιναι
� �c46 'H,d 9 :�Z ,? = ,d

και το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο για �ενα τ�ετοιο πεδ�ιο µπορε�ι να γραφε�ι στη µορφ�η ,? �I�K@eO 6 �f�b�P/1�%����J3� .
1. Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις κ�ινησης και επι1ε1αι£ωστε απ�ο τις αρχικ�ες-τελικ�ες συνθ�ηκες �οτι το σωµα-
τ�ιδιο κινε�ιται επ�ι του επιπ�εδου

���0/
2. Ολοκληρ£ωστε τις εξισ£ωσεις κ�ινησης που αφορο�υν στον

�
και

/
�αξονα, χρησιµοποι£ωντας για ευ-

κολ�ια την παρ�αµετρο g � Z @eO ' . Ποια η φυσικ�η σηµασ�ια των σταθερ£ων της ολοκλ�ηρωσης δε-
δοµ�ενων των αρχικ£ων-τελικ£ων συνθηκ£ων ;

3. Τ£ωρα προσπαθ�ηστε να κατασκευ�ασετε τη δρ�αση που αντιστοιχε�ι σε αυτ�η την τροχι�α. [Υποδ. :
Χρησιµοποι�ηστε �οτι

&��MR$��hMR�
και

&/iMR$#�FM3/
. Θα διαπιστ£ωσετε �οτι απ�ο ολ�οκληρο το ολοκλ�ηρωµα

της δρ�ασης δεν αποµ�ενει τ�ιποτε �αλλο παρ�α ολοκληρ£ωµατα της µορφ�ης j MR� και j M3/ τα οπο�ια
υπολογ�ιζονται ε�υκολα απ�ο τις αρχικ�ες και τελικ�ες συνθ�ηκες.]

4. Η δρ�αση �εχει πλ�εον π�αρει τη µορφ�η k � '-� d �i�KJ3�%O 6 η οπο�ια �οµως συµπεριλαµ1�ανει µια ποσ�ο-
τητα (την d �i�KJ3� ) η οπο�ια δεν υπολογ�ιζεται �αµεσα απ�ο τις αρχικ�ες-τελικ�ες συνθ�ηκες. Για τον υπο-
λογισµ�ο αυτ�ης εργαστε�ιτε ως ακολο�υθως : Γνωρ�ιζετε �οτι η κ�ινηση εντ�ος του µαγνητικο�υ πεδ�ιου
ε�ιναι �ενα κυκλικ�ο τ�οξο ακτ�ινας l το οπο�ιο διαγρ�αφεται µε οµαλ�η κ�ινηση και ταχ�υτητα d � g�l
(το �ιδιο g µε προηγουµ�ενως). Με β�αση τα στοιχε�ια αυτ�α υπολογ�ιστε το d �N�KJ3� απ�ο τα � , $ba και
την �εκκεντρη γων�ια m � g $ba που “βλ�επει” σε αυτ�ο το τ�οξο.

5. Βρε�ιτε το µ�εγιστο δυνατ�ο
@
που ε�ιναι συµ1ατ�ο µε τα αρχικ�α-τελικ�α δεδοµ�ενα του προ1λ�ηµατος.

Π�οση ε�ιναι η αντ�ιστοιχη δρ�αση τ�οτε ; ∆ε�ιξτε επ�ισης �οτι στο �οριο που µηδεν�ιζεται το µαγνητικ�ο
πεδ�ιο η δρ�αση ε�ιναι αυτ�η εν�ος ελευθ�ερου σωµατιδ�ιου.
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