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Απαντ�ηστε στα 15 ερωτ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα
ερωτ�ηµατα ε�ιναι ισοδ�υναµα. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Σωµατ�ιδιο δι�επεται απ�ο την Λαγκραντζιαν�η����� ���	�
���
�����
����
�οπου � µ�ια σταθερ�α.

1. Περιγρ�αψτε �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα που να περιγρ�αφεται απ�ο µια τ�ετοια δυναµικ�η (γρ�αψτε το
πολ�υ δ�υο προτ�ασεις).

2. Ποια απ�ο τις δ�υο ποσ�οτητες διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση, η
�
 ��� � � 
 � �η η �ιδια η Λαγκρανζιαν�η�
 � 
�� � 
 � ; Εξηγ�ηστε τον λ�ογο που διατηρε�ιται αυτ�η που διατηρε�ιται.

3. Αν η ποσ�οτητα � �ελειπε απ�ο την �εκφραση της Lαγκρανζιαν�ης, θα περι�εγραφε η ν�εα Λαγκραν-
ζιαν�η το �ιδιο φυσικ�ο σ�υστηµα ;

4. Ελ�εγξτε αν η ακ�ολουθη τροποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η��� � �����
�
���
�� �
περιγρ�αφει το �ιδιο �η κ�αποιο διαφορετικ�ο φυσικ�ο σ�υστηµα.

Στα ακ�ολουθα ερωτ�ηµατα ασχοληθε�ιτε µε την αρχικ�η Λαγκρανζιαν�η.

5. Γρ�αψτε την εξ�ισωση κ�ινησης και προσδιορ�ιστε το σηµε�ιο ισορροπ�ιας του σωµατιδ�ιου.

6. Αν το σωµατιδ�ιο βρ�ισκεται τη χρονικ�η στιγµ�η � ��� ακ�ινητο στο σηµε�ιο 
 � 
! ποια η εξ�ελιξη του
σωµατιδ�ιου, και επι1ε1αι£ωστε �οτι η ποσ�οτητα του ερωτ�ηµατος (2) πρ�αγµατι παραµ�ενει σταθερ�α.

7. Υπολογ�ιστε τη δρ�αση για το χρονικ�ο δι�αστηµα " που αντιστοιχε�ι στη φυσικ�η κ�ινηση που τη χρο-
νικ�η στιγµ�η � �#� το σωµατ�ιδιο βρ�ισκεται ακ�ινητο στο σηµε�ιο στο σηµε�ιο 
 � 
! .

8. Στο πρ�ο1ληµα αυτ�ο η φυσικ�η διαδροµ�η καθιστ�α π�αντοτε τη δρ�αση ελ�αχιστη ; Συγκρ�ινετ�ε τη µε
τη δρ�αση στην οπο�ια θα οδηγο�υσασταν αν η κ�ινηση περιγραφ�οταν απ�ο τη φυσικ�η διαδροµ�η συν
µια παρ�εκλιση (�οχι κατ� αν�αγκη µικρ�η) η οπο�ια διατηρε�ι αν�επαφες την αρχικ�η και την τελικ�η
θ�εση.

9. Γρ�αψτε τη Χαµιλτονιαν�η που αντιστοιχε�ι στην παραπ�ανω Λαγκραντζιαν�η.

10. Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις του Χ�αµιλτον.

11. Σχεδι�αστε τις γραµµ�ες ρο�ης στο χ£ωρο των φ�ασεων και µε συντοµ�ια εξηγ�ηστε τις κιν�ησεις που
περιγρ�αφονται στο σχ�ηµα.

1



12. Ελ�εγξτε αν ο µετασχηµατισµ�ος $ �%�'&)(+* � � �,� �.- 
 � ��
�� , / �%�'&)( * � �0� �.- � � ��
�� ε�ιναι κανο-
νικ�ος ( 
)1 - ε�ιναι οι κανονικ�ες συνεταγµ�ενες στις οπο�ιες ε�ιναι εκπεφρασµ�ενη η παραπ�ανω Χαµιλ-
τονιαν�η).

13. Ξαναγρ�αψτε τη Χαµιλτονιαν�η στις ν�εες συντεταγµ�ενες $ 1 / , καθ£ως επ�ισης και τις αντ�ιστοιχες
εξισ£ωσεις Χ�αµιλτον µε τις λ�υσεις τους.

14. Συζε�υξτε τ£ωρα το σωµατ�ιδιο αυτ�ο µε κ�αποιο �αλλο �ιδιο σωµατ�ιδιο µε Λαγκρανζιαν�η :��� � ��� �
�23�4
����5
��2 
 �
 � �4
����5
��� ��6 � � 
�27
8
 � �'� �
και γρ�αψτε τις αλγε1ρικ�ες εξισ£ωσεις που πρ�επει να ικανοποιο�υν οι χαραρακτηριστικ�ες ιδιοκα-
ταστ�ασεις του συστ�ηµατος.

15. Για ποι�ες τιµ�ες του 6 � µπορε�ι να �εχουµε ταλαντ£ωσεις ;
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Λ�υσεις
1. �Ενα σωµατ�ιδιο που µπορε�ι να κινε�ιται ελ�ευθερα π�ανω σε µια περιστρεφ�οµενη µε γωνιακ�η τα-
χ�υτητα � ρ�α1δο.

2. Η πρ£ωτη η οπο�ια ε�ιναι το ολοκλ�ηρωµα του Jacobi.99 � : � � �;�
�� � ���5
��<�>= � � � � � �
@?
 � � ���5
 �
�� � � �
 � ?
 � ����
�� ���
�οπως διαπιστ£ωνει κανε�ις απ�ο την ακ�ολουθη εξ�ισωση κ�ινησης. Η �ανωθεν διατ�ηρηση οφε�ιλεται
στη συµµετρ�ια της Λαγκρανζιαν�ης σε µεταθ�εσεις χρονικ�ες.

3. �Οταν η Λγκρανζιαν�η πολλ/στ�ει µε µια σταθερ�α δεν αλλ�αζει το φυσικ�ο περιεχ�οµενο της Λα-
γκρανζιαν�ης. Εξ�αλλου οδηγε�ι στις �ιδιες εξισ£ωσεις κ�ινησης.

4. Ο επιπλ�εον �ορος στο αν�απτυγµα της Λαγκρανζιαν�ης � ��
 �
 ε�ιναι µια τ�ελεια χρονικ�η παρ�αγω-
γος (του � 
 � ( � ) εποµ�ενως ε�ιναι απλ£ως µετασχηµατισµ�ος βαθµον�οµησης που δεν αλλοι£ωνει το
φυσικ�ο ν�οηµα.

5. �A� 99 �CBED �D 
0F � D
�
D 
 � � � ?
 � ����
��Για 
 �#� , �
 ��� . Το σηµε�ιο αυτ�ο ε�ιναι λοιπ�ον σηµε�ιο ισορροπ�ιας.

6. Η λ�υση της διαφορικ�ης εξ�ισωσης ε�ιναι
 � � � �HGJILK�M 
ON I�P+K�M
η οπο�ια µε τις δεδοµ�ενες αρχικ�ες συνθ�ηκες γ�ινεται
 � � � � 
! RQTS�U�V � � � ��W

7. X ��Y�Z � 9 � �� 
 � �[Y�Z � �\U�]_^;V � � � ���'�4
 � �\QTS�U�V � � � ���'� 9 � �� 
 � � �� Y Z QTS�U�V � � � � � 9 � �� 
 � �` U�]_^;V � � � " �
8. �Εστω �οτι a
 � � � � 
 � � �b
8c � � � . Τ�οτε�d� a
�1 �a
)1 � � � � �#� �
��4
 � �
 �ce
 �cf��
���� � 
��4
 � 
�cg
8cf��� �
Εποµ�ενως aX � X 
� ��Y�Z 9 � � � 
! 3�\U�]_^;V � � � � �ch
 � 
! 3���RQTS�U�V � � � �'c;��
� ��Y�Z 9 � �;�cf�4
����5cf��� �X 
 � 
! 3� Y Z 9 � 99 � � c,U�]_^;V � � � ���i
 θετικ�ος �X 
 θετικ�ος j X
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µε την ισ�οτητα να ισχ�υει για c � � � �#� .
9. -k� � �
elnm ��-o�.-@( � � � � �p���.-@( � �'�4
����5
���� � &� � �.- � � � � ��
��'�<�

10. �
 � D mD - �8-@( � 1 �-k� � D mD 
 � � ���<

11. Ε�ιναι οι γραµµ�ες

- �q� � � ��
�� � �sr . Πρ�οκειται για υπερ1ολ�ες µε �αξονα συµµετρ�ιας τον �αξονα
 για rutv�
και τον �αξονα

-
για

ruwx�
. Η πρ£ωτη περ�ιπτωση αντιστοιχε�ι σε µη δυνατ�οτητα

περ�ασµατος απ�ο το σηµε�ιο 
 �y� εν£ω στη δε�υτερη επρν�α. Στην πρ£ωτη περ�ιπτωση ο αριστερ�ος
κλ�αδος της υπερ1ολ�ης �εχει 
{z * rA(;� � �,� εν£ω ο δεξι�ος 
 j * rA(;� � �,� και η φορ�α ρο�ης ε�ιναι
αυτ�η των δεικτ£ων του ρολογιο�υ.

12. Ισχ�υει | $ 1 /~} � D $D 
 D /D - � D $D - D /D 
 �
&� � � � � � & � &�� � � �,��� �y&

Εποµ�ενως ε�ιναι κανονικ�ος.

13. Απ�ο τη µορφ�η της Χαµιλτονιαν�ης m � /e$ � , εποµ�ενως οι εξισ£ωσεις κ�ινησης ε�ιναι�$ � � $ 1 �/ � � � /
µε λ�υσεις αντ�ιστοιχα $ � $  ILK�M 1 / � /  I�P+K�M

14. (ΗΛαγκρανζιαν�η αυτ�η θα µπορο�υσε να περιγρ�αφει 2 �ιδια σωµατ�ιδια στην �ιδια περιστρεφ�οµενη
ρ�α1δο τα οπο�ια συνδ�εονται µεταξ�υ τους µε ελατ�ηριο σταθερ�ας � 6i� . Για να µπορε�ι να υπ�αρχει
ισορροπ�ια τα 2 σωµατ�ιδια πρ�επει να βρ�ισκονται εκατ�ερωθεν του σηµε�ιου περιστροφ�ης και σε
�ιση απ�οσταση.) Ο π�ινακας της κινητικ�ης εν�εργειας ε�ιναι� � � B &����& F
εν£ω ο π�ινακας της δυναµικ�ης ε�ιναι��� � B � � � 
 6i� 6i�6i� � � � 
 6i� F
Ζητο�υµε λ�υσεις της �;�L� ��� �8�q� � � ��� . Βρ�ισκουµε �q� � � � � και �,� � � 6i��� � � µε αντ�ιστοιχα
χαρακτηριστικ�α αν�υσµατα B &� & F 1 B && F

15. Ο πρ£ωτος τρ�οπος ταλ�αντωσης ε�ιναι ασταθ�ης. Ο δε�υτερος ε�ιναι ευσταθ�ης εφ�οσον 6i� t � � ( � . Το
ελατ�ηριο θα πρ�επει να ε�ιναι αρκετ�α σκληρ�ο για να υπερκερ�ασει τη φυγ�οκεντρο.
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