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Απαντήστε και στα 4 θέµατα. Καλή σας επιτυχία  
 

Θέµα 1: (Α) Διατυπώστε το θεώρηµα της Noether (όχι αυτό που αναφέρεται σε 
γενικούς µετασχηµατισµούς συµπεριλαµβανοµένου και του χρόνου). 
(Β) Δίδεται η Χαµιλτονιανή συνάρτηση . 
α) Γράψτε τις κανονικές  εξισώσεις κίνησης του Χάµιλτον. 
β) Υπολογίστε τη Λαγκρανζιανή συνάρτηση που αντιστοιχεί σε αυτή τη 
Χαµιλτονιανή. Γράψτε  τις εξισώσεις Euler-Lagrange  που διέπουν τη φυσική κίνηση. 
Δείξτε ότι είναι ισοδύναµες µε τις κανονικές εξισώσεις. Περιγράψτε την κίνηση. 
γ) Αποδείξτε ότι η  Λαγκρανζιανή αυτή είναι συµµετρική στους µετασχηµατισµούς 

   ,    . 
δ) Ποια είναι η διατηρήσιµη ποσότητα που αντιστοιχεί σε αυτή τη συµµετρία; 
 
 
Θέµα 2: Σωµατίδιο µάζας, , κινείται χωρίς τριβή στο σταθερό πεδίο βαρύτητας,  
επί κεκλιµένου επιπέδου γωνίας  . Στο κάτω άκρο του κεκλιµένου επιπέδου υπάρχει 
τοίχος, στον οποίο όταν προσκρούσει το σωµατίδιο ανακλάται ελαστικά. Η κίνηση 
του σωµατιδίου είναι συνεπώς περιοδική και περιορίζεται στα  (βλ. σχήµα). 

α) Γράψτε τη Χαµιλτονιανή  
συνάρτηση που περιγράφει την κίνηση για 

 και συγκεκριµένη γωνία . 
β) Σχεδιάστε την τροχιά του σωµατιδίου στο 
χώρο των φάσεων. 
γ) Η γωνία του κεκλιµένου επιπέδου αρχίζει να 
µεταβάλλεται αδιαβατικά. Διατηρείται η 

ενέργεια του σωµατιδίου τότε; Προσδιορίστε την ποσότητα που παραµένει 
αναλλοίωτη κατά την αδιαβατική αυτή µεταβολή της γωνίας του κεκλιµένου 
επιπέδου.  
δ) Αν αρχικά η γωνία του κεκλιµένου επιπέδου ήταν  και αδιαβατικά γίνει  
πόσο µεγαλύτερο από το αρχικό θα είναι το µέγιστο ύψος στο οποίο θα φθάνει το 
σωµατίδιο;  
ε) Εξαρτάται το αποτέλεσµα από τον τρόπο που θα αλλάζουµε τη γωνία του 
κεκλιµένου επιπέδου; 
 
 

Θέµα 3: 'Εστω η Λαγκρανζιανή συνάρτηση  ενός αρµονικού 

ταλαντωτή µε περίοδο  χρονική µονάδα .  
α) Διατυπώστε µε προσοχή την αρχή της «ελάχιστης» δράσης. 
β) Γράψτε την έκφραση που περιγράφει την ενέργεια του ταλαντωτή (το ολοκλήρωµα 
του Jacobi) και αποδείξτε ότι αυτή διατηρείται κατά τη φυσική κίνηση. 
Υποθέστε τώρα ότι η φυσική τροχιά  ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες 

. 
γ)  Υπολογίστε τη φυσική τροχιά. Είναι αυτή µοναδική; Αν γνωρίζετε την ενέργεια 
του ταλαντωτή µπορείτε να καθορίσετε µονοσήµαντα τη φυσική τροχιά; Ποια είναι 
αυτή; 



δ) Υπολογίστε τις δράσεις : , 

 για τη φυσική κίνηση που 

προσδιορίσατε παραπάνω. 
ε) Υπολογίστε τη δράση στη µη φυσική 
διαδροµή ΑΒΓΔ (βλ. σχήµα). Τι 
συµπεραίνεται; Μπορείτε να σκεφτείτε 
ένα ανάλογο γεωµετρικό παράδειγµα; 
  
 
 

 
 
 
 
Θέµα 4: Tρία σώµατα ίσης µάζας, , που σηµειώνονται µε τους δείκτες  
αναγκάζονται να κινούνται επί τριών συρµάτων, οι άξονες των οποίων είναι στο 
επίπεδο και σχηµατίζουν στη κοινή αρχή τους γωνία 120o µεταξύ των (βλ. σχήµα). Τα 

σώµατα είναι συνδεδεµένα ανά δύο µε γραµµικά 
ελατήρια σταθεράς  και φυσικού µήκους . 
Αρχικά τα σώµατα βρίσκονται σε ισορροπία σε 
απόσταση  από την αρχή των αξόνων. Η 
ισορροπία διαταράσσεται και τα σώµατα εκτελούν 
µικρές ταλαντώσεις γύρω από το σηµείο 
ισορροπίας τους. Θεωρήστε ως συντεταγµένες που 
προσδιορίζουν τη θέση των σωµάτων την 

απόσταση  εκάστου από το σηµείο ισορροπίας του. 
α) Προσδιορίστε τη Λαγκρανζιανή συνάρτηση  που διέπει 
µικρές κινήσεις των σωµάτων περί του σηµείου ισορροπίας των και δείξτε ότι η 
εξίσωση κίνησης και για τα τρία σώµατα είναι . 
Προσδιορίστε τα Α και Β. 
β) Αποδείξτε ότι µία από τις κανονικές ταλαντώσεις είναι απόλυτα συµµετρική: 

 και προσδιορίστε την ιδιοσυχνότητά της. 
γ) Αποδείξτε ότι οι άλλες δύο κανονικές ταλαντώσεις έχουν κοινή ιδιοσυχνότητα 
(είναι εκφυλισµένες) και προσδιορίστε τη συχνότητα αυτή. Γράψτε ένα ζεύγος 
ιδιοσυναρτήσεων για τις δύο εκφυλισµένες ταλαντώσεις που τις καθιστά ορθογώνιες 
ανά πάσα στιγµή. 
Υπόδειξη: Τα ερωτήµατα (β) και (γ) µπορούν να απαντηθούν χωρίς τη χρήση των 
γενικών αναλυτικών µεθόδων για την εύρεση των κανονικών τρόπων ταλάντωσης.  
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 


