
Απαντήσεις στο 3ο  και 4ο ερώτηµα του διαγωνίσµατος Μηχ. ΙΙ Ιουνίου 1999 
 

ΘΕΜΑ 3 

Η Λαγκρανζιανή συνάρτηση είναι , η Χαµιλτονιανή 

συνάρτηση: . Επειδή η Χαµιλτονιανή συνάρτηση είναι 

ανεξάρτητη του χρόνου η κίνηση στο χώρο των φάσεων θα διαγράφει καµπύλη 
σταθεράς ενεργείας, δηλαδή  

, η οποία 

είναι παραβολή. Η κίνηση 
στο χώρο των φάσεων 
φαίνεται στο σχήµα.  Στο 
σχήµα έχουν σχεδιαστεί δύο 
ισοενεργειακές καµπύλες. Η 
τροχιά του σώµατος 
ακολουθεί την παραβολή 
που αντιστοιχεί στη ενέργεια 
που προσδιόριζεται από τις 
αρχικές συνθήκες. Η φορά 
της κίνησης φαίνεται στο 
σχήµα. Η κορυφή της 

παραβολής αντιστοιχεί στο µέγιστο ύψος.  
Οι εξισώσεις του Χάµιλτον είναι , . Η λύση είναι:  

, . 

Είναι εύκολο να δείτε από τη παραπάνω λύση ότι το παραλληλόγραµµο µε κορυφές 
(po,zo), (po+Δp,zo), (po+Δp,zo+Δz), (po,zo+Δz) θα µετασχηµατισθεί σε 
παραλληλόγραµµο για κάθε τιµή του  και για κάθε  Δp και  Δz  (δεν χρειάζεται να 
είναι απειροστά).  

Το  ενώ το 

.  Δηλαδή όλα τα σηµεία της 

πλευράς αυτής του αρχικού παραλληλογράµµου θα µεταφερθούν σε ένα παράλληλο 

τµήµα µήκους  . Το , 

και η κορυφή αυτή θα έχει σχετικές συντεταγµένες ως προς το σηµείο που θα βρεθεί 

το (po,zo) :  . Το νέο παραλληλόγραµµο θα έχει δηλαδή βάση και ύψος 

 και εµβαδόν , όσο το αρχικό!  Επιβεβαιώνεται δηλαδή το θεώρηµα 
Liouville. 
Στη περίπτωση αυτή τα παραλληλόγραµµα παραµένουν παραλληλόγραµµα, αλλά συν 
το χρόνω γίνονται περισσότερο πλάγια. Αυτή η ιδιότητα δεν ισχύει για γενικές 
Χαµιλτονιανές ροές.  



ΘΕΜΑ 4 
 

Η Λαγκρανζιανή είναι . Είναι αναλλοίωτη στον 

ελικοειδή  συνεχή µετασχηµατισµό , .  Ο µετασχηµατισµός 
αυτός για  είναι ταυτοτικός.  
Από το θεώρηµα της Noether θα διατηρείται η ποσότητα  

. 

 Επειδή  (στροφορµή  περί τον άξονα )  και  (ορµή κατά τη 
διεύθυνση ) θα διατηρείται η ποσότητα:  

 ή . 
Η αρχική στροφορµή  και η αρχική ορµή κατά τη διεύθυνση είναι  .  
Όταν ,  η ορµή κατά τη διεύθυνση  είναι µηδενική , ενώ η 
στροφορµή είναι , όπου  η άγνωστη ταχύτητα στη διεύθυνση . Συνεπώς από 

τη διατήρηση της  πρέπει . 

 


