
Κεφ�αλαιο 6

Στροφ�ες & Ειδικ�η Θεωρ�ια της
Σχετικ�οτητας

“Στο εξ�ης ο χ£ωρος και ο χρ�ονος ως ανεξ�αρτητες �εννοιες
ε�ιναι καταδικασµ�ενοι να σ1�ησουν,

καταντ£ωντας απλ�ες σκι�ες,
και µ�ονο �ενα ε�ιδος συν�ενωσ�ης τους θα συνεχ�ισει

να υπ�αρχει ως ανεξ�αρτητη υπ�οσταση.”
Hermann Minkowski

6.1 Απειροστ�ες στροφ�ες διαν�υσµατος

Πολλ�ες φορ�ες παρουσι�αζεται η αν�αγκη να µελετ�ησουµε την επ�ιδραση
εν�ος µετασχηµατισµο�υ στροφ�ης σε �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα, �οπως για παρ�α-
δειγµα �οταν αναζητο�υµε τις κατ�α Noether αναλλο�ιωτες ποσ�οτητες που υ-
παγορε�υονται απ�ο τη συµµετρ�ια των στροφ£ων.1 Σε το�υτο το κεφ�αλαιο θα
αρχ�ισουµε τη µελ�ετη µας, ξεκιν£ωντας απ�ο τη συστηµατικ�η κατασκευ�η του
µετασχηµατισµο�υ µιας απειροστ�ης στροφ�ης.
�Εστω �ενα δι�ανυσµα

��
, το οπο�ιο θ�ελουµε να περιστρ�εψουµε κατ�α µ�ια Συστηµατικ�η

κατασκευ�η

απειροστ�ης στροφ�ης

πολ�υ µικρ�η γων�ια
���
γ�υρω απ�ο �εναν �αξονα που �εχει διε�υθυνση �� και δι�ερ-

χεται απ�ο την αρχ�η του διαν�υσµατος
��
. Ηφορ�α περιστροφ�ης καθορ�ιζεται

συµ1ατικ�α απ�ο την κατε�υθυνση του �� µ�εσω του καν�ονα του δεξι�οστρο-
φου κοχλ�ια �η του δεξιο�υ χεριο�υ. Το αρχικ�ο δι�ανυσµα �υστερα απ�ο την πε-
ριστροφ�η του γ�υρω απ�ο τον �αξονα �� µετατρ�επεται στο δι�ανυσµα ���� , το
οπο�ιο �εχει την �ιδια αφετηρ�ια µε το

��
, αλλ�α το �ακρο του διαγρ�αφει µια πε-

ριφ�ερεια κ�υκλου, το επ�ιπεδο του οπο�ιου ε�ιναι κ�αθετο στον �αξονα �� (βλ.
Σχ�ηµα 6.1). Ο κ�υκλος αυτ�ος �εχει ακτ�ινα �ιση µε τη προ1ολ�η του

�� π�ανω
στο κ�αθετο επ�ιπεδο, δηλαδ�η 	
���� �� 	 , αφο�υ το �� ε�ιναι µοναδια�ιο δι�ανυ-
σµα. Επειδ�η η περιστροφ�η του διαν�υσµατος

�� ε�ιναι απειροστ�η, µπορο�υµε
να θεωρ�ησουµε �οτι η στροφ�η αυτ�η επιτυγχ�ανεται, αν προσθ�εσουµε στο

1Στην κ1αντοµηχανικ�η θε£ωρηση των φυσικ£ων συστηµ�ατων, �οπου �ολα τα κλασικ�α
φυσικ�α µεγ�εθη εµφαν�ιζονται ως τελεστ�ες, η γν£ωση εν�ος τ�ετοιου µετασχηµατισµο�υ, εν�ος
τελεστ�η δηλαδ�η που, επενεργ£ωντας σε κυµατοσυναρτ�ησεις, δ�ινει την καινο�υργια τους
τιµ�η στη θ�εση που καθορ�ιζεται απ�ο τη δρ�αση της στροφ�ης στο δι�ανυσµα της αρχικ�ης
θ�εσης, αποκτ�α ξεχωριστ�η σηµασ�ια.
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Σχ�ηµα 6.1: Στροφ�η του διαν�υσµατος � κατ�α µ�ια απειροστ�η γων�ια ��� γ�υρω απ�ο τον
�αξονα �� . Η ν�εα θ�εση του διαν�υσµατος ε�ιναι η ��� .�� �ενα δι�ανυσµα κατ�α µ�ηκος του ���� ��

, δηλαδ�η �ενα δι�ανυσµα που ε�ιναι
κ�αθετο και στο �� και στο �� , µε µ�ηκος ��� 	
���� �� 	 . Συνεπ£ως,�� ��� ���� ����� ���� ����! (6.1)

Η παραπ�ανω σχ�εση προφαν£ως ισχ�υει µ�ονο για απειροστ�ες στροφ�ες και
�οχι για πεπερασµ�ενες, αφο�υ, αν �ισχυε, τ�οτε το µ�ετρο του ν�εου διαν�υσµα-
τος δεν θα �ηταν �ισο µε εκε�ινο του αρχικο�υ. Φυσικ�α, µια πεπερασµ�ενη
στροφ�η µπορε�ι να επιτευχθε�ι µε διαδοχικ�ες απειροστ�ες στροφ�ες.

�Ασκηση 6.1. ∆ε�ιξτε �οτι το µ�ετρο του �"� ε�ιναι �ισο µε το µ�ετρο του � σε πρ£ωτη τ�αξηΑΣΚΗΣΕΙΣ
ως προς τη γων�ια στροφ�ης ��� .
Ορ�ιζοντας το απειροστ�ο δι�ανυσµαΟι απειροστ�ες στροφ�ες

ε�ιναι διαν�υσµατα # $� ��% �� ���'&
καθορ�ιζουµε πλ�ηρως το µετασχηµατισµ�ο της απειροστ�ης στροφ�ης. Αν,
τ£ωρα, εκτελ�εσουµε δ�υο διαδοχικ�ες απειροστ�ες στροφ�ες, διαφορετικο�υ µε-

γ�εθους και γ�υρωαπ�ο διαφορετικο�υς �αξονες, για παρ�αδειγµα
# $� �"(

,

# $� �*)
, τ�οτε

το αρχικ�ο δι�ανυσµα
�� µετασχηµατ�ιζεται µε τη πρ£ωτη στροφ�η σε �� � και κα-

τ�οπιν µε τη δε�υτερη στροφ�η σε
���� �
, �οπου�� � �+� �� � � # $� �*),� �� ��.- ��/� # $� ��(0� ��213� # $� �*),� - ���� # $� �"(/� ���1� ���� � # $� �"("� # $� �*)��0� �����4 �
� � ) �! 

(6.2)
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Απ�ο την παραπ�ανω σχ�εση φα�ινεται �οτι οι απειροστ�ες στροφ�ες συµπερι-
φ�ερονται ως διαν�υσµατα, αφο�υ δ�υο τ�ετοιες διαδοχικ�ες στροφ�ες επιτυγ-
χ�ανονται µ�εσω του διαν�υσµατος# $� �"(
) � # $� �"(5� # $� �*)0 
Ο �ορος δε�υτερης τ�αξης ως προς τα διαν�υσµατα

# $� � ε�ιναι αµελητ�εος, αφο�υ
οι στροφ�ες ε�ιναι απειροστ�ες. Η σειρ�α, µ�αλιστα, µε την οπο�ια πραγµατο-
ποιο�υνται οι στροφ�ες δεν�εχει σηµασ�ια. Αυτ�α τα δ�υο χαρακτηριστικ�α γνω-
ρ�ισµατα των απειροστ£ων στροφ£ων, η διανυσµατικ�η συµπεριφορ�α και η
αντιµεταθετικ�οτητα των απειροστ£ων στροφ£ων δεν επεκτε�ινονται στις πε-
περασµ�ενες στροφ�ες, γεγον�ος το οπο�ιο καθιστ�α πολ�υ πλο�υσιο το µενο�υ
των φαινοµ�ενων που αφορο�υν σε περιστροφ�ες στερε£ων σωµ�ατων.

�Ασκηση 6.2. Θεωρ�ηστε �εναν κ�υ1ο και εκτελ�εστε διαδοχικ�α τρεις �ισες απειροστ�ες ΑΣΚΗΣΕΙΣ
στροφ�ες γ�υρω απ�ο τις τρεις ορθογ£ωνιες ακµ�ες του. Ποια ε�ιναι η µετατ�οπιση της κορυ-
φ�ης, η οπο�ια βρ�ισκεται διαγων�ιως της κορυφ�ης �οπου συναντ£ωνται οι ακµ�ες που �ορισαν
τους �αξονες των στροφ£ων; Γ�υρω απ�ο ποιοn �αξονα στρ�εφεται συνολικ�α ο κ�υ1ος;

Στη συν�εχεια θα αναπαραστ�ησουµε υπ�ο µορφ�η π�ινακα το µετασχηµα-
τισµ�ο µιας απειροστ�ης στροφ�ης. Γι� αυτ�ον το λ�ογο, χρησιµοποι£ωντας δε�ι-
κτες και φυσικ�α την αθροιστικ�η σ�υµ1αση, επαναδιατυπ£ωνουµε τη σχ�εση
(6.1) ως εξ�ης : �� �+� � �6 �7 6� � 6 �7 6 � �7 698:6 ;:< ��� � ; � <� �7 6 �
� 6=< � 8:6 ;:< ��� � ; �>� < & (6.3)

�οπου �7 6 τα µοναδια�ια καρτεσιαν�α διαν�υσµατα β�ασης. Η απειροστ�η αυτ�η
στροφ�η, λοιπ�ον, επιτυγχ�ανεται, αν πολλαπλασι�ασουµε το αρχικ�ο δι�ανυ-
σµα, το οπο�ιο ισοδ�υναµα µπορο�υµε να γρ�αψουµε ως µον�οστηλο π�ινακα,
µε τον π�ινακα Ο π�ινακας

µετασχηµατισµο�υ για

µια απειροστ�η στροφ�η
R
� �� ��� � �@?A B # ��� �*C ��� �*)��� �*C B # ��� �"(# ��� �*) ��� �"( B

DE  
Τ�ελος, τον�ιζουµε �οτι τα �οσα αναφ�ερθηκαν για το µετασχηµατισµ�ο στρο-
φ�ης ισχ�υουν �οχι µ�ονο για τα διαν�υσµατα θ�εσης αλλ�α και για κ�αθε �αλλο
δι�ανυσµα (ταχ�υτητα, επιτ�αχυνση, δ�υναµη κλπ.), αφο�υως διαν�υσµατα ορ�ι-
στηκαν οι τρι�αδες εκε�ινες των αριθµ£ων που µετασχηµατ�ιζονται στις στρο-
φ�ες µε τον �ιδιο τρ�οπο που µετασχηµατ�ιζονται τα διαν�υσµατα θ�εσης.
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Σχ�ηµα 6.2: To δι�ανυσµα F περιστρ�εφεται µε σταθερ�η γωνιακ�η ταχ�υτητα G , διαγρ�αφο-
ντας κ�υκλο ακτ�ινας � .
6.2 Γωνιακ�η ταχ�υτητα

�Οταν �ενα δι�ανυσµα
�H
περιστρ�εφεται συνεχ£ως γ�υρω απ�ο τον �αξοναΑπ�ο την απειροστ�η

στροφ�η στη γωνιακ�η

ταχ�υτητα

�� , ο ρυθµ�ος µετα1ολ�ης του διαν�υσµατος ε�ιναιI �HIKJ �.LNMNOP
QSR/T �H �U# �H� J� I �IKJ ��V� �H� �W � �HX&
(6.4)

�οπου �W % �� I �IKJ &
ε�ιναι �ενα δι�ανυσµα που ονοµ�αζεται γωνιακ�η ταχ�υτητα και µετρ�α το ρυθµ�ο
περιστροφ�ης του διαν�υσµατος

�H
, εν£ω η διε�υθυνσ�η του καθορ�ιζεται απ�ο

τον �αξονα γ�υρω απ�ο τον οπο�ιο πραγµατοποιε�ιται η στροφ�η. Αξ�ιζει να
αναφ�ερουµε πως το γεγον�ος �οτι η γωνιακ�η ταχ�υτητα ε�ιναι δι�ανυσµα οφε�ι-
λεται στο διανυσµατικ�ο χαρακτ�ηρα των απειροστ£ων στροφ£ων. Σηµει£ω-
νουµε επ�ισης �οτι, αν αναφερ�οµασταν σε �ενα χ£ωρο µε περισσ�οτερες απ�ο
τρεις διαστ�ασεις, η γωνιακ�η ταχ�υτητα θα �επαυε να ε�ιναι δι�ανυσµα. Σκε-
φτε�ιτε, για παρ�αδειγµα, το πρ�ο1ληµα που θα αντιµετωπ�ιζατε αν προσπα-
θο�υσατε να ορ�ισετε τον �αξονα κ�αποιας στροφ�ης σε �ενα χ£ωρο τεσσ�αρων
διαστ�ασεων!
Στη συν�εχεια ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξουµε �οτι, αν �ενα δι�ανυσµα µετα1�αλ-

λεται σ�υµφωνα µε το ν�οµο I �HIKJ � �W � �HY&
µε
�W
κ�αποιο σταθερ�ο δι�ανυσµα, τ�οτε το �ακρο του διαν�υσµατος

�H
εκτελε�ι

κυκλικ�η κ�ινηση σε �ενα επ�ιπεδο κ�αθετο στο
�W
(βλ. Σχ�ηµα 6.2). Πρ�αγµατι
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ισχ�υει

BZ I 	 �H 	 )IKJ � I �HIKJV[ �H� � �W � �H � [ �H�]\ &
και εποµ�ενως το µ�ετρο του

�H
ε�ιναι σταθερ�ο. Επ�ισης,I � �H [ �W �IKJ � I �HIKJV[ �W� � �W � �H � [ �W�]\ &

και εποµ�ενως �H [ �W � σταθερ�ο  
Απ�ο πρ£ωτο συµπ�ερασµα συν�αγεται �οτι το �ακρο του διαν�υσµατος

�H
κι-

νε�ιται στην επιφ�ανεια µιας σφα�ιρας, εν£ω απ�ο το δε�υτερο συν�αγεται �οτι
το �ακρο του διαν�υσµατος

�H
κε�ιται σε �ενα επ�ιπεδο κ�αθετο στο

�W
, αφο�υ η

προ1ολ�η του
�H
επ�ι του

�W
ε�ιναι σταθερ�η. Συνεπ£ως, το

�H
κινε�ιται στην τοµ�η

µιας σφα�ιρας και εν�ος επιπ�εδου, δηλαδ�η στην περιφ�ερεια εν�ος κ�υκλου. Η
ακτ�ινα της κυκλικ�ης τροχι�ας που διαγρ�αφει το δι�ανυσµα

�H
ε�ιναι

� � 	 �H 	>^ MN_ �a` �H �W � � 	 �W � �H 		 �W 	 &
εν£ω ο ρυθµ�ος µε τον οπο�ιο διαγρ�αφεται η κυκλικ�η αυτ�η τροχι�α ε�ιναι στα-
θερ�ος, αφο�υ I �HIKJV[ I �HIKJ � � �W � �H � )� � ) W )� �W ) 	 �H 	 ) # � �W [ �H � )  

�Ασκηση 6.3. Η οδογρ�αφος ε�ιναι η καµπ�υλη που διαγρ�αφει το �ακρο του διαν�υσµα- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
τος της ταχ�υτητας αν τα διαν�υσµατα της ταχ�υτητας σε διαφορετικ�ες χρονικ�ες στιγµ�ες
σχεδιαστο�υν να �εχουν κοιν�η αρχ�η. Προσδιορ�ιστε την οδογρ�αφο εν�ος φορτισµ�ενου σω-
µατιδ�ιου που κινε�ιται σε οµογεν�ες µαγνητικ�ο πεδ�ιο.
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6.3 Περιστρεφ�οµενα συστ�ηµατα αναφορ�ας

Πολλ�ες φορ�ες για τη µελ�ετη δι�αφορων φαινοµ�ενων που συµ1α�ινουν
σε περιστρεφ�οµενα συστ�ηµατα, �οπως αυτ£ων που λαµ1�ανουν χ£ωρα στην
επιφ�ανεια της περιστρεφ�οµενης Γης. Σε αυτ�ες τις περιπτ£ωσεις ενδε�ικνυ-
ται η αν�αλυση των φαινοµ�ενων αυτ£ων στα πλα�ισια του περιστρεφ�οµενου
συστ�ηµατος αναφορ�ας. Επειδ�η οι µετρ�ησεις που πραγµατοποιο�υµε αφο-
ρο�υν στις ταχ�υτητες και στις επιταχ�υνσεις στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα
αναφορ�ας και επειδ�η οι ν�οµοι του Νε�υτωνα ισχ�υουν µ�ονο σε αδρανειακ�α
συστ�ηµατα αναφορ�ας, για να διατυπ£ωσουµε τους δυναµικο�υς ν�οµους στο
περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα, πρ�επει να µεταφρ�ασουµε τις ταχ�υτητες και τις
επιτ�αχυνσεις απ�ο το αδρανειακ�ο στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα.
�Εστω, λοιπ�ον, �7 6 µε b � B & Z &dc µια ορθοκανονικ�η β�αση του περιστρε-φ�οµενου συστ�ηµατος, η οπο�ια περιστρ�εφεται µαζ�ι µε το σ�υστηµα αυτ�ο.

Αν
�W
ε�ιναι η στιγµια�ια γωνιακ�η ταχ�υτητα του περιστρεφ�οµενου συστ�ηµα-

τος, τ�οτε τα διαν�υσµατα β�ασης του περιστρεφ�οµενου συστ�ηµατος, �οπως
και �ολα τα διαν�υσµατα σταθερο�υ µ�ετρου, µετα1�αλλονται σ�υµφωνα µε τον
αδρανειακ�ο παρατηρητ�η, β�ασει του ν�οµουI �7 6IKJ � �W � �7 6  (6.5)

Θ�ελουµε να προσδιορ�ισουµε, τ£ωρα, τη συσχ�ετιση της εξ�ελιξης εν�ος δια-
νυσµατικο�υ µεγ�εθους

�He� J � στο περιστρεφ�οµενο και στο αδρανειακ�ο σ�υ-
στηµα. Αν αναλ�υσουµε το διανυσµατικ�ο µ�εγεθος

�He� J � στο περιστρεφ�ο-
µενο σ�υστηµα, θα �εχουµε �He� J � � H 6 � J � �7 6 &
�οπου

H 6 � J � ε�ιναι οι στιγµια�ιες συνιστ£ωσες του διαν�υσµατος στη δεδοµ�ενη
αυτ�η β�αση. Σε αυτ�ο το σ�υστηµα η β�αση ε�ιναι σταθερ�η και ως εκ το�υτου
δεν �εχει καµ�ια χρονικ�η εξ�αρτηση [ εποµ�ενως ο ρυθµ�ος µετα1ολ�ης του δια-
ν�υσµατος στο περιστρεφοµενο σ�υστηµα ε�ιναιI �HIKJ+fffff g

� I H 6IKJ �7 6 & (6.6)

�οπου ο δε�ικτης “ h ” σηµα�ινει �οτι η αν�αλυση �εχει γ�ινει στο περιστρεφ�οµενο
σ�υστηµα.
Αν υπολογ�ιζαµε το ρυθµ�ο αυτ�ο στο αδρανειακ�ο σ�υστηµα, θα �επρεπε

να λ�α1ουµε υπ�οψη µας τη στροφ�η των διανυσµ�ατων β�ασης. �Ετσι για το
αδρανειακ�ο σ�υστηµα, το οπο�ιο θα συµ1ολ�ιζουµε στο εξ�ης µε τον δε�ικτη
“A”, ο ρυθµ�ος αυτ�ος, �υστερα απ�ο εφαρµογ�η της σχ�εσης (6.5), θα ε�ιναι :I �HIKJ fffff A

� I H 6IKJ �7 6 � H 6 I �7 6IKJ ffff A� I H 6IKJ �7 6 � H 6 � �W � �7 6 �� I �HIKJ+fffff g
� �W � �H  

(6.7)
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Β�ασει της σχ�εσης (6.7) µπορο�υµε να διατυπ£ωσουµε την ακ�ολουθη σχ�ε-
ση διαφορικ£ων τελεστ£ων που δρουν σε διαν�υσµατα, �οταν µετα1α�ινουµε
απ�ο �ενα περιστρεφ�οµενο σε �ενα αδρανειακ�ο σ�υστηµα : Σχ�εση ρυθµο�υ

µετα1ολ�ης

διαν�υσµατος σε

αδρανειακ�α και

περιστρεφ�οµενα

συστ�ηµατα

IIKJ ffff A
� IIKJ ffff g �

�W �i 
(6.8)

Τησχ�εση το�υτη µπορο�υµε να τη χρησιµοποι�ησουµε για να συγκρ�ινουµε
τις ταχ�υτητες και τις επιταχ�υνσεις που υπολογ�ιζει �ενας παρατηρητ�ης που
βρ�ισκεται σε �ενα περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα αναφορ�ας, �οπως αυτ�ο της Γης,
το οπο�ιο �εχει ως αρχ�η του το κ�εντρο της Γης και περιστρ�εφεται µε τη γω-
νιακ�η ταχ�υτητα

�W
της Γης, µε τις ταχ�υτητες και τις επιταχ�υνσεις που υπο-

λογ�ιζει �ενας παρατηρητ�ης σε �ενα αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας, �οπως
αυτ�ο που �εχει αρχ�η του το κ�εντρο της Γης και δεν περιστρ�εφεται ως προς
τους µακρινο�υς αστ�ερες. Παρατηρο�υµε �οτι τα διαν�υσµατα θ�εσης ε�ιναι τα
�ιδια και στα δ�υο συστ�ηµατα αναφορ�ας, ε�ιτε αυτ�α µετρ£ωνται στο �ενα σ�υ-
στηµα, ε�ιτε στο �αλλο, παρ�ολο που οι συνιστ£ωσες τους ε�ιναι εν γ�ενει δια-
φορετικ�ες στα δ�υο συστ�ηµατα. Ε�αν ο παρατηρητ�ης που βρ�ισκεται στην
περιστρεφ�οµενη Γη υπολογ�ιζει �οτι κ�αποιο σωµατ�ιδιο που βρ�ισκεται στη
θ�εση

�� �εχει ταχ�υτητα �j g , ο αδρανειακ�ος παρατηρητ�ης που βρ�ισκεται στοαδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας θα πρ�επει να µετρ�αει ταχ�υτητα
�j
A που

δ�ινεται απ�ο τη σχ�εση Συσχ�ετιση

ταχυτ�ητων�j
A
� �j g � �W � ��k 

(6.9)

Για τον υπολογισµ�ο της επιτ�αχυνσης που εκτιµο�υν οι δ�υο παρατηρητ�ες
χρει�αζεται να ε�ιµαστε πιο προσεκτικο�ι. Η επιτ�αχυνση που υπολογ�ιζει ο
αδρανειακ�ος παρατηρητ�ης ε�ιναι I �j

AIKJ ffff A
&

εν£ω η επιτ�αχυνση που υπολογ�ιζει ο παρατηρητ�ης που βρ�ισκεται στη πε-
ριστρεφ�οµενη Γη ε�ιναι I �j gIKJ ffff g  Η σχ�εση µεταξ�υ των δ�υο ποσοτ�ητων δεν ε�ιναι �αµεση. Αν χρησιµοποι�η-
σουµε την ταυτ�οτητα (6.8) παρατηρο�υµε �οτι Συσχ�ετιση

επιταχ�υνσεων�l
A
� I �j

AIKJ ffff A� I �j
AIKJ ffff g �

�W � �j
A� I �m�j g � �W � ����IKJ fffff g
� �W � �m�j g � �W � ��K�

� I �j gIKJ ffff g �
Z �W � �j g � �W � � �W � ��K�� �l g � Z �W � �j g � �W � � �W � ����! 

(6.10)



152 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΤΡΟΦΕΣ & ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ

�Ασκηση 6.4. ∆ε�ιξτε �οτι, αν η γωνιακ�η ταχ�υτητα G δεν ε�ιναι σταθερ�η, τ�οτε οι επιτα-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
χ�υνσεις στα δ�υο συστ�ηµατα (στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα και το αδρανειακ�ο σ�υστηµα)
συνδ�εονται σ�υµφωνα µε τη σχ�εση:n A o nqpsrut Gwv xdp�r Gwvzy G{v �m|}r�~GG y G{v �m|}r y � v G | v �w� (6.11)

�οπου � ε�ιναι η στιγµια�ια γωνιακ�η ταχ�υτητα µε την οπο�ια περιστρ�εφεται ο �αξονας της
γωνιακ�ης ταχ�υτητας G . Οι δ�υο ν�εοι �οροι που εµφαν�ιζονται στην παραπ�ανω σχ�εση ε�ιναι
η επιτ�αχυνση που οφε�ιλεται στη γωνιακ�η επιτ�αχυνση του περιστρεφ�οµενου συστ�ηµατος
και η µεταπτωτικ�η επιτ�αχυνση αντ�ιστοιχα.

Εν£ω ο �ορος που συνδ�εει τις δ�υο ταχ�υτητες στα δ�υο συστ�ηµατα, µ�εσω
της σχ�εσης (6.9), ε�ιναι διαισθητικ�α προφαν�ης,2 οι δ�υο αντ�ιστοιχοι �οροι
που συνδ�εουν τις επιταχ�υνσεις, µ�εσω της σχ�εσης (6.10), δεν ε�ιναι τ�οσο προ-
φανε�ις. Ο δε�υτερος �ορος

�W � � �W � ��K� ε�ιναι η γνωστ�η µας κεντροµ�ολος επι-Σ�υγκριση της

επιτ�αχυνσης Coriolis

µε την κεντροµ�ολο

επιτ�αχυνση

τ�αχυνση, που µας ε�ιναι περισσ�οτερο οικε�ια ως φυγ�οκεντρος επιτ�αχυνση
µε αντ�ιθετο πρ�οσηµο, αφο�υ την αισθαν�οµαστε, �οταν επι1α�ινουµε σε �ενα
περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα, �οπως για παρ�αδειγµα σε �ενα αυτοκ�ινητο που
στρ�ι1ει. Ο �ορος

Z �W � �j g , η επονοµαζ�οµενη επιτ�αχυνση Coriolis,3 αν καιδεν ε�ιναι τ�οσο συνδεδεµ�ενος µε την καθηµεριν�η µας εµπειρ�ια, ε�ιναι υπε�υ-
θυνος για τη δηµιουργ�ια των κυκλωνικ£ων και αντικυκλωνικ£ων κιν�ησεων
των α�εριων µαζ£ων της ατµ�οσφαιρας που µε τη σειρ�α τους προκαλο�υν τα
δι�αφορα καιρικ�α φαιν�οµενα.

Εν£ω η επιτ�αχυνση Coriolis αντιστρ�εφεται, αν αντιστραφε�ι η γωνιακ�η
ταχ�υτητα, η κεντροµ�ολος επιτ�αχυνση δεν αλλ�αζει φορ�α, αλλ�α κατευθ�υνε-
ται π�αντοτε προς τον �αξονα περιστροφ�ης εξαιτ�ιας της �υπαρξης του �ορου�W
εις διπλο�υν.

Ο λ�ογος για τον οπο�ιο η επιτ�αχυνση Coriolis δεν ε�ιναι τ�οσο �εκδηλη
στην καθηµεριν�η µας ζω�η, �οσο ε�ιναι η κεντροµ�ολος επιτ�αχυνση, οφε�ιλεται
στο �οτι οι κιν�ησεις στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα ε�ιναι συν�ηθως πολ�υ πιο
αργ�ες απ�ο την περιστροφικ�η κ�ινηση του �ιδιου του συστ�ηµατος.4 �Οπως
µπορε�ι κανε�ις ε�υκολα να διαπιστ£ωσει, τα µ�ετρα των δ�υο επιταχ�υνσεων
�εχουν λ�ογο τ�αξης lU�K���l

κεντρ � � W j��� W ) �K� � j� W �K� � jj
περ

&
(6.12)

2Ο�ορος αυτ�ος µετρ�α τη γραµµικ�η ταχ�υτητα µε την οπο�ια κινε�ιται ως προς το αδρανει-
ακ�ο σ�υστηµα το σηµε�ιο του περιστρεφ�οµενου συστ�ηµατος στο οπο�ιο βρ�εθηκε στιγµια�ια
το κινο�υµενο σωµατ�ιδιο.

3O Gustav-Gaspard Coriolis [1792-1843], γ�αλλος φυσικοµαθηµατικ�ος και µηχανικ�ος,
�ηταν ο πρ£ωτος που µελ�ετησε τις µη αδρανειακ�ες δυν�αµεις σε περιστρεφ�οµενα συστ�ηµατα
αναφορ�ας.

4�Ισως αναρωτηθε�ιτε για ποιο λ�ογο ε�ιναι τ�οτε τ�οσο σηµαντικ�η η δ�υναµη Coriolis στη
δηµιουργ�ια καιρικ£ων φαινοµ�ενων. Θα δο�υµε παρακ�ατω �οτι η φυγ�οκεντρος δ�υναµη εξι-
σορροπε�ιται απ�ο τη βαρυτικ�η δ�υναµη και δεν �εχει δυναµικ�η σηµασ�ια στη διαµ�ορφωση
του καιρο�υ.
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�οπου j η ταχ�υτητα του σ£ωµατος στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα και j περ η
ταχ�υτητα περιστροφ�ης του συστ�ηµατος �οπως αυτ�η φα�ινεται απ�ο το µη πε-
ριστρεφ�οµενο σ�υστηµα.
Ε�ιµαστε, τ£ωρα, σε θ�εση να διατυπ£ωσουµε το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υ-

τωνα σε �ενα περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα αναφορ�ας. Η δ�υναµη που αποδ�ι-
δει �ενας περιστρεφ�οµενος παρατηρητ�ης σε �ενα κινο�υµενο σωµατ�ιδιο στο
οπο�ιο επιδρ�α η δ�υναµη

��
ε�ιναι��

Π
��� �l

Π��� ���l
Α
# �lU�K���"# �l

κεντρ
�� �� # Z � �W � �j�# � �W � � �W � ��K�! 

(6.13)

∆ηλαδ�η, ο περιστρεφ�οµενος παρατηρητ�ης πρ�επει να εισαγ�αγει π�εραν της
εξωτερικ�ης δ�υναµης

��
δ�υοψευδο-δυν�αµεις, τη δ�υναµηCoriolis # Z � �W � �j

και τη φυγ�οκεντρο δ�υναµη # � �W � � �W � ��K� , για να διατυπ£ωσει το δυναµικ�ο
ν�οµο εξ�ελιξης του σωµατιδ�ιου στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα.

6.4 Φυγ�οκεντρος δ�υναµη και δ�υναµη Coriolis

Η φυγ�οκεντρος δ�υναµη Περ�ι της φυγοκ�εντρου

δυν�αµεως��
φυγ

� # � �W � � �W � ��K� &
µπορε�ι να θεωρηθε�ι �οτι προ�ερχεται απ�ο δυναµικ�η εν�εργεια της µορφ�ης�

φυγ

�q��K� � # � Z W )d�a) & (6.14)

�οπου
�
ε�ιναι η κ�αθετη απ�οσταση της θ�εσης του σωµατιδ�ιου απ�ο τον �αξονα

περιστροφ�ης του συστ�ηµατος. Η απ�οδειξη �οτι# � �W � � �W � ���� � # ����
φυγ

�q���� &
ε�ιναι ε�υκολη, αν καταφ�υγει κανε�ις σε κυλινδρικ�ες συντεταγµ�ενες

� � &d�}&d� �
,

µε �αξονα
�
τον �αξονα περιστροφ�ης, και δε�ιξει �οτι�W � � �W � ��K� � # W ) ��  

Το
��
ε�ιναι η προ1ολ�η του διαν�υσµατος

�� στο επ�ιπεδο το κ�αθετο στον �α-
ξονα

�
(βλ. Σχ�ηµα 6.3).

�Οταν εκτελο�υµε πειρ�αµατα στο εργαστ�ηριο µε στ�οχο να προσδιορ�ι-
σουµε την επιτ�αχυνση της βαρ�υτητας, αυτ�ο που µετρ�αµε δεν ε�ιναι η επι-
τ�αχυνση της βαρ�υτητας

��
, αλλ�α η επιτ�αχυνση�� ��� ���# �W � � �W � ��K� &

�οπου
�W
ε�ιναι η γωνιακ�η ταχ�υτητα περιστροφ�ης της Γης. Η δι�ορθωση αυτ�η

ε�ιναι της τ�αξεως των
c��
mm [ s � ) στην επιφ�ανεια της Γης.5 Το φυγοκε-

ντρικ�ο δυναµικ�ο µπορε�ι να χρησιµοποιηθε�ι για να προσδιοριστε�ι το γεωει- Προσδιορισµ�ος του

σχ�ηµατος της Γης5Η τιµ�η αυτ�η αντιστοιχε�ι στη φυγ�οκεντρο επιτ�αχυνση στον Ισηµεριν�ο της Γης. Σε
�αλλα σηµε�ια της Γης η τιµ�η αυτ�η αλλ�αζει λ�ογω της διαφορετικ�ης απ�οστασης που απ�ε-
χουν αυτ�α απ�ο τον �αξον�α της.
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Σχ�ηµα 6.3: Σηµει£ωνονται τα διαν�υσµατα � και � σε σχ�εση µε τον �αξονα περιστροφ�ης
που καθορ�ιζεται απ�ο το δι�ανυσµα G .
δ�ες, το σχ�ηµα δηλαδ�η που ε�ιχε αποκτ�ησει η επιφ�ανεια της Γης εξαιτ�ιας της
περιστροφ�ης της στα πρ£ωτα στ�αδια της γ�εννησ�ης της, �οταν �ηταν ακ�οµη
ρευστ�η, και το οπο�ιο διατ�ηρησε και �υστερα απ�ο την ψ�υξη της.6 Ο προσ-
διορισµ�ος αυτ�ος επιτυγχ�ανεται, αν απαιτ�ησουµε το �αθροισµα του βαρυ-
τικο�υ και του φυγοκεντρικο�υ δυναµικο�υ π�ανω στην επιφ�ανεια της Γης να
ε�ιναι σταθερ�ο. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι σε κ�αθε σηµε�ιο της επιφ�ανει�ας της η κ�α-
θετος �εχει τη διε�υθυνση της

��0�
(βλ.Σχ�ηµα 6.4). Αν η επιφ�ανεια της Γης δεν

�ηταν µια ισοδυναµικ�η επιφ�ανεια, αν δηλαδ�η το �αθροισµα του βαρυτικο�υ
και του φυγοκεντρικο�υ δυναµικο�υ δεν �ηταν σταθερ�ο στην επιφ�ανεια της
Γης, δεν θα υπ�ηρχε ισορροπ�ια και η ρευστ�η επιφ�ανει�α της θα µετα1αλ-
λ�οταν στην προσπ�αθει�α της να αποκτ�ησει αυτ�ο το σχ�ηµα [ τα θαλ�ασσια
�υδατα θα �ερρεαν προς χαµηλ�οτερα δυναµικ�α, εν£ω το �ιδιο θα συν�ε1αινε
και µε τα χερσα�ια εδ�αφη µ�εσω πλαστικ�ης παραµ�ορφωσ�ης τους, µε απο-
τ�ελεσµα την αλλαγ�η του σχ�ηµατος της επιφ�ανειας της Γης.

Σχ�ηµα 6.4: Το σχ�ηµα της Γης ε�ιναι µια ισοδυναµικ�η επιφ�ανεια. Η κ�αθετος σε αυτ�η την
επιφ�ανεια �εχει τη διε�υθυνση της συνισταµ�ενης της βαρυτικ�ης και της φυγοκ�εντρου δ�υ-
ναµης.

6Ο �ιδιος ο Νε�υτωνας επιχε�ιρησε να προσδιορ�ισει το πεπλατυσµ�ενο σχ�ηµα της Γης, το
οπο�ιο µετρ�ηθηκε πολλ�α χρ�ονια αργ�οτερα απ�ο τουςMaupertuis και Clairaut µε γεωδαιτι-
κ�ες µετρ�ησεις που πραγµατοπο�ιησαν στη Λαπων�ια.
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�Ασκηση 6.5. Ε�αν η Γη, παρ�α την περιστροφικ�η της κ�ινηση, ε�ιχε σφαιρικ�ο σχ�ηµα µε ΑΣΚΗΣΕΙΣ
τι επιτ�αχυνση θα κινο�υνταν �ενα σ£ωµα στην επιφ�ανει�α της προς τον Iσηµεριν�ο λ�ογω της
φυγοκ�εντρου δ�υναµης; (Θεωρ�ηστε �οτι το σ£ωµα ολισθα�ινει στην επιφ�ανεια δ�ιχως τρι1�ες.)
Με τι ταχ�υτητα θα �εφτανε το σ£ωµα στον Ισηµεριν�ο, αν �ηταν αρχικ�α ακ�ινητο κοντ�α σε
κ�αποιον Π�ολο; Σε π�οσο χρ�ονο θα �εφτανε το σ£ωµα στον Ισηµεριν�ο;

Μπορο�υµε επ�ισης να εκµεταλλευτο�υµε το φυγοκεντρικ�ο δυναµικ�ο για
να κατασκευ�ασουµε παρα1ολικ�α κατ�οπτρα τηλεσκοπ�ιων µεγ�αλων διαστ�α- Κατασκευ�η

παρα1ολικ£ων

κατ�οπτρων

σεων. Η τεχνικ�η ε�ιναι η ακ�ολουθη : γεµ�ιζουµε �ενα δοχε�ιο που βρ�ισκεται
σε περι1�αλλον υψηλ�ης θερµοκρασ�ιας µε γυαλ�ι σε υγρ�η µορφ�η. Θ�ετουµε
το δοχε�ιο µε το ρευστ�ο γυαλ�ι σε περιστροφικ�η κ�ινηση. Καθ£ως το δοχε�ιο
περιστρ�εφεται, η επιφ�ανεια του γυαλιο�υ που βρ�ισκεται µ�εσα σε αυτ�ο απο-
κτ�α σχ�ηµα του οπο�ιου το συνολικ�ο βαρυτικ�ο και φυγοκεντρικ�ο δυναµικ�ο
ε�ιναι σταθερ�ο. Αν

��� � � ε�ιναι το �υψος της επιφ�ανειας του ρευστο�υ γυαλιο�υ
σε απ�οσταση

�
απ�ο τον �αξονα περιστροφ�ης, θα ισχ�υει� ��� � ��# BZ W )��a) � σταθ &

δηλαδ�η το ρευστ�ο γυαλ�ι µ�εσα στο δοχε�ιο θα αποκτ�ησει το σχ�ηµα παρα1ο-
λοειδο�υς. Για την κατασκευ�η του κατ�οπτρου αρκε�ι στη συν�εχεια να µει-
£ωσουµε τη θερµοκρασ�ια £ωστε να στερεοποιηθε�ι το γυαλ�ι στο επιθυµητ�ο
σχ�ηµα.

Σχ�ηµα 6.5: Το υγρ�ο µ�εσα σε �ενα δοχε�ιο που περιστρ�εφεται αποκτ�α παρα1ολικ�η επιφ�α-
νεια εξαιτ�ιας της φυγοκ�εντρου δ�υναµης. Η επιφ�ανεια του υγρο�υ ε�ιναι µια ισοδυναµικ�η
επιφ�ανεια αντ�ιστοιχη µε την επιφ�ανεια εν�ος περιστρεφ�οµενου ρευστο�υ πλαν�ητη.

Για να κατανο�ησουµε, τ£ωρα, τη δ�υναµη Coriolis, ας εξετ�ασουµε την Περ�ι της δ�υναµης

Coriolisακ�ολου-θη κ�ινηση, �οπως αυτ�η περιγρ�αφεται σε �ενα περιστρεφ�οµενο σ�υ-
στηµα αναφορ�ας : �ενα σωµατ�ιδιο κινε�ιται ακτινικ�α µε σταθερ�η ταχ�υτηταj
, αποµακρυν�οµενο απ�ο τον �αξονα περιστροφ�ης του. Στο αδρανειακ�ο
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σ�υστηµα αναφορ�ας το σωµατ�ιδιο ακολουθε�ι µια σπειροειδ�η τροχι�α και
�οσο περισσ�οτερο αποµακρ�υνεται απ�ο τον �αξονα περιστροφ�ης τ�οσο αυ-
ξ�ανεται η περιστροφικ�η του ταχ�υτητα

W �
. Αντιλαµ1αν�οµαστε �οτι, για να

συµ1α�ινει κ�ατι τ�ετοιο, θα πρ�επει να ασκε�ιται στο σωµατ�ιδιο µια δ�υναµη
��
,

η οπο�ια θα �εχει συνεχ£ως αζιµουθιακ�η κατε�υθυνση. Απ�ο την �αλλη πλευρ�α,
ο περιστρεφ�οµενος παρατηρητ�ης στην προσπ�αθεια του να δικαιολογ�ησει
την ευθ�υγραµµη κ�ινηση που παρατηρε�ι θα πρ�επει να υποθ�εσει �οτι στο σω-
µατ�ιδιο ασκε�ιται µια �ιση και αντ�ιθετη δ�υναµη

�� � # ��
Cor. Αυτ�η ακρι1£ως η

υποθετικ�η δ�υναµη ε�ιναι η δ�υναµη Coriolis, η οπο�ια σ�υµφωνα µε την αν�α-
λυσ�η µας αλλ�αζει φορ�α, αν αλλ�αξει φορ�α η γωνιακ�η ταχ�υτητα. Το µ�ετρο
αυτ�ης της δ�υναµης µπορο�υµε ε�υκολα να το υπολογ�ισουµε, αν σκεφτο�υµε
�οτι µια δ�υναµη σαν την

��
ασκε�ι ροπ�η

�� που προκαλε�ι µετα1ολ�η της στρο-
φορµ�ης,

�� � ��e� � � �W � ��,�
, του σωµατιδ�ιου.7 �Ετσι,

	 �� Cor 	 � 	 �� 	 � 	 �� 	�� B� I �IKJ� B� IIKJ � � W � ) �� Z � W I �IKJ � Z � W j & (6.15)

που δεν ε�ιναι �αλλο παρ�α το µ�ετρο της συνιστ£ωσας της δ�υναµης Coriolis
που προ1λ�επεται απ�ο την (6.13) (δε�υτερος �ορος της τελικ�ης σχ�εσης).
�Οπως προαναφ�εραµε η δ�υναµη Coriolis πα�ιζει ουσιαστικ�ο ρ�ολο στην

κ�ινηση των α�εριων και υδ�ατινων µαζ£ων στον πλαν�ητη µας. Αν στην ατ-Καιρ�ος και δ�υναµη

Coriolis µ�οσφαιρα εν�ος µη περιστρεφ�οµενου πλαν�ητη αναπτυχθε�ι διαφορ�α π�ιε-
σης µεταξ�υ δ�υο περιοχ£ων, η διαφορ�α αυτ�η θα εξοµαλυνθε�ι ταχ�υτατα. Αν,
�οµως, ο πλαν�ητης περιστρ�εφεται, τ�οτε µπορε�ι η διαφορ�α π�ιεσης να συντη-
ρηθε�ι επ� �απειρον. Εξαιτ�ιας της δ�υναµης Coriolis, η οπο�ια ε�ιναι κ�αθετη
στην κ�ινηση της ατµ�οσφαιρας και �εχει φορ�α προς τα δεξι�α της κ�ινησης
(στο β�ορειο ηµισφα�ιριο), η µετακ�ινηση α�εριων ρευµ�ατων απ�ο υψηλ�α προς
χαµηλ�α βαροµετρικ�α συστ�ηµατα ακολουθε�ι στρο1ιλ£ωδη κ�ινηση (βλ. Σχ�η-
µα 6.6) µε αποτ�ελεσµα τα βαροµετρικ�α συστ�ηµατα να ικανοποιο�υν µε µε-
γ�αλη ακρ�ι1εια τη συνθ�ηκη γεωστροφικ�ης ισορροπ�ιας8# Z � �W � �j�# ���� ��\ &

7Αυτ�η ε�ιναι η στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου που µετρ�αει ο αδρανειακ�ος παρατηρητ�ης,
αφο�υ το σωµατ�ιδιο κινε�ιται ακτινικ�αστο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα και εποµ�ενως δεν �εχει
στροφορµ�η στο σ�υστηµα αυτ�ο. Προσ�εξτε, επ�ισης, �οτι τα διαν�υσµατα � και G ε�ιναι ορθο-
γ£ωνια και �ετσι το µ�ετρο του διπλο�υ εξωτερικο�υ γινοµ�ενου που περιγρ�αφει τη στροφορµ�η
του σωµατιδ�ιου ε�ιναι � G �d� .

8Η γεωστροφικ�η ισορροπ�ια ε�ιναι δυνατ�η αν τηρο�υνται κ�αποιες προ¶ποθ�εσεις : αν
η τρι1�η ε�ιναι αµελητ�εα και ο αριθµ�ος Rossby ��  o¢¡"£d¤ G ε�ιναι µικρ�ος, �οπου ¡ ε�ιναι
το χαρακτηριστικ�ο µ�εγεθος των ταχυτ�ητων των α�εριων µαζ£ων που παρατηρε�ι �ενας πα-
ρατηρητ�ης, ο οπο�ιος περιστρ�εφεται µαζ�ι µε τον πλαν�ητη, και ¤ η χαρακτηριστικ�η κλ�ι-
µακα µ�ηκους µετα1ολ�ης των ταχυτ�ητων. Για την κυκλοφορ�ια στα µεσα�ια πλ�ατη της Γης
αυτ�ες οι συνθ�ηκες ικανοποιο�υνται µε αρκετ�α καλ�η προσ�εγγιση. Για παρ�αδειγµα ε�ιναι¡¦¥ t�§ m/s, ¤¨¥�© §mª m, και G o�© §¬«� s «U® , οπ�οτε ο αριθµ�ος Rossby ε�ιναι ��  o §°¯ t .
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Σχ�ηµα 6.6: Ο κυκλ£ωνας της 13ης Φε1ρουαρ�ιου του 2004, ο οπο�ιος προκ�αλεσε τις χα-
µηλ�οτερες θερµοκρασ�ιες των τελευτα�ιων δεκαετι£ων σε πολλ�α µ�ερη της χ£ωρας µας. Στο
χ�αρτη σηµει£ωνονται οι παρατηρο�υµενες τιµ�ες του διανυσµατικο�υ πεδ�ιου των ταχυτ�ητων
επ�ι της επιφ�ανειας σταθερ�ης π�ιεσης ± §m§ mb. Ο �ανεµος ε�ιναι, σε πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση,
παρ�αλληλος στις ισο¶ψε�ις καµπ�υλες της επιφ�ανειας αυτ�ης. Στη µετεωρολογ�ια ε�ιναι συ-
ν�ηθης πρακτικ�η να παρουσι�αζονται τα πεδ�ια ταχυτ�ητων επ�ι επιφανει£ων σταθερ�ης π�ι-
εσης, δι�οτι επ�ι των επιφανει£ων σταθερ�ης π�ιεσης η συνιστ£ωσα της δ�υναµης απ�ο την π�ι-
εση ε�ιναι µηδενικ�η και η µ�ονη δ�υναµη που ασκε�ιται στο ρευστ�ο αν�α µον�αδα �ογκου ε�ιναι
η συνιστ£ωσα της βαρ�υτητας επ�ι της επιφ�ανειας σταθερ�ης π�ιεσης ² �m³ ´¶µK· ¸ , �οπου µ το
�υψος σε κ�αθε σηµε�ιο της επιφ�ανειας σταθερ�ης π�ιεσης ¹ o ¹Kº και ´¶µK· ¸ η κλ�ιση της επι-
φ�ανειας αυτ�ης. Επειδ�η η δ�υναµη Coriolis αν�α µον�αδα �ογκου του ρευστο�υ ε�ιναι �ιση µε² td� Gzv x , η γεωστροφικ�η ισορροπ�ια απαιτε�ι το πεδ�ιο ταχυτ�ητων να ικανοποιε�ι την εξ�ι-
σωση ² t Gwv x ² ³ ´¶µK· ¸ o § . Η σχ�εση αυτ�η της γεωστροφικ�ης ισορροπ�ιας συνεπ�αγεται
�οτι το δι�ανυσµα της ταχ�υτητας ε�ιναι παρ�αλληλο στις ισο¶ψε�ις της επιφ�ανειας σταθερ�ης
π�ιεσης, αφο�υ απ�ο την εξ�ισωση αυτ�η συν�αγεται �οτι x!» ´¶µK· ¸ o § . Το δι�ανυσµα της ταχ�υ-
τητας ε�ιναι επ�ισης αν�αλογο της βαθµ�ιδας του

µ
επ�ι της επιφ�ανειας σταθερ�ης π�ιεσης και

συνεπ£ως η ταχ�υτητα του αν�εµου ε�ιναι µεγαλ�υτερη στις περιοχ�ες �οπου η πυκν�οτητα των
ισο¶ψ£ων ε�ιναι µεγ�αλη. Η παρουσ�ιαση αυτ�η ε�ιναι συν�ηθης στη µετεωρολογ�ια δι�οτι, αν
σχεδιαζ�οταν η ταχ�υτητα του αν�εµου σε επιφ�ανειες σταθερο�υ �υψους, αντ�ι σε επιφ�ανειες
σταθερ�ης π�ιεσης, η γεωστροφικ�η ισορροπ�ια θα �ηταν ² td� Gkv x ² ´ ¹ · ¼ o § . �Ετσι, µολο-
ν�οτι τ�οτε η ταχ�υτητα θα �ηταν παρ�αλληλη στις καµπ�υλες �ισης π�ιεσης, δεν θα �ηταν ευθ�εως
αν�αλογη της βαθµ�ιδας της π�ιεσης δι�οτι, η γεωστροφικ�η αυτ�η σχ�εση εξαρτ�αται και απ�ο
την πυκν�οτητα, η οπο�ια µει£ωνεται σχεδ�ον εκθετικ�α µε το �υψος.
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�οπου
�j ε�ιναι η ταχ�υτητα του ατµοσφαιρικο�υ ρευστο�υ, �W η γωνιακ�η ταχ�υ-

τητα περιστροφ�ης της Γης,
�
η πυκν�οτητα του ρευστο�υ, και # ��+� η δ�υ-

ναµη που προκαλε�ιται απ�ο τις διαφορ�ες της π�ιεσης και η οπο�ια �εχει διε�υ-
θυνση απ�ο υψηλ�ες πι�εσεις προς χαµηλ�ες πι�εσεις.9 Λ�ογω της γεωστροφι-
κ�ης ισορροπ�ιας η ατµοσφαιρικ�η κυκλοφορ�ια χαρακτηρ�ιζεται απ�ο τις συ-
νεκτικ�ες δοµ�ες των κυκλ£ωνων, οι οπο�ιοι συντηρο�υνται για αρκετ�α µεγ�αλα
χρονικ�α διαστ�ηµατα, απ�ο τ�εσσερις �εως επτ�α ηµ�ερες [ το δι�αστηµα αυτ�ο
ε�ιναι ουσιαστικ�α ο χρ�ονος που χρει�αζεται η τρι1�η µε το �εδαφος για να
τους διαλ�υσει. Η παρουσ�ια τ�ετοιων συνεκτικ£ων δοµ£ων που αποτελο�υνται
απ�ο χαµηλ�α και υψηλ�α βαροµετρικ�α συστ�ηµατα καθορ�ιζει αυτ�ο που απο-
καλο�υµε καιρ�ο, εν£ω οι δοµ�ες αυτ�ες αποτελο�υν τα κ�υρια συστατικ�α του
κλ�ιµατος. Η µελ�ετη του κλ�ιµατος ε�ιναι στην ουσ�ια η µελ�ετη της στατιστι-
κ�ης συµπεριφορ�ας των κυκλωνικ£ωναυτ£ων κιν�ησεων. Αν η γωνιακ�η ταχ�υ-
τητα περιστροφ�ης της Γης �ηταν πολ�υ µικρ�οτερη, οι οποιεσδ�ηποτε διακυ-
µ�ανσεις της ατµοσφαιρικ�ης π�ιεσης θα εξαφαν�ιζονταν σε δι�αστηµα µερι-
κ£ων ωρ£ων10 και ο καιρ�ος θα �ηταν εξαιρετικ�α πιο σταθερ�ος. Επ�ισης, εξαι-
τ�ιας της δ�υναµης Coriolis ε�ιναι δυνατ�η η �υπαρξη διαφορ�ας θερµοκρασ�ιας
µεταξ�υ Ισηµερινο�υ και Π�ολων. Αυτ�ο ισχ�υει δι�οτι, αν η Γη δεν περιστρε-
φ�οταν, η διαφορ�α θερµοκρασ�ιας µεταξ�υ Ισηµερινο�υ και Π�ολων, η οπο�ια
επι1�αλλεται λ�ογω διαφορ�ας απορρ�οφησης της ηλιακ�ης ακτινο1ολ�ιας και
αν�ερχεται στους B \K\a½ C περ�ιπου, θα εξαλειφ�οταν ταχ�υτατα µε διαταραχ�εςπου διαδ�ιδονται σχεδ�ον µε τη ταχ�υτητα του �ηχου, �οπως ακρι1£ως διαδ�ιδο-
νται οι διαταραχ�ες της επιφ�ανειας του νερο�υ µ�εσα σε µ�ια λεκ�ανη �οταν τη
µετακιν�ησουµε. Η ατµοσφαιρικ�η κυκλοφορ�ια που δηµιουργε�ιται εξαιτ�ιας
της δ�υναµης Coriolis συντηρε�ι τελικ�α στη Γη τη διαφορ�α θερµοκρασ�ιας
µεταξ�υ του Ισηµερινο�υ και των Π�ολων στους

� \a½
C. Αντιθ�ετως, στον πλα-

ν�ητη Αφροδ�ιτη, ο οπο�ιος περιστρ�εφεται πολ�υ αργ�α γ�υρω απ�ο τον �αξον�α
του, η διαφορ�α θερµοκρασ�ιας µεταξ�υ του Ισηµερινο�υ και των Π�ολων ε�ι-
ναι µηδαµιν�η.

�Ασκηση 6.6. Κατ�α το χρονικ�ο δι�αστηµα που �ενας κυκλ£ωνας δι�ερχεται απ�ο µ�ια πε-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ριοχ�η της Γης, πραγµατοποιο�υνται ταυτ�οχρονα επ�ιγειες βαροµετρικ�ες µετρ�ησεις σε δ�υο
τοποθεσ�ιες της περιοχ�ης αυτ�ης που βρ�ισκονται σε απ�οσταση © §m§m§ km η µ�ια απ�ο την �αλλη.
Η µ�ια µ�ετρηση δ�ινει ¾m¿ § mb και η �αλλη © §m§m§ mb. Υπολογ�ιστε την οριζ�οντια δ�υναµη που

9Η π�ιεση σε �ενα ρευστ�ο ε�ιναι η δ�υναµη αν�α µον�αδα επιφ�ανειας που δρα κ�αθετα σε
κ�αθε επιφ�ανεια (νοητ�η �η πραγµατικ�η) του ρευστο�υ. Ε�αν η π�ιεση ε�ιναι οµοι�οµορφη, οι
δυν�αµεις αν�α µον�αδα επιφ�ανειας του ρευστο�υ βρ�ισκονται σε ισορροπ�ια και η ολικ�η δ�υ-
ναµη που ασκε�ιται σε �ενα στοιχε�ιο του ρευστο�υ ε�ιναι µηδενικ�η. Αν, τ£ωρα, θεωρ�ησουµε
�ενα κλειστ�ο στοιχε�ιο του ρευστο�υ, �ογκου À , η συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται απ�ο την π�ι-
εση στο στοιχε�ιο αυτ�ο ε�ιναι Á o ²+ÂÄÃ�¹*��UÅÇÆ , �οπου Æ η εξωτερικ�η κλειστ�η επιφ�ανεια του
στοιχε�ιου και �� το µοναδια�ιο, κ�αθετο στην επιφ�ανεια, δι�ανυσµα που �εχει κατε�υθυνση
προς το εξωτερικ�ο της επιφ�ανειας. Απ�ο το θε£ωρηµα του Gauss βρ�ισκουµε �οτι η συνο-
λικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται στο στοιχε�ιο ε�ιναι Á o ²+ÂdÈ ´ ¹ Å À . Συνεπ£ως η ολικ�η δ�υναµη
που ασκε�ιται σε �εναν απειροστ�ο �ογκο εξαιτ�ιας της π�ιεσης, αν�α µον�αδα �ογκου του ρευ-
στο�υ, ε�ιναι ² ´ ¹ .

10Αποδεικν�υεται �οτι σε αυτ�η την περ�ιπτωση, η ταχ�υτητα εξοµ�αλυνσης της π�ιεσης ε�ιναι
σχεδ�ον �ιση µε την ταχ�υτητα του �ηχου, παρ�οτι η εξοµ�αλυνση αυτ�η δεν επιτυγχ�ανεται µε
ηχητικ�α κ�υµατα, αλλ�α µε εσωτερικ�α κ�υµατα βαρ�υτητας που διαδ�ιδονται µε ταχ�υτηταÉ ¥�Ê ³¬Ë , �οπου Ë ¥�© § km ε�ιναι το �υψος της ατµ�οσφαιρας.
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προκαλε�ιται απ�ο τη βαθµ�ιδα της π�ιεσης και εκτιµ�ηστε την ταχ�υτητα του αν�εµου που
απαιτε�ιται για να εξισορροπ�ησει η δ�υναµηCoriolis τη δ�υναµη αυτ�η στο γεωγραφικ�ο πλ�α-
τος των ÌÇ±   . ∆�ινεται �οτι © mb o�© §m§ Nt/m � .
Γενικ�α η δ�υναµη Coriolis που ασκε�ιται σε �ενα σ£ωµα, εξαιτ�ιας της περι- Η φυγ�οκεντρος δ�υναµη

ε�ιναι µεγαλ�υτερη

απ�ο τη δ�υναµη

Coriolis αλλ�α ...

στροφ�ης της Γης, ε�ιναι, �οπως ε�ιδαµε, µικρ�οτερη σε µ�ετρο απ�ο τη φυγ�οκε-
ντρο δ�υναµη που ασκε�ιται σε αυτ�ο κατ�α �εναν παρ�αγοντα της τ�αξης τουZ jW/Í � jZ cKc

m/s
 

Η φυγ�οκεντρος δ�υναµη, �οµως, �οπως �ηδη εξηγ�ησαµε, εξισορροπε�ιται απ�ο
τη βαρυτικ�η �ελξη, καθορ�ιζοντας �ετσι το γεωειδ�ες σχ�ηµα της ατµ�οσφαι-
ρας και οι ατµοσφαιρικ�ες κιν�ησεις περιορ�ιζονται κυρ�ιως στις ισοδυναµι-
κ�ες επιφ�ανειες, οπ�οτε η δ�υναµηCoriolis που δρα στο εφαπτ�οµενο επ�ιπεδο
του γεωειδο�υς ε�ιναι η δ�υναµη που κυριαρχε�ι στη διαµ�ορφωση των ατµο-
σφαιρικ£ων κιν�ησεων.
Τ�ελος, αξ�ιζει να αναφερθε�ι �οτι η δ�υναµη Coriolis �ηταν αυτ�η που προ-

σπ�αθησε να εκµεταλλευτε�ι ο Νε�υτων για να αποδε�ιξει �οτι η Γη περιστρ�ε-
φεται. Συγκεκριµ�ενα, υπολ�ογισε την εκτροπ�η εν�ος σωµατιδ�ιου απ�ο την
κατακ�ορυφο πορε�ια που ακολουθε�ι, �οταν αυτ�ο π�εφτει ελε�υθερα µ�εσα σε
�ενα βαθ�υ πηγ�αδι. Το πε�ιραµα επιχε�ιρησε ο βρεταν�ος φυσικ�ος Robert
Hooke [1635-1703], σ�υγχρονος του Νε�υτωνα, ρ�ιχνοντας µικρ�ες σφα�ιρες
µ�εσα σε �ενα πηγ�αδι λατοµε�ιου. ∆υστυχ£ως, �οµως, µια υπολογιστικ�η πα-
γ�ιδα που κρ�υ1ει η λ�υση αυτο�υ του προ1λ�ηµατος (βλ. Πρ�ο1ληµα 7) τον
οδ�ηγησε σε εσφαλµ�ενο αποτ�ελεσµα, το οπο�ιο �ετσι κι αλλι£ως υπερ�ε1αινε
τα πειραµατικ�α σφ�αλµατα µ�ετρησης εκε�ινης της εποχ�ης.11 Σ�ηµερα η πα-
ρεκτροπ�η στην κ�ινηση των βληµ�ατων εξαιτ�ιας της δ�υναµης Coriolis λαµ-
1�ανεται πολ�υ σο1αρ�α υπ�οψη στη σ�υγχρονη βαλλιστικ�η. Προφαν£ως, στο
Ν�οτιο ηµισφα�ιριο η δρ�αση της δ�υναµηςCoriolis ε�ιναι αντ�ιθετη απ�ο τη δρ�α-
ση της δ�υναµης αυτ�ης στο Β�ορειο ηµισφα�ιριο.

6.5 Κατασκευ�η της Λαγκρανζιαν�ης σε

περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα

�Εχοντας αναλ�υσει σε νευτ£ωνειο πλα�ισιο π£ως διαµορφ£ωνονται οι δυ-
ν�αµεις �οταν µετα1α�ινουµε απ�ο �ενα αδρανειακ�ο σε �ενα περιστρεφ�οµενο

11Αδιαµφισ1�ητητη απ�οδειξη για την κ�ινηση της Γης γ�υρωαπ�ο τον �Ηλιο, η οπο�ια µε τη
σειρ�α της συνεπ�αγεται την περιστροφ�η της Γης γ�υρω απ�ο τον �αξον�α της £ωστε να προ-
καλε�ιται η διαδοχ�η ηµ�ερας-ν�υχτας, δ�οθηκε µ�ολις το 1838 απ�ο το γερµαν�ο αστρον�οµο
FriedrichWilhelmBessel [1784-1846],ο οπο�ιος κατ�ορθωσε να υπολογ�ισει την παρ�αλλαξη
του αστ�ερα 61Cygnus (υπολ�ογισε �οτι η παρ�αλλαξη �ηταν 0.314", εν£ωη σηµεριν�η εκτ�ιµηση
για την παρ�αλλαξη του εν λ�ογω αστ�ερα ε�ιναι 0.292"). Αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε �οτι �ενα απ�ο
τα επιχειρ�ηµατα των αριστοτελικ£ων φιλοσ�οφων σχετικ�α µε την ακινησ�ια της Γης �ηταν
�οτι δεν ε�ιχε παρατηρηθε�ι καµ�ια παρ�αλλαξη των αστ�ερων και εποµ�ενως δεν µπορο�υσε
να γ�ινει δεκτ�η καµ�ια αναθε£ωρηση της αριστοτελικ�ης Κοσµολογ�ιας.
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σ�υστηµα αναφορ�ας, θα κατασκευ�ασουµε στη συν�εχεια τη δυναµικ�η εξ�ι-
σωση κ�ινησης εν�ος σωµατιδ�ιου σε �ενα περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα (ουσια-
στικ�α θα κατασκευ�ασουµε π�αλι τη σχ�εση (6.13)) ακολουθ£ωντας αυτ�η τη
φορ�α λα-γκρανζιαν�ο φορµαλισµ�ο. �Οπως �εχουµε �ηδη δε�ιξει, οι εξισ£ωσειςΗ Λαγκρανζιαν�η

σωµατιδ�ιου για

περιστρεφ�οµενο

σ�υστηµα αναφορ�ας

Euler - Lagrange ισχ�υουν σε �ολα τα συστ�ηµατα αναφορ�ας –αδρανειακ�α �η
µη–, δεδοµ�ενου �οτι οι εξισ£ωσεις Euler - Lagrangeε�ιναι αναλλο�ιωτες σε ση-
µειακο�υς µετασχηµατισµο�υς. Στην περ�ιπτωσ�η µας ο εν λ�ογω σηµειακ�ος
µετασχηµατισµ�ος ε�ιναι αυτ�ος που αντιστοιχ�ιζει τα σηµε�ια του αδρανεια-
κο�υ στα σηµε�ια του περιστρεφ�οµενου συστ�ηµατος αναφορ�ας. �Εχουµε
λοιπ�ον ��

A
$ �� g � ��

A
� ��

οπ�οτε και Î��
A
$ Î�� g � �W � ��+ 

ΗΛαγκρανζιαν�η, εποµ�ενως, εν�ος σωµατιδ�ιου στο περιστρεφ�οµενο σ�υστη-
µα θα ε�ιναι� � BZ �Ï- �j�� �W � ���1 ) # � �q��K�� BZ �Ï- �j ) � Z � �W � ��K� [ �js� � �W � ���� ) 1'# � �q��K� & (6.16)

�οπου
�j η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα αναφο-

ρ�ας.12 Στις παραγωγ�ισεις των εξισ£ωσεων Euler-Lagrange θα βοηθ�ησει η
διανυσµατικ�η ταυτ�οτητα �l [ � �Ð � �Ñq� � �Ñ [ �d�l�� �Ð �! 
�Ετσι, Ò �Ò �j �Ó� �m�j+� �W � ��K� &
και Ò �Ò �� ��� - �j�� �W � � �W � ��K�0� �W 1 # ��3� �q����! 
Στην τελευτα�ια παραγ£ωγιση του τετραγ£ωνου του εξωτερικο�υ γινοµ�ενου
χρησιµοποι�ηθηκε η προαναφερθε�ισα ταυτ�οτητα εις διπλο�υν, µια φορ�α για
το κ�αθε εξωτερικ�ο γιν�οµενο. Η δυναµικ�η εξ�ισωση, λοιπ�ον, λαµ1�ανει τη
µορφ�η � Î�j�� � �W � �j�# � - �j�� �W � � �W � ��K�0� �W � 1 � ��3� �q��K� �Y\
και εποµ�ενως� Î�j � # ���� �q����Ô# �Ï- Z �W � �j�� �W � � �W � ����:1Õ 

(6.17)

Αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε την οµοι�οτητα της Λαγκρανζιαν�ης της σχ�εσης
(6.16) και της Λαγκρανζιαν�ης φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου σε µαγνητικ�ο πε-
δ�ιο, τουλ�αχιστον �οσον αφορ�α στον �ορο� � �W � ��K� [ �j¢ 

12Αφο�υ απ�ο εδ£ω και στο εξ�ης θα αναφερ�οµαστε στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα ανα-
φορ�ας θα καταργ�ησουµε πλ�εον το δε�ικτη “ Ö ” στα δι�αφορα µεγ�εθη.
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Σχ�ηµα 6.7: Το δι�ανυσµα
² ×
OP περιστρ�εφεται κατ�α µ�ια πεπερασµ�ενη γων�ια Ø γ�υρω απ�ο

τον �αξονα
²
×
OA. H ν�εα θ�εση του διαν�υσµατος ε�ιναι η

² ×
OP � . Tο µοναδια�ιο δι�ανυσµα του

�αξονα περιστροφ�ης ε�ιναι το �� . To δι�ανυσµα ²
×OA ε�ιναι η προ1ολ�η του διαν�υσµατος ² ×OP
στον �αξονα περιστροφ�ης, οπ�οτε το δι�ανυσµα

²
×
OA και το δι�ανυσµα

² ×
AP ε�ιναι κ�αθετα µε-

ταξ�υ τους. Το
² ×
TP � ε�ιναι κ�αθετο στο ² ×AP. Το ² ×AP �εχει µ�ετρο · ² ×AP · o · �� v ² ×OP · , το οπο�ιο ε�ιναι

�ισο µε το
· ²Ù²×
AP’

·
. Εποµ�ενως,

· ² ×
TP � · o · �� v ² ×OP ·UÚ
Û Ü Ø .

Οι υπ�ολοιποι �οροι, σε αντ�ιθεση µε τον εν λ�ογω �ορο, �εχουν την κλασικ�η
µορφ�η των �ορων κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειας.

�Ασκηση 6.7. Κατασκευ�αστε την αναλογ�ια µεταξ�υ των �ορων της Λαγκρανζιαν�ης ΑΣΚΗΣΕΙΣ
εν�ος φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου σε ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο και εν�ος σωµατιδ�ιου σε πε-
ριστρεφ�οµενο σ�υστηµα αναφορ�ας. Υποθ�εστε �οτι γνωρ�ιζετε επακρι1£ως την τροχι�α εν�ος
φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου σε οµογεν�ες µαγνητικ�ο Ý y ��| και ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο Þ y �Ô| . Σε
ποιο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα και σε τι πεδ�ιο δ�υναµης η κ�ινηση των σωµατιδ�ιων θα�ηταν
ακρι1£ως η �ιδια;

6.6 Πεπερασµ�ενες στροφ�ες

Ας εξετ�ασουµε, τ£ωρα, π£ως µπορο�υµε να κατασκευ�ασουµε τη δρ�αση
µιας µη απειροστ�ης στροφ�ης γ�υρω απ�ο κ�αποιον �αξονα �� . Θ�ελουµε να Συστηµατικ�η

κατασκευ�η µιας

πεπερασµ�ενης στροφ�ης

στρ�εψουµε το δι�ανυσµα
�� � #=$

OP κατ�α γων�ια
�
γ�υρω απ�ο τον �αξονα OA

που χαρακτηρ�ιζεται απ�ο το µοναδια�ιο δι�ανυσµα �� (βλ. Σχ�ηµα 6.7). Η ν�εα
θ�εση του διαν�υσµατος

��ß� � #=$OP � θα ε�ιναι#=$
OP

� � #:$
OA � # $AT � # $TP �� �q�� [ ��"� ��u�Yà ��s# �q�� [ ��5� ��âá¬ãqä ^ � � � ���� ���� ^ MN_ �  (6.18)
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Προσ�εξτε �οτι το δι�ανυσµα #å$
AP

� ��s# �q�� [ ��"� �� &
και το δι�ανυσµα ��V� �� &
που �εχει τη διε�υθυνση του

# $
TP
�
, �εχουν το �ιδιο µ�ετρο –πρ�οκειται για την

ακτ�ινα περιστροφ�ης του �ακρου του διαν�υσµατος– αλλ�α κ�αθετες µεταξ�υ
τους διευθ�υνσεις. Αλλ�αζοντας τη σειρ�α των �ορων στην (6.18), µπορο�υµε
να γρ�αψουµε το τελικ�ο στραµµ�ενο δι�ανυσµα στη µορφ�η :�� � � ��Ôãqä ^ � � �� �q�� [ ��5� � B #æãqä ^ � �5� � ��V� ��s� ^ MN_ �  (6.19)

Αν εφαρµ�οσουµε τη σχ�εση αυτ�η για απειροστ�ες γων�ιες, δηλαδ�η διατη-
ρ£ωντας στην (6.19) µ�ονο �ορους πρ£ωτης τ�αξης ως προς τη γων�ια στροφ�ης,
θ�ετοντας ãqä ^ �2� � B και ^ MN_ �2� � �2� , καταλ�ηγουµε και π�αλι στη σχ�εση (6.1)που γρ�αψαµε για τις απειροστ�ες στροφ�ες.

�Ασκηση 6.8. ∆ε�ιξτε �οτι πρ�αγµατι η σχ�εση (6.19) για απειροστ�ες γων�ιες ��Ø καταλ�η-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
γει στη σχ�εση (6.1). Eπι1ε1αι£ωστε επ�ισης, �οτι η σχ�εση (6.19) ικανοποιε�ι τη βασικ�η ιδι�ο-
τητα των στροφ£ων, δηλαδ�η �οτι

· ��� · o · � · .
�Οπως διαπιστ£ωνει κανε�ις απ�ο τη σχ�εση (6.19), η στροφ�η γ�υρω απ�ο

κ�αποιον �αξονα ε�ιναι γραµµικ�η ως προς το δι�ανυσµα
�� και εποµ�ενως µπο-

ρε�ι να γραφε�ι ως �ενας π�ινακας που δρα στo δι�ανυσµα. Η µορφ�η αυτο�υ
του π�ινακα καθορ�ιζεται µε απλ�ο τρ�οπο, αν εκφρ�ασουµε τη σχ�εση (6.19)
ως σχ�εση συντεταγµ�ενων, χρησιµοποι£ωντας δε�ικτεςΟ π�ινακας

µετασχηµατισµο�υ

πεπερασµ�ενης στροφ�ης
� �6 � � 6 ãqä ^ � �ç� 6 � � ; � ; � � B #èãqä ^ � �5� 8:6=<�; � < � ; ^ MN_ �% Í 6 ; �
�}& ��5�>� ; & (6.20)

�οπου R
�
�}& ��5� ο π�ινακας µε στοιχε�ιαÍ 6 ; �
�}& ��5� � � 6 ; ãqä ^ � �ç� 6 � ; � B #æãqä ^ � �5� 8:6=<�; � < ^ MN_ �k& (6.21)

που δρ£ωντας σε �ενα δι�ανυσµα το αναγκ�αζει να στραφε�ι γ�υρω απ�ο την κα-
τε�υθυνση �� κατ�α γων�ια � . Μια στροφ�η, λοιπ�ον, προσδιορ�ιζεται πλ�ηρως
απ�ο τον π�ινακα R

�
�}& ��5� .
6.7 Οι στροφ�ες ως ορθογ£ωνιοι

µετασχηµατισµο�ι

Επειδ�η οι στροφ�ες αφ�ηνουν αναλλο�ιωτο το µ�ετρο των διανυσµ�ατων, οΟ π�ινακας των

στροφ£ων ε�ιναι

ορθογ£ωνιος

π�ινακας της στροφ�ης ε�ιναι �ενας ορθογ£ωνιος π�ινακας. Αυτ�ο αποδεικν�υε-
ται ως εξ�ης : το µ�ετρο του µετασχηµατισµ�ενου διαν�υσµατος �2�6� �6 � �6 � Í 6=< � < Í 6=é � é � � <�ê Íßë*ì <Ä6 Í 6=é � é & (6.22)
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�οπου το
ë
συµ1ολ�ιζει τον αν�αστροφο π�ινακα, πρ�επει να ισο�υται µε το µ�ε-

τρο � 6 � 6 του αρχικο�υ διαν�υσµατος για κ�αθε δι�ανυσµα � 6 . Για να ισχ�υει
αυτ�ο, θα πρ�επει ο π�ινακας R να ικανοποιε�ι τη σχ�εση

R
ë
R
�
RR

ë �
I
&

(6.23)

δηλαδ�η, ο π�ινακας στροφ�ης πρ�επει να ε�ιναι ορθογ£ωνιος.

�Ασκηση 6.9. Επιλ�εγοντας κατ�αλληλα διαν�υσµατα �Äí , δε�ιξτε �οτι αν η (6.22) ισχ�υει ΑΣΚΗΣΕΙΣ
για κ�αθε δι�ανυσµα �Äí , τ�οτε ο π�ινακας στροφ�ης πρ�επει να ικανοποιε�ι την (6.23), δηλαδ�η
ο π�ινακας στροφ�ης πρ�επει να ε�ιναι ορθογ£ωνιος π�ινακας.

�Ασκηση 6.10. Επι1ε1αι£ωστε �οτι ο π�ινακας (6.21) ε�ιναι πρ�αγµατι ορθογ£ωνιος.

�Ασκηση 6.11. Επι1ε1αι£ωστε �οτι ο π�ινακας µετασχηµατισµο�υ των στροφ£ων (6.21)
�εχει ορ�ιζουσα r © .
�Οπως θα δε�ιξουµε, �οµως, ισχ�υει και το αντ�ιστροφο, δηλαδ�η, κ�αθε ορ-

θογ£ωνιος
c � c π�ινακας µε ορ�ιζουσα � B ε�ιναι π�ινακας στροφ�ης. Προτο�υ �Ενας ορθογ£ωνιος

π�ινακας µε ορ�ιζουσα

+1 ε�ιναι π�ινακας

στροφ�ης

προχωρ�ησουµε στην απ�οδειξη της πρ�οτασης αυτ�ης, θα πρ�επει πρ£ωτα να
επισηµ�ανουµε �οτι οι ορθογ£ωνιοι π�ινακες �εχουν γενικ�α ορ�ιζουσα î B , δι�οτι,δεδοµ�ενων των ιδιοτ�ητων των οριζουσ£ωνï�ðmñ ê R ë*ì � ï�ðmñ � R � και ï�ðmñ � AB � � ï�ðmñ � A � ï�ðmñ � B �
(βλ.Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα), απ�ο την (6.23) βρ�ισκουµε �οτι� ï�ðmñ �

R
�Ä� ) � ï�ðmñ �

I
� � B  

Οι στροφ�ες, �οµως, �οπως διαπιστ£ωσαµε στην �Ασκηση 6.11, ε�ιναι ορθογ£ω-
νιοι µετασχηµατισµο�ι οι οπο�ιοι �εχουν ορ�ιζουσα π�αντα �ιση µε � B . Τουςορθογ£ωνιους µετασχηµατισµο�υς µε ορ�ιζουσα # B δεν µπορο�υµε, λοιπ�ον,να τους αντιστοιχ�ισουµε σε στροφ�ες. Αυτο�ι οι µετασχηµατισµο�ι ε�ιναι σ�υν-
θεση εν�ος κατοπτρισµο�υ, δηλαδ�η του µετασχηµατισµο�υ

��¨� � # �� που Κατοπτρισµ�ος

αντιστοιχε�ι στον π�ινακα µετασχηµατισµο�υò �@?A # B \ \\ # B \\ \ # B
DE &

(6.24)

και µ�ιας στροφ�ης. Ο κατοπτρισµ�ος οποιουδ�ηποτε διαν�υσµατος
�� � � # ��

δεν µπορε�ι να επιτευχθε�ι µε µ�ια στροφ�η,13 δι�οτι η ορ�ιζουσα του κατοπτρι-
σµο�υ ε�ιναι # B , εν£ω η ορ�ιζουσα της οποιασδ�ηποτε στροφ�ης ε�ιναι � B .

13�Ισως σκεφθε�ιτε �οτι ο κατοπτρισµ�ος εν�ος διαν�υσµατος µπορε�ι να επιτευχθε�ι µε µια
στροφ�η κατ�α ó γ�υρω απ�ο �εναν �αξονα κ�αθετο στο δι�ανυσµα. Ωστ�οσο, αυτ�η η στροφ�η
σχετ�ιζεται µε το συγκεκριµ�ενο δι�ανυσµα και αν εφαρµοστε�ι σε κ�αποιο �αλλο δι�ανυσµα
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Στη συν�εχεια θα προσδιορ�ισουµε για κ�αθε ορθογ£ωνιο µετασχηµατι-
σµ�ο µε ορ�ιζουσα � B τη στροφ�η στην οπο�ια αυτ�ος αντιστοιχε�ι. Ας θεω-ρ�ησουµε τον τυχα�ιο ορθογ£ωνιο µετασχηµατισµ�ο

A
�@?A l�(�(ôl�(
)�l�(
Cla)Ä(ôla)�)�la)�ClaCÄ(ôlaC�)�laC�C

DE &
και ας προσδιορ�ισουµε τις ιδιοτιµ�ες του õ , δηλαδ�η, τις τιµ�ες για τις οπο�ιες
ισχ�υει

A �7 � õö�7 & (6.25)

�οπου �7 τα ιδιοαν�υσµατα του A. Οι ιδιοτιµ�ες ε�ιναι οι ρ�ιζες του τριτο1�αθ-
µιου πολυων�υµου õ C �÷l õ ) � Ð õ �÷Ñ ��\ &
που προκ�υπτει απ�ο τη συνθ�ηκη �υπαρξης µη τετριµµ�ενης λ�υσης της (6.25)ï�ðmñ �

A
# õ I � � ffffff

l�(�(�# õ l�(
) l�(
Cla)Ä( la)�)ö# õ la)�ClaCÄ( laC�) laC�Cö# õ ffffff
�Y\  

Οι τρεις ιδιοτιµ�ες που προκ�υπτουν θα �εχουν αφεν�ος την ιδι�οτηταõ ( õ ) õ C � ï�ðmñ � A � � B &
επειδ�η το γιν�οµενο των ιδιοτιµ£ων ισο�υται µε την ορ�ιζουσα του π�ινακα, και
αφετ�ερου η κ�αθε µ�ια απ�ο αυτ�ες θα �εχει αναγκαστικ�α µ�ετρο +1õâõùø � B &
�οπου το ø συµ1ολ�ιζει το µιγαδικ�ο συζυγ�ες. Η τελευτα�ια αυτ�η ιδι�οτητα
ισχ�υει, επειδ�η το µ�ετρο των διανυσµ�ατων παραµ�ενει αναλλο�ιωτο σε �ενα
ορθογ£ωνιο µετασχηµατισµ�ο, οπ�οτε	9�7 	 � 	A �7 	 � 	 õö�7 	 &
που συνεπ�αγεται �οτι 	 õ�	 � B . Οι ιδιοτιµ�ες και τα ιδιοαν�υσµατα µπορε�ι β�ε-1αια να ε�ιναι µιγαδικ�α, οπ�οτε το µ�ετρο εν�ος µιγαδικο�υ διαν�υσµατος λαµ-
1�ανεται ως 	9�7 	 ) � �7 ø6 �7 6 &
δεν πρ�οκειται κατ� αν�αγκην να οδηγ�ησει στο κατοπτρικ�ο του. Για παρ�αδειγµα, η στροφ�η
αυτ�η θααφ�ησει �ιδιο �ενα δι�ανυσµα που ε�ιναι κ�αθετο στο αρχικ�ο δι�ανυσµα και παρ�αλληλο
στον �αξονα στροφ�ης. Αξ�ιζει επ�ισης, να παρατηρ�ησουµε �οτι ο κατοπτρισµ�ος σε δ�υο δια-
στ�ασεις δεν ε�ιναι ο � � o ²/� , ο οπο�ιος ε�ιναι καθαρ�η στροφ�η, αλλ�α ο yÙú � �
û � | o y ² ú �
û°|
�η ο

yÙú �N�
û¬�å| o yÙú � ² û°| που προκαλε�ι αν�ακλαση του αρχικο�υ διαν�υσµατος ως προς τον
�αξονα û �η ú , αντ�ιστοιχα. Μπορο�υµε, λοιπ�ον, να διατυπ£ωσουµε το γενικ�ο καν�ονα σ�υµ-
φωνα µε τον οπο�ιο ο κατοπτρισµ�ος σε οποιεσδ�ηποτε διαστ�ασεις πετυχα�ινεται οποτεδ�η-
ποτε το πλ�ηθος των -1 στα διαγ£ωνια στοιχε�ια του π�ινακαµετασχηµατισµο�υ ε�ιναι περιττ�ο.
�Ετσι, για παρ�αδειγµα, κατοπτρισµ�ο στις τρεις διαστ�ασεις θα µπορο�υσµαε να �εχουµε
αντιστρ�εφοντας το πρ�οσηµο µ�ονο της

ú
-συνιστ£ωσας των διανυσµ�ατων µε τη χρ�ηση εν�ος

διαγ£ωνιου π�ινακα σαν τον (6.24) µε µοναδικ�ο στοιχε�ιο �ισο µε ² © το στοιχε�ιο ü ®ý® .



6.7. ΟΙ ΣΤΡΟΦΕΣ ΩΣ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 165

�οπου �7 6 , �7 ø6 ε�ιναι οι συνιστ£ωσες και οι συζυγε�ις συνιστ£ωσες του �7 αντ�ιστοι-
χα. Τ�ελος επειδ�η οι ιδιοτιµ�ες προκ�υπτουν ως ρ�ιζες εν�ος πολυων�υµου µε
πραγµατικο�υς συντελεστ�ες, αν µ�ια ιδιοτιµ�η ε�ιναι µιγαδικ�η, η συζυγ�ης της
θα ε�ιναι και αυτ�η ιδιοτιµ�η. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση, λαµ1�ανοντας το συ-
ζυγ�ες της εξ�ισωσης (6.25), επειδ�η ο π�ινακας A �εχει ληφθε�ι πραγµατικ�ος,
συν�αγουµε �οτι

A �7 ø � õ ø �7 ø &
οπ�οτε και το �7 ø ε�ιναι ιδιο�ανυσµα του A.
Με αυτ�ες τις παρατηρ�ησεις προκ�υπτει �οτι αναγκαστικ�α οι ιδιοτιµ�ες

εν�ος γενικο�υ ορθογ£ωνιου µετασχηµατισµο�υ ε�ιναι οιB & 7 6=þ & 7 � 6=þ  
Οι 7¬ÿ 6=þ επελ�εγησαν, δι�οτι �εχουν µοναδια�ιο µ�ετρο, εν£ω η τρ�ιτη, ως µονα-
δικ�η και εποµ�ενως �ιδια µε τη συζυγ�η της, οφε�ιλει να ε�ιναι η µον�αδα. Ει-
δικ�η µορφ�η του µετασχηµατισµο�υ προκ�υπτει για

� �Õ\
, �οπου �ολες οι ιδι-

οτιµ�ες ε�ιναι µοναδια�ιες, και A
�
I, αφο�υ τ�οτε κ�αθε δι�ανυσµα µετασχηµα-

τ�ιζεται στον εαυτ�ο του (
��!� � ��

). Μια �αλλη ειδικ�η περ�ιπτωση �εχουµε �οταν� ���
, �οπου οι ιδιοτιµ�ες ε�ιναι οι B , # B , # B , και λαµ1�ανουµε στροφ�η γ�υρωαπ�ο τον �αξονα που αντιστοιχε�ι στην ιδιοτιµ�η B κατ�α γων�ια � ��� .Μπορο�υµε τ£ωρα να συσχετ�ισουµε το γενικ�ο ορθογ£ωνιο µετασχηµατι-

σµ�ο A µε κ�αποιο π�ινακα στροφ�ης (6.21). Το ιδιο�ανυσµα που αντιστοιχε�ι
στην ιδιοτιµ�η B ε�ιναι η διε�υθυνση στροφ�ης �� . Μετασχηµατ�ιζουµε, τ£ωρα,τον π�ινακαA σε �ενα σ�υστηµα συντεταγµ�ενων στο οπο�ιο ο πρ£ωτος �αξονας
µετασχηµατ�ιζεται στον �αξονα �� και οι �αλλοι δ�υο �αξονες στα µοναδια�ια
πραγµατικ�α διαν�υσµατα �� και �j � �� � �� �ετσι £ωστε τα �� , �� και �j να σχη-
µατ�ιζουν µ�ια ορθοκανονικ�η β�αση. Αν σχηµατ�ισουµε τον π�ινακα

U
� à �� & �� & �jKá

που �εχει ως στ�ηλες τα στοιχε�ια των αντ�ιστοιχων διανυσµ�ατων, ο π�ινακας
αυτ�ος U, ε�ιναι ορθογ£ωνιος και εποµ�ενως, ο π�ινακας A

� �
U
ë
AU παρα-

µ�ενει ορθογ£ωνιος και �εχει τις �ιδιες ιδιοτιµ�ες µε τον A και συνεπ£ως το �ιδιο
�ιχνος και την �ιδια ορ�ιζουσα µε τον A. Επειδ�η το �ιχνος εν�ος π�ινακα ισο�υ-
ται µε το �αθροισµα των ιδιοτιµ£ων του (βλ. Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα), το
�ιχνος του π�ινακα A

�
ε�ιναιñ���� ã ð �

A
� � � ñ���� ã ð �

A
� � B �÷7 6=þ �÷7 � 6=þ � B � Z ãqä ^ ��&

το οπο�ιο ισο�υται µε το �ιχνος του (6.21), υπ�ο την προ¶π�οθεση �οτι η
�
ανα-

παριστ�α τη γων�ια στροφ�ης του µετασχηµατισµο�υ στροφ�ης. Συνεπ£ως, η
γων�ια στροφ�ης ε�ιναι ãqä ^ � � ñ���� ã ð �

A
�Ô# BZ  

Στο σηµε�ιο αυτ�ο ολοκληρ£ωνεται η αναζ�ητηση των στοιχε�ιων της στροφ�ης
που αντιστοιχε�ι στον αρχικ�ο ορθογ£ωνιο π�ινακα A. Οι δ�υο αντ�ιθετες γω-
ν�ιες που αποτελο�υν λ�υση της παραπ�ανω τριγωνοµετρικ�ης εξ�ισωσης αφο-
ρο�υν στις δ�υο δυνατ�ες στροφ�ες, στις οπο�ιες µπορε�ι να αντιστοιχε�ι ο αρ-
χικ�ος π�ινακας A και οι οπο�ιες καθορ�ιζονται απ�ο την επιλογ�η της κατε�υ-
θυνσης του ιδιοαν�υσµατος �� (και το �� και το # �� ε�ιναι ιδιοαν�υσµατα του
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A). Στην πραγµατικ�οτητα δεν πρ�οκειται για δ�υο διαφορετικ�ες στροφ�ες
αφο�υ, ε�ιτε εκτελ�εσουµε µια δεξι�οστροφη στροφ�η γ�υρωαπ�ο κ�αποιο �αξονα,
ε�ιτε µια �ιση αριστερ�οστροφη στροφ�η γ�υρω απ�ο τον αντ�ιθετης κατε�υθυν-
σης �αξονα το αποτ�ελεσµα θα ε�ιναι το �ιδιο.
Ο ορθογ£ωνιος π�ινακας A

�
που �εχουµε �ηδη κατασκευ�ασει και �εχει ως

ιδιο�ανυσµα µε αντ�ιστοιχη ιδιοτιµ�η το
� B & \ & \ � (το µετασχηµατισµ�ενο, µ�εσωτου π�ινακα U, ιδιο�ανυσµα �� ) λαµ1�ανει τη µορφ�η

Α
� �@?A B \ \\��	�\�
 � DE

µε � � � � Z ãqä ^ � . Ο υποπ�ινακας τ£ωρα
O
�� �	�
 ���

πρ�επει να ε�ιναι και αυτ�ος ορθογ£ωνιος µε µοναδια�ια ορ�ιζουσα και επο-
µ�ενως, �οπως θα δο�υµε αναλυτικ�α στο εδ�αφιο 6.11, �εχει αναγκαστικ�α τη
µορφ�η

O
� � ãqä ^ � ^ MN_ �# ^ MN_ � ãqä ^ ��� &

και αποτελε�ι τον π�ινακα στροφ�ης στο επ�ιπεδο το κ�αθετο στον πρ£ωτο �αξο-
να κατ�α γων�ια

�
. Τ£ωρα πια, γνωρ�ιζοντας τον π�ινακα Α

�
και τον π�ινακα

U ε�ιµαστε σε θ�εση να ανακατασκευ�ασουµε τον αρχικ�ο π�ινακα Α. Με την
παραπ�ανω αν�αλυση δε�ιξαµε �οτι κ�αθε ορθογ£ωνιος π�ινακας µε ορ�ιζουσα� B µπορε�ι να “σπ�ασει” σε �εναν π�ινακα U που στρ�εφει το σ�υστηµα των
αξ�ονων �ετσι £ωστε ο πρ£ωτος �αξονας αυτο�υ να �εχει την κατε�υθυνση του ��
και σε �εναν π�ινακα Α

�
που εκτελε�ι τη στροφ�η κατ�α

�
γ�υρω απ�ο το �� .

�Ασκηση 6.12. ∆ε�ιξτε �οτι, ε�αν ο A
�
ε�ιναι ορθογ£ωνιος π�ινακας µε µοναδια�ια ορ�ι-ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ζουσα, τ�οτε και ο υποπ�ινακας O πρ�επει να ε�ιναι ορθογ£ωνιος µε µοναδια�ια ορ�ιζουσα.

6.8 Οι στροφ�ες αποτελο�υν µια µη αντιµεταθε-

τικ�η οµ�αδα

Ε�αν �υστερα απ�ο κ�αποια στροφ�η R
� ��"( &d� (Ä� εκτελεστε�ι µια δε�υτερη

στροφ�η ως προς �εναν �αλλο, εν γ�ενει, �αξονα R
� ��*) &d� )m� , τ�οτε ο συνολικ�ος

µετασχηµατισµ�ος θα παρ�αγεται απ�ο το γιν�οµενο των πιν�ακων

R
� ��*) &d� )m� R � ��"( &d� (��! 

Αν εκτελ�εσουµε τις πρ�αξεις µεταξ�υ των στοιχε�ιων των δ�υο πιν�ακων, δια-
πιστ£ωνουµε �οτι δεν ε�ιναι προφαν�ες τι µετασχηµατισµ�ος προκ�υπτει. Το γε-
γον�ος, �οµως, �οτι κ�αθε φορ�α που δρα �ενας τ�ετοιος π�ινακας αφ�ηνει αναλ-
λο�ιωτο το µ�ετρο του διαν�υσµατος µ�ας υποδεικν�υει �οτι το γιν�οµενο δ�υο
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στροφ£ων πρ�επει να ε�ιναι και π�αλι στροφ�η, δηλαδ�η υπ�αρχει π�αντοτε κ�α-
ποια κατε�υθυνση �� C ως προς την οπο�ια αν οποιοδ�ηποτε δι�ανυσµα στρα-
φε�ι κατ�α µια συγκεκριµ�ενη γων�ια

� C
, θα καταλ�ηξει στην �ιδια θ�εση που θα

κατ�εληγε αν ακολουθο�υσε τη διαδοχ�η των δ�υο προηγο�υµενων στροφ£ων.
Ηβε1αι�οτητ�α µας �οσον αφορ�α στην ισχ�υ της παραπ�ανω πρ�οτασης προκ�υ-
πτει απ�ο το γεγον�ος �οτι το γιν�οµενο δ�υο στροφ£ων ε�ιναι ορθογ£ωνιος µετα-
σχηµατισµ�ος µε ορ�ιζουσα B και, �οπως δε�ιξαµε στο προηγο�υµενο εδ�αφιο,κ�αθε ορθογ£ωνιος µετασχηµατισµ�ος µοναδια�ιας ορ�ιζουσας ε�ιναι στροφ�η.
Το σ�υνολο των στροφ£ων, λοιπ�ον, ε�ιναι κλειστ�ο στην πρ�αξη της σ�υνθεσης
�η ισοδυν�αµως, στην πρ�αξη του πολλαπλασιασµο�υ των αντ�ιστοιχων πιν�α-
κων.
Ταυτ�οχρονα, αφο�υ το γιν�οµενο δ�υο στροφ£ων κατ�α γων�ιες

�
και # � ,

αντ�ιστοιχα, γ�υρω απ�ο κ�αποιο κοιν�ο �αξονα (�η ισοδ�υναµα κατ�α �ισες γω-
ν�ιες γ�υρω απ�ο αντ�ιθετες κατευθ�υνσεις �� και # �� ) παρ�αγει τον ταυτοτικ�ο
µετασχηµατισµ�ο, δηλαδ�η, αφο�υ

R
�
�}& ��5� R � # �}& ��"� � I

&
ο αντ�ιστροφος π�ινακας µιας στροφ�ηςR � ( �
�}& ��5� ε�ιναι και αυτ�ος µ�ια στροφ�η
και συγκεκριµ�ενα ε�ιναι η στροφ�η κατ�α την αντ�ιθετη γων�ια, δηλαδ�η

R � ( �
�}& ��5� � R
� # �}& ��5� � R �
�}& # ��"�! 

Για κ�αθε π�ινακα, λοιπ�ον, στροφ�ης υπ�αρχει ο αντ�ιστρoφ�ος του π�ινακας, ο
οπο�ιος ε�ιναι και αυτ�ος π�ινακας στροφ�ης.
Συνεπ£ως, το σ�υνολο των στροφ£ων σχηµατ�ιζει µια οµ�αδα, την επονο- Οι στροφ�ες αποτελο�υν

οµ�αδαµαζ�οµενη οµ�αδα ��� �
c � . Το γρ�αµµα � (orthogonal) δηλ£ωνει τον ορθογ£ω-
νιο χαρακτ�ηρα των στροφ£ων που διατηρε�ι αναλλο�ιωτο το µ�ετρο των δια-
νυσµ�ατων, εν£ω το γρ�αµµα � (special) το ιδια�ιτερο χαρακτηριστικ�ο των πι-
ν�ακων των στροφ£ων, �οτι, δηλαδ�η, �εχουν ορ�ιζουσα +1, εν£ω τ�ελος το 3 ανα-
φ�ερεται στη δι�ασταση του χ£ωρου στον οπο�ιο εκτελο�υνται οι στροφ�ες.
Το ιδια�ιτερο, και ταυτ�οχρονα εντυπωσιακ�ο, χαρακτηριστικ�ο των στρο- Οι στροφ�ες δεν

αντιµετατ�ιθενταιφ£ων ε�ιναι �οτι δ�υο στροφ�ες που εκτελο�υνται γ�υρωαπ�ο διαφορετικο�υς �αξο-
νες δεν καταλ�ηγουν στο �ιδιο αποτ�ελεσµα, αν αλλ�αξει η σειρ�α µε την οπο�ια
αυτ�ες εκτελο�υνται. Εποµ�ενως, οι στροφ�ες δεν λειτουργο�υν ως διαν�υσµα-
τα. Οι στροφ�ες δεν αντιµετατ�ιθενται, �οπως λ�εγεται στη γλ£ωσσα των µα-
θηµατικ£ων. Συµ1ολικ�α, ανR

�
� ( & ��"(Ä� καιR �
� ) & ��*)�� ε�ιναι δ�υο στροφ�ες γ�υρω
απ�ο διαφορετικο�υς �αξονες, τ�οτε

R
�
� ( & ��"(Ä� R �
� ) & ��*)����� R �
� ) & ��*)m� R �
� ( & ��"(��! 

Με �αλλα λ�ογια, αν χρησιµοποι�ησουµε κ�απως διαφορετικ�ο συµ1ολισµ�ο, ο
µεταθ�ετης δ�υο στροφ£ωνà

R
�
� ( & ��"(�� & R �
� ) & ��*)���á*% R

�
� ( & ��"(Ä� R �
� ) & ��*)���# R �
� ) & ��*)�� R �
� ( & ��"(Ä� & (6.26)
δεν ε�ιναι µηδενικ�ος. Καταλ�ηγουµε, λοιπ�ον, στο συµπ�ερασµα �οτι, �οταν
συνθ�ετουµε στροφ�ες, θα πρ�επει να προσ�εχουµε τη σειρ�α µε την οπο�ια αυ-
τ�ες πραγµατοποιο�υνται.
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Σχ�ηµα 6.8: Οι στροφ�ες γ�υρω απ�ο τους �αξονες
ú
και û κατ�α γων�ια Ø o ó £ t δεν αντιµε-

τατ�ιθενται αφο�υ το δι�ανυσµα
² ×
OP θα στραφε�ι στο

² ×
OP
�
, αν οι στροφ�ες εκτελεστο�υν πρ£ωτα

γ�υρω απ�ο το �ú και µετ�α γ�υρω απ�ο το �û , εν£ω θα καταλ�ηξει στο ² ×OP � � , αν οι στροφ�ες εκτε-
λεστο�υν πρ£ωτα γ�υρω απ�ο το �û και µετ�α γ�υρω απ�ο το �ú .
Για να πειστε�ιτε για τη µη αντιµεταθετικ�οτητα των στροφ£ων, αρκε�ι να

θεωρ�ησετε το απλο�υστατο παρ�αδειγµα του Σχ�ηµατος 6.8 στο οπο�ιο �εχει
σχεδιαστε�ι η δρ�αση της στροφ�ης του µοναδια�ιου δι�ανυσµατος

#=$
OP

� ��
γ�υρω απ�ο τον �αξονα � κατ�α γων�ια ��� Z και γ�υρω απ�ο τον �αξονα � κατ�α
γων�ια

��� Z
. Η δρ�αση της σ�υνθεσης

R
� ��� Z & �� � R � ��� Z & �� �

µετασχηµατ�ιζει το
#=$
OP στο #å$

OP
��� # �� &

δι�οτι η στροφ�ηR
� ��� Z & �� � στρ�εφει το �� στο # �� και η στροφ�η που ακολουθε�ι

R
� ��� Z & �� �

το αφ�ηνει στη �ιδια θ�εση. H σ�υνθεση, �οµως,

R
� ��� Z & �� � R � ��� Z & �� �

µετασχηµατ�ιζει το
#=$
OP στο #å$

OP
� ��� �� &

δι�οτι η στροφ�η
R
� ��� Z & �� �

στρ�εφει το �� στο �� και η R � ��� Z & �� � το αφ�ηνει στην �ιδια θ�εση. Ε�ιναι εµ-
φαν�ες �οτι το αποτ�ελεσµα της σ�υνθετης στροφ£ων εξαρτ�αται απ�ο τη σειρ�α
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που ακολουθ�ηθηκε. Αυτ�ο θα φανε�ι σαφ�εστερα στο εδ�αφιο που ακολου-
θε�ι, �οπου θα προσπαθ�ησουµε να εµ1αθ�υνουµε περισσ�οτερο στη δοµ�η των
στροφ£ων.
Παρ� �ολα αυτ�α οι στροφ�ες που πραγµατοποιο�υνται γ�υρω απ�ο �εναν

κοιν�ο �αξονα αντιµετατ�ιθενται. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση δ�υο διαδοχικ�ες
στροφ�ες κατ�α γων�ιες

� ( και � ) , αντ�ιστοιχα, ε�ιναι ισοδ�υναµες µε µ�ια στροφ�η
κατ�α

� ( � � ) �οπως θα περ�ιµενε κανε�ις, εφ�οσον και οι δ�υο πραγµατοποι-
ο�υνται γ�υρω απ�ο τον �ιδιο �αξονα.

�Ασκηση 6.13. Στροφ�ες που �εχουν κοιν�ο �αξονα περιστροφ�ης αντιµετατ�ιθενται. ΑΣΚΗΣΕΙΣ
∆ε�ιξτε, µ�εσω της (6.19)και των ιδιοτ�ητων που γνωρ�ιζετε για το γιν�οµενο δ�υο � í ��� (βλ.Μα-
θηµατικ�ο Παρ�αρτηµα), �οτι

R
y Ø ® � ��}| R y Ø � � ��}| o R y Ø � � ��U| R y Ø ® � ��}| o R y Ø ® r Ø � � ��U|â¯

�Ασκηση 6.14. Γρ�αψτε τα στοιχε�ια τωνπιν�ακωνR
y ó £ t¬� �ú | καιR y ó £ t¬� �û¬| και µε απευ-

θε�ιας υπολογισµ�ο του γινοµ�ενου των πιν�ακων δε�ιξτε �οτι οι δ�υο αυτ�ες στροφ�ες δεν αντι-
µετατ�ιθενται.

�Ασκηση 6.15. Τοποθετ�ηστε το παρ�ον βι1λ�ιο π�ανω σε µια οριζ�οντια επιφ�ανεια.
Στρ�εψτε το γ�υρω απ�ο τον �αξονα της συρραφ�ης των σελ�ιδων του βι1λ�ιου κατ�α ó £ t και
στη συν�εχεια γ�υρω απ�ο τον κατακ�ορυφο �αξονα και π�αλι κατ�α ó £ t . Σηµει£ωστε την τε-
λικ�η θ�εση του βι1λ�ιου και επαναλ�α1ετε τις �ιδιες στροφ�ες γ�υρω απ�ο τους �ιδιους �αξονες,
µε αντ�ιθετη σειρ�α αυτ�η τη φορ�α, ξεκιν£ωντας απ�ο την �ιδια αρχικ�η θ�εση του βι1λ�ιου. Κα-
ταλ�ηγει στην �ιδια τελικ�η θ�εση το βι1λ�ιο; Κατασκευ�αστε τους � v � π�ινακες στροφ�ης που
εκτελ�εσατε και δε�ιξτε �οτι η πρ�αξη του πολλαπλασιασµο�υ αυτ£ων δεν ε�ιναι αντιµεταθε-
τικ�η. [Υπ�οδειξη: Η γραµµ�η και η στ�ηλη που αντιστοιχο�υν στον �αξονα στροφ�ης �εχουν
µ�ονο το διαγ£ωνιο στοιχε�ιο �ισο µε �ενα, εν£ω τα υπ�ολοιπα στοιχε�ια αυτ£ων ε�ιναι µηδ�εν. Τα
τ�εσσερα στοιχε�ια που αποµ�ενουν ε�ιναι τα αντ�ιστοιχα τ�εσσερα στοιχε�ια εν�ος π�ινακα επ�ι-
πεδης στροφ�ης.]

6.9 Κατασκευ�η πεπερασµ�ενης στροφ�ης απ�ο

τους γενν�ητορ�ες της

Κατ�α την απ�οδειξη του θεωρ�ηµατος της Noether προσδιορ�ισαµε τους
µετασχηµατισµο�υς απ�ο την απειροστ�η δρ�αση τους µ�εσω των γεννητ�ορων
τους. Σε το�υτο το εδ�αφιο θα προσδιορ�ισουµε αρχικ�α τους γενν�ητορες των
στροφ£ων και κατ�οπιν θα δε�ιξουµε π£ως αυτο�ι παρ�αγουν µ�ια πεπερασµ�ενη
στροφ�η γ�υρω απ�ο κ�αποιο �αξονα.
Ας αρχ�ισουµε, λοιπ�ον, υπολογ�ιζοντας πρ£ωτα την παρ�αγωγοI

R
�
�}& ��5�I � � LNMNOP þ R/T R �
� � �2�}& ��5��# R �
�}& ��5��2�� LNMNOP þ R/T R �
�2�}& ��5� R �
�}& ��5�Ô# R �
�}& ��5��2�� � LNMNOP þ R/T R �
�2�}& ��5��# I�2� � R �
�}& ��5� & (6.27)
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�οπου I ο ταυτοτικ�ος π�ινακας � 6 ; � � 6 ; . Επειδ�η, �οµως, µια απειροστ�η στρο-
φ�η R

�
�2�}& ��5� υπ�ο µορφ�η π�ινακα �εχει συνιστ£ωσεςÍ 6 ; �
�2�}& ��5� � � 6 ; � �2� 8:6=<�; � < &
θα �εχουµε LNMNOP þ R/T Í 6 ; �
�2�}& ��5�Ô# � 6 ;�2� � 8:6=<�; � <  
Αν, τ£ωρα, ορ�ισουµε την τρι�αδα των

c � c πιν�ακωνΓενν�ητορες των

στροφ£ων � � (Ä� 6 ; � 8:6 ( ; �X?A \ \ \\ \ # B\ B \
DE &

� � )�� 6 ; � 8:6 ) ; �X?A \ \ B\ \ \# B \ \
DE &

� � C�� 6 ; � 8:6 C ; �X?A \ # B \B \ \\ \ \
DE &

(6.28)

το 8:6=<�; � < µπορε�ι να γραφε�ι συµ1ολικ�α ως � �� [ �� � 6 ; , �οπου µε το εσωτερικ�ο
γιν�οµενο εννοο�υµε το γραµµικ�ο συνδυασµ�ο των τρι£ων πιν�ακων � < S < , εν£ω
το τελικ�ο αντικε�ιµενο ε�ιναι π�ινακας, γεγον�ος το οπο�ιο υποδηλ£ωνεται απ�ο
τους ελε�υθερους δε�ικτες

� b! � . Με αυτ�ον το συµ1ολισµ�ο ο π�ινακας µιας
απειροστ�ης στροφ�ης (6.9) µπορε�ι να γραφε�ι ως

R
� I �}& ��5� � I

� I � - �� [ �S 1 & (6.29)

και η σχ�εση (6.27) θα λ�α1ει τη µορφ�ηI
R
�
�}& ��5�I � � - �� [ �S 1 R �
�}& ��5�! (6.30)

Οι π�ινακες S 6 ονοµ�αζονται γενν�ητορες των στροφ£ων, δι�οτι ο καθ�ενας απ�οΚατασκευ�η των

πεπερασµ�ενων

στροφ£ων απ�ο τους

γενν�ητορ�ες τους

αυτο�υς “γενν�α” τη µετα1ολ�η εν�ος διαν�υσµατος, �οταν αυτ�ο στραφε�ι κατ�α
γων�ια

I �
γ�υρω απ�ο τον αντ�ιστοιχο �αξονα. Για παρ�αδειγµα, ο π�ινακας " (

ε�ιναι ο γενν�ητορας των στροφ£ων γ�υρω απ�ο τον �αξονα � . Γενικ�οτερα, αρ-
κε�ι η γν£ωση των γεννητ�ορων εν�ος µετασχηµατισµο�υ για τον προσδιορισµ�ο
ολ�οκληρου του µετασχηµατισµο�υ, αφο�υ η συνεχ�ης δρ�αση απειροστ£ων µε-
τασχηµατισµ£ων µπορε�ι να οικοδοµ�ησει οποιονδ�ηποτε πεπερασµ�ενο µετα-
σχηµατισµ�ο. Ισοδυν�αµως, επειδ�η η διαφορικ�η εξ�ισωση (6.30) χαρακτηρ�ι-
ζει το µετασχηµατισµ�ο, ο µετασχηµατισµ�ος καθορ�ιζεται πλ�ηρως απ�ο το
γενν�ητορ�α του και δ�ινεται απ�ο το ολοκλ�ηρωµα της εν λ�ογω διαφορικ�ης
εξ�ισωσης. Το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο θα το υπολογ�ισουµε στη συν�εχεια για την
περ�ιπτωση που ο �αξονας περιστροφ�ης ε�ιναι σταθερ�ος.
Ε�αν ο �αξονας της στροφ�ης ε�ιναι σταθερ�ος, η διαφορικ�η εξ�ισωση (6.30)

ολοκληρ£ωνεται αµ�εσως (βλ.Πλα�ισιο 6.1) και δ�ινει τον π�ινακα της πεπερα-
σµ�ενης στροφ�ης γ�υρω απ�ο τον �αξονα αυτ�ο

R
�
�}& ��5� � ð$#&% - - �� [ �S 1 � 1  (6.31)
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Πλα�ισιο 6.1. ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΝΑΚΑ

Η �εκφραση ' A ( �η )+*-, y A . | , �οπου A κ�αποιος π�ινακας, ορ�ιζεται ως' A (0/ I r A . r A � . �t-1 r A 2 . 2� 1 r'»:»:»â¯ (6.32)

Ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξετε απευθε�ιας �οτι η εκθετικ�η αυτ�η συν�αρηση αποτελε�ι λ�υση της δια-
φορικ�ης εξ�ισωσης πιν�ακων Å

XÅ . o AΧ ¯
Η λ�υση αυτ�η αποτελε�ι γεν�ικευση της λ�υσης της γραµµικ�ης διαφορικ�ης εξ�ισωσης Å ú £ Å . on ú

.

Θα δε�ιξουµε, στη συν�εχεια, �οτι η εκθετικ�η συν�αρτηση (6.31) παρ�αγει
τον π�ινακα µετασχηµατισµο�υ µιας πεπερασµ�ενης στροφ�ης (6.21). Ορ�ιζου-
µε τον π�ινακα

A
� - �� [ �S 1 � ?A \ #ß�*C �*)�*C \ #ß�"(#ß�*) �"( \

DE  
(6.33)

Τα στοιχε�ια του π�ινακα αυτο�υ γρ�αφονται συνοπτικ�α ωςH 6 ; � 8:6=<�; � < & (6.34)

και ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξετε �οτι οι περριτ�ες δυν�αµεις του A ικανοποιο�υν
τις σχ�εσεις

A
� #

A

C �
A 3 � [¬[¬[ & (6.35)

εν£ω οι �αρτιες δυν�αµεις ικανοποιο�υν τις σχ�εσεις

Α
) � # Α 4 � Α 5 � [¬[¬[ & (6.36)

�οπου το τετρ�αγωνο του Α, Α
)
, �εχει στοιχε�ιαê Α ) ì 6 ; � � 6 � ; # � 6 ;  (6.37)

Εξαιτ�ιας των σχ�εσεων (6.35), (6.36) η στροφ�η (6.31) γρ�αφεται ως εξ�ης :

R
�
�}& ��5� �

I
�
A
� �

A

) � )Z76 � A C � Cc 6 � A 4 � 4� 6 � [¬[¬[  �
I
�
A
� �

A

) � )Z76 # A � Cc 6 # A ) � 4� 6 � [¬[¬[  �
I
�
A

) #
A

) � B # � )Z76 � � 4� 6 � [¬[¬[ � � A � � # � Cc 6 � [¬[¬[ ��
I
�
A

) � B #æãqä ^ � �5� A ^ MN_ �  
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Ο π�ινακας αυτ�ος, β�ασει των (6.34) και (6.37), �εχει τις ακ�ολουθες συνιστ£ω-
σες : Í 6 ; �
�}& ��5� � � 6 ; ãqä ^ � �ç� 6 � ; � B #æãqä ^ � �"� 8:6=<�; � <  (6.38)

Επι1ε1αι£ωνουµε, λοιπ�ον, �οτι ο γενν�ητορας A
� � �

S [ ��"� παρ�αγει το µετα-
σχηµατισµ�ο πεπερασµ�ενης στροφ�ης (6.21).

�Ασκηση 6.16. Αποδε�ιξτε τις ταυτ�οτητες (6.35), (6.36) και (6.37).ΑΣΚΗΣΕΙΣ

�Ασκηση 6.17. ∆ε�ιξτε �οτι ο π�ινακας που ορ�ιζεται απ�ο την (6.31) ε�ιναι ορθογ£ωνιος
και �εχει µοναδια�ια ορ�ιζουσα. Για να αποδε�ιξετε το πρ£ωτο, αποδε�ιξτε, ξεκιν£ωντας απ�ο
το αν�απτυγµα της εκθετικ�ης συν�αρτησης που δ�ινεται στο Πλα�ισιο 6.1 �οτι, αν δ�υο π�ινακες
Α ® , Α � αντιµετατ�ιθενται, δηλαδ�η αν Α ® Α � o Α � Α ® , τ�οτε)+*-, y Α ® r Α � | o )+*-, y Α ® | )+*-, y Α � | o )+*-, y Α � | )+*-, y Α ® |ù¯
�Επειτα δε�ιξτε �οτι )+*-, y Α 8 | o y )+*-, y Α |
| 8 και �οτι ο π�ινακας (6.33)�εχει την ιδι�οτητα Α 8 o² Α. Τ�ελος, για να υπολογ�ισετε την ορ�ιζουσα του (6.31), χρησιµοποι�ηστε την ταυτ�οτητα
που ισχ�υει για κ�αθε π�ινακα (βλ. Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα)9 )+: y )+*-, y Α |
| o )+*-, y :<;�=?>+) y Α |
|/¯
6.10 Σ�υνθεση στροφ£ων

Ας εξετ�ασουµε, τ£ωρα, τι συµ1α�ινει, �οταν �ο �αξονας της στροφ�ης αλλ�α-
ζει συνεχ£ως. Παρατηρο�υµε �οτι οι γενν�ητορες των στροφ£ων δεν αντιµε-
τατ�ιθενται µεταξ�υ τους, γεγον�ος απ�ο το οπο�ιο πηγ�αζει η ιδι�οτητα της µη
αντιµεταθετικ�οτητας των �ιδιων των στροφ£ων. Οµεταθ�ετης οποιουδ�ηποτε
ζε�υγους γεννητ�ορων στροφ£ων ικανοποιε�ι τη σχ�εσηà

S 6 & S; á � 8:6 ;:< S < & (6.39)

�οπως µπορε�ι κανε�ις ε�υκολα να δε�ιξει. Η σχ�εση (6.30) µπορε�ι ισοδυν�αµως
να γραφε�ι και ως I

R
�
�}& ��5�IKJ � - �W [ �S 1 R �
�}& ��5� & (6.40)

αν θ�ελουµε να χρησιµοποι�ησουµε το χρ�ονο ως παρ�αµετρο που καθορ�ιζει
την εξ�ελιξη της συνολικ�ης στροφ�ης. Ως

�W
�εχουµε ορ�ισει τη στιγµια�ια γω-

νιακ�η ταχ�υτητα της περιστροφ�ης�W � �� I �IKJ  
Ε�αν η διε�υθυνση της γωνιακ�ης ταχ�υτητας αλλ�αζει, τ�οτε η συνολικ�η στρο-
φ�η του διαν�υσµατος θα ε�ιναι η σ�υνθεση των στροφ£ων οι οπο�ιες πραγµα-
τοποι�ηθηκαν στα ενδι�αµεσα χρονικ�α διαστ�ηµατα µε τη σωστ�η, �οµως, χρο-
νικ�η σειρ�α που πραγµατοποι�ηθηκαν αυτ�ες. Οσυνολικ�ος µετασχηµατισµ�ος
στροφ�ης µπορε�ι να γραφε�ι ωςΠεπερασµ�ενη στροφ�η

= γιν�οµενο διαδοχικ£ων

απειροστ£ων στροφ£ων
R
� J � ��LNMNO< RA@ àR � J & J < � R � J < & J < � (Ä� [¬[¬[ R � J ) & J (Ä� R � J ( & \ ��á & (6.41)
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�οπου
\ & J ( & J ) &  Ç Ç & J < & J µια αυθα�ιρετη διαµ�εριση του χρονικο�υ διαστ�η-

µατος à \ & J á σε ενδι�αµεσα υποδιαστ�ηµατα. Ε�αν ο αριθµ�ος των υποδιαιρ�ε-
σεων του χρονικο�υ διαστ�ηµατος αυξηθε�ι �ετσι £ωστε

J 6 # J 6 � (!$ \ για κ�αθε
τιµ�η του bCB B & Z &  Ç Ç &$Dâ&$D � B ,14 τ�οτε η ολικ�η στροφ�η µπορε�ι να θεωρηθε�ιως γιν�οµενο των απειροστ£ων στροφ£ων

R
� J 6 & J 6 � (�� � ð$#&%FE - �W � J 6 � [ �S 1 � J 6 # J 6 � (��HGè 

Ο υπολογισµ�ος του παραπ�ανω γινοµ�ενου ε�ιναι δυσχερ�ης και συν�ηθως γ�ι-
νεται αριθµητικ�α. Ησειρ�α, �οµως, µε την οπο�ια πραγµατοποιο�υνται οι δια-
δοχικ�ες στροφ�ες πρ�επει να τηρηθε�ι αυστηρ�α στον υπολογισµ�ο της συνο-
λικ�ης στροφ�ης, δι�οτι οι γενν�ητορες S 6 δεν µετατ�ιθενται. Αυτ�ο ε�ιναι απο-
τ�ελεσµα του �οτι για δ�υο π�ινακες A

&
B που δεν αντιµετατ�ιθενται, δηλαδ�ηà

A
&
B
áI��Y\

, ισχ�υει �οτι 7 A Q 7 B Q �� 7KJ A L B M Q & (6.42)

οπ�οτε η σειρ�α του πολλαπλασιασµο�υ �εχει σηµασ�ια. Γι� αυτ�ο, ε�ανà �W � J 6 � [ �S & �W � J 6 # B � [ �S áN���\ &
πρ�αγµα που συµ1α�ινει �οταν η γωνιακ�η ταχ�υτητα αλλ�αζει διε�υθυνση µε το
χρ�ονο, η �εκφραση (6.41) δεν ε�ιναι �ιση µε τηνð$#&% �PO QT �W �<Q � [ �S I Q �  
Εξα�ιρεση, βε1α�ιως, αποτελε�ι η περ�ιπτωση κατ�α την οπο�ια η περιστροφ�η
εκτελε�ιται γ�υρω απ�ο σταθερ�ο �αξονα �� , οπ�οτε πρ�αγµατι ισχ�υει

R
� J � � ð$#&% �PO QT �W �<Q � [ �S I Q � � ð$#&% � �� [ �S O QT W �<Q � I Q �  

Η�εκφραση (6.41) της συνολικ�ης στροφ�ης, �οταν ο �αξονας περιστροφ�ης αλ-
λ�αζει, µπορε�ι να γραφε�ι συµ1ολικ�α ως

R
� J � �SRUT ð$#&% �PO QT �W �<Q � [ �S I Q �AV &

(6.43)

�οπου ο
R ε�ιναι ο επονοµαζ�οµενος τελεστ�ης χρονικ�ης δι�αταξης που δη-

λ£ωνει �οτι στο αν�απτυγµα της εκθετικ�ης συν�αρτησης οι παρ�αγοντες οποι-
ουδ�ηποτε γινοµ�ενου πιν�ακων πρ�επει να διαταχθο�υν κατ�α χρονικ�η σειρ�α.
Για παρ�αδειγµα, ε�αν

J (CW J )XW J C
, τ�οτεR E - �W � J (�� [ �S 1 - �W � J Cm� [ �S 1 - �W � J )m� [ �S 1YG �E - �W � J Cm� [ �S 1 - �W � J )m� [ �S 1 - �W � J (�� [ �S 1YGè 

14Θεωρ�ησαµε για ευκολ�ια �οτι .[Z o § και . �H\ ® o . .
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Το �ιδιο συµ1α�ινει και �οταν �εχουµε µεγαλ�υτερο αριθµ�ο παραγ�οντων. Πρα-
κτικ�α, β�ε1αια, για να υπολογ�ισουµε την �εκφραση (6.43), πρ�επει να διαι-
ρ�εσουµε το χρονικ�ο δι�αστηµα σε µικρ�α υποδιαστ�ηµατα σε1�οµενοι τη χρο-
νικ�η τους σειρ�α.
Ισοδυν�αµως, η συνολικ�η στροφ�η εν�ος διαν�υσµατος µπορε�ι να βρεθε�ι

µε σ�υνθεση απειροστ£ων στροφ£ων. Η στοιχει£ωδης µετα1ολ�η του διαν�υ-
σµατος απ�ο µ�ια απειροστ�η στροφ�η ε�ιναιI �� � � I � � � �� [ �S � �� � - �W � J � [ �S 1 �� IKJ & (6.44)

�οπου η στιγµια�ια γωνιακ�η ταχ�υτητα ε�ιναι αυτ�η που ορ�ισαµε παραπ�ανω.
�Ετσι το τελικ�ο δι�ανυσµα θα δ�ινεται απ�ο την ακ�ολουθη ολοκληρωτικ�η εξ�ι-
σωση : �� � J � � �� � \ � � RUT O QT - �W �<Q � [ �S 1 �� �<Q � I Q V  (6.45)

Το σ�υµ1ολο
R
�εχει γραφε�ι και π�αλι για να µας θυµ�ιζει �οτι κατ�α την ολο-

κλ�ηρωση η δρ�αση των τελεστ£ων S 6 πρ�επει να λαµ1�ανεται µε τη σωστ�η χρο-
νικ�η σειρ�α [ αυτ�ο σηµα�ινει �οτι π�αντοτε δρα πρ£ωτα ο προγεν�εστερος χρο-
νικ�α τελεστ�ης και �υστερα ο µεταγεν�εστερος. Απ�ο πρακτικ�ης �αποψης, ο
υπολογισµ�ος του παραπ�ανω ολοκληρ£ωµατος ε�ιναι εν γ�ενει δ�υσκολος, α-
κρι1£ως εξαιτ�ιας αυτ�ης της χρονικ�ης σειρ�ας που πρ�επει να τηρηθε�ι. Η δυ-
σκολ�ια αυτ�η συναντ�αται συχν�οτατα σε προ1λ�ηµατα κ1αντοµηχανικ�ης κα-
θ£ως και σε προ1λ�ηµατα εξ�ελιξης των διαταραχ£ων σε χρονοεξαρτ£ωµενες
ρο�ες, �οπως αυτ�ες που συναντ£ωνται στην ατµ�οσφαιρα των ουρ�ανιων σω-
µ�ατων, �οπου η µη αντιµεταθετικ�οτητα των τελεστ£ων ε�ιναι γενικ�ο χαρα-
κτηριστικ�ο. Ειδικ�α οι π�ινακες S 6 που γρ�αψαµε παραπ�ανω βρ�ισκονται σε
πλ�ηρη αντιστοιχ�ια (�εχουν τις �ιδιες αντιµεταθετικ�ες ιδι�οτητες) µε τους π�ι-
νακες του Pauli που περιγρ�αφουν την κ1αντοµηχανικ�η συµπεριφορ�α του
σπιν των ηλεκτρον�ιων.

�Ασκηση 6.18. Αποδε�ιξτε τη σχ�εση αντιµετ�αθεσης (6.39).ΑΣΚΗΣΕΙΣ

�Ασκηση 6.19. Υπολογ�ιστε το �αθροισµα S í S í .
�Ασκηση 6.20. Με απευθε�ιας αν�απτυξη των εκθετικ£ων της σχ�εσης (6.42) µ�εχρι σε

δε�υτερη τ�αξη, δε�ιξτε �οτι πρ�αγµατι δεν ισχ�υει η ισ�οτητα µεταξ�υ δεξιο�υ και αριστερο�υ σκ�ε-
λους της εν λ�ογω σχ�εσης, αν ]A � B ^`_o § .
�Ασκηση 6.21. Θεωρ�ηστε τη µετ�αθεση εν�ος διαν�υσµατος � κατ�α a µον�αδες µ�ηκους

στη κατε�υθυνση ��cb �"� o �5r aÔ�� . ∆ε�ιξτε �οτι ο γενν�ητορας αυτ£ων των µεταθ�εσεων ε�ιναι
ο τελεστ�ης ��,» ´ .
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6.11 Στροφ�ες και ορθογ£ωνιοι µετασχηµατισµο�ι

στο επ�ιπεδο

Στα προηγο�υµενα εδ�αφια του παρ�οντος κεφαλα�ιου µ�αθαµε π£ως να
κατασκευ�αζουµε τους π�ινακες που προκαλο�υν στροφ�ες εν�ος διαν�υσµα-
τος. Θ�ελουµε, τ£ωρα, να κατασκευ�ασουµε το µετασχηµατισµ�ο των συνι-
στωσ£ων εν�ος διαν�υσµατος του επιπ�εδου σε στροφ�η του συστ�ηµατος των
συντεταγµ�ενων κατ�α γων�ια

�
. Ο εν λ�ογω µετασχηµατισµ�ος (παθητικ�ος)

ε�ιναι ισοδ�υναµος µε την στροφ�η εν�ος οποιουδ�ηποτε διαν�υσµατος (ενερ-
γητικ�ος µετασχηµατισµ�ος) στο επ�ιπεδο κατ�α γων�ια # � και επιτυγχ�ανεται
µε τον πολλαπλασιασµ�ο των πιν�ακων� � �� � � � � ãqä ^ � ^ MN_ �# ^ MN_ � ãqä ^ �d� � � � �  

(6.46)

Οπ�ινακας αυτ�ος στροφ�ης ε�υκολα κατασκευ�αζεται µε γεωµετρικ�ο τρ�ο-
πο προ1�αλλοντας �ενα δι�ανυσµα σε δ�υο συστ�ηµατα συντεταγµ�ενων, στραµ-
µ�ενα το �ενα σε σχ�εση µε το �αλλο κατ�α γων�ια

�
.

�Ασκηση 6.22. Θεωρ�ηστε στις δ�υο διαστ�ασεις δ�υο ορθογ£ωνια συστ�ηµατα αξ�ονων ΑΣΚΗΣΕΙΣ
που αν και �εχουν την �ιδια αρχ�η το�ενα προκ�υπτει απ�ο το �αλλο µε µ�ια στροφ�η κατ�α γων�ια� . Τα διαν�υσµατα β�ασης του εν�ος συστ�ηµατος ε�ιναι �' ® , �' � , εν£ω του �αλλου �' � ® , �' �� και
ικανοποιο�υν τις σχ�εσεις ορθογωνι�οτητας �' í2» �' � o �' �í » �' �� o � í � . Σχεδι�αστε τα δ�υο αυτ�α
συστ�ηµατα και επαληθε�υστε τις σχ�εσεις �' ® » �' � ® o �' � » �' �� o >+e Ú � , �' ® » �' �� o >+e Ú y ó £ t°r � | o² Ú
Û Ü � και �' � ® » �' � o >+e Ú y ó £ t ²'� | o Ú
Û Ü � . Αν γρ�αψουµε τις συντεταγµ�ενες κ�αποιου
διαν�υσµατος f και στα δ�υο συστ�ηµατα αξ�ονων, θα ισχ�υει η ισ�οτηταf o ú �' ® reû �' � o ú � �' � ® reû � �' �� ¯
Λαµ1�ανοντας, τ£ωρα, διαδοχικ�α το εσωτερικ�ο γιν�οµενο της παραπ�ανω σχ�εσης µε το �' � ®
και το �' �� αποδε�ιξτε �οτι οι συντεταγµ�ενες εν�ος διαν�υσµατος µετασχηµατ�ιζονται µε το
µετασχηµατισµ�ο (6.46).

Ας ξεχ�ασουµε για λ�ιγο το γεωµετρικ�ο ν�οηµα του π�ινακα στροφ�ης και
ας προσπαθ�ησουµε να κατασκευ�ασουµε �εναν τ�ετοιο π�ινακα ξεκιν£ωντας
απ�ο τη βασικ�η του ιδι�οτητα : το γεγον�ος �οτι ο π�ινακας στροφ�ης ε�ιναι �ενας
π�ινακας που µετασχηµατ�ιζει γραµµικ�α�ενα δι�ανυσµα χωρ�ις να µετα1�αλλει
το µ�ηκος του. Οι π�ινακες αυτο�ι, �οπως µ�αθαµε, ονοµ�αζονται ορθογ£ωνιοι.
Με αφετηρ�ια αυτ�η την ιδι�οτητα, θα λ�εγαµε �οτι η γενικ�οτερη µορφ�η εν�ος Οι ορθογ£ωνιοι

µετασχηµατισµο�ι

διατηρο�υν το µ�ετρο

ορθογ£ωνιου π�ινακα σε �ενα χ£ωρο δ�υο διαστ�ασεων θα �ηταν

O
� � �g�
 �h� &

µε παραµ�ετρους
� & � & 
 &d� τ�ετοιες£ωστε, αν πολλαπλασι�αζαµε µε αυτ�ον τον

π�ινακα �ενα οποιοδ�ηποτε δι�ανυσµα, το µ�ετρο του διαν�υσµατος να µ�ενει
αµετ�α1λητο. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι για κ�αθε δι�ανυσµα

�� θα ισχ�υει	 �� 	 ) � 	 �� � 	 ) &
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�η ισοδυν�αµως � ) � � ) � � � � � � � � ) � � 
 � � � � � )  (6.47)

Αναπτ�υσσοντας την (6.47), συν�αγουµε �οτι για κ�αθε � και � θα πρ�επει να
ισχ�υει � ) � � ) � � � ) � 
 ) � � ) � � � ) � � ) � � ) � Z � ��� � 
 � � �`�
και, για να ισχ�υει αυτ�η η σχ�εση για κ�αθε δι�ανυσµα, θα πρ�επει τα στοιχε�ια
του µετασχηµατισµο�υ να ικανοποιο�υν τις σχ�εσεις� ) � 
 ) � B &� ) � � ) � B &��� � 
 � ��\  (6.48)

Οι τρεις αυτ�ες σχ�εσεις περιορ�ιζουν τις ανεξ�αρτητες παραµ�ετρους του π�ι-
νακα απ�ο τ�εσσερις σε µ�ια.15 Χωρ�ις βλ�α1η της γενικ�οτητας θεωρο�υµε �οτι� � ãqä ^ � ,16 οπ�οτε υπ�αρχουν τ�εσσερις π�ινακες που µπορο�υµε να κατα-
σκευ�ασουµε και οι οπο�ιοι ικανοποιο�υν τις σχ�εσεις (6.48) [ οι ακ�ολουθοι :

O
( � � ãqä ^ � ^ MN_ �^ MN_ � #¦ãqä ^ �d� & O

) � � ãqä ^ � # ^ MN_ �# ^ MN_ � #¦ãqä ^ �i� &
O
C � � ãqä ^ � ^ MN_ �# ^ MN_ � ãqä ^ �d� & O 4 � � ãqä ^ � # ^ MN_ �^ MN_ � ãqä ^ �j�  

(6.49)

Απ�ο τους τ�εσσερις αυτο�υς π�ινακες οι δ�υο τελευτα�ιοι προκαλο�υν µ�ια στρο-
φ�η του διαν�υσµατος κατ�α γων�ια

�
ε�ιτε µε ενεργητικ�ο τρ�οπο (π�ινακαςO 4 )

στρ�ι1οντας το δι�ανυσµα αντ�ιθετα µε τη φορ�α των δεικτ£ων του ρολογιο�υ,
αλλ�α αφ�ηνοντας τους �αξονες του συστ�ηµατος αναφορ�ας �ιδιους, ε�ιτε µε
παθητικ�ο τρ�οπο (π�ινακας O C ), αφ�ηνοντας απε�ιραχτο το δι�ανυσµα, αλλ�α
στρ�εφοντας τους �αξονες κατ�α γων�ια

�
και π�αλι αντ�ιθετα µε τη φορ�α των

δεικτ£ων του ρολογιο�υ. Προφαν£ως, οι δ�υο αυτο�ι π�ινακες µετατρ�επονται
ο �ενας στον �αλλο, αν η γων�ια

�
αλλ�αξει πρ�οσηµο, αφο�υ η ενεργητικ�η και

η παθητικ�η στροφ�η �εχουν αντ�ιθετο αποτ�ελεσµα σε σχ�εση µε την κ�ινηση
του διαν�υσµατος ως προς το σ�υστηµα των αξ�ονων. Οι δ�υο �αλλοι π�ινα-
κες �εχουν πολ�υ πιο περ�ιεργη συµπεριφορ�α : εκτελο�υν κατοπτρισµο�υς του
διαν�υσµατος ως προς τον �αξονα � και στη συν�εχεια στρ�ι1ουν το δι�ανυ-
σµα κατ�α γων�ια

�
, ε�ιτε ενεργητικ�α (π�ινακας O ( ), ε�ιτε παθητικ�α (π�ινακας

15Γενικ�οτερα, σε �ενα χ£ωρο k διαστ�ασεων, το πλ�ηθος των σχ�εσεων που σχετ�ιζονται µε
την αναλλοι�οτητα του µ�ηκους του διαν�υσµατος ε�ιναι k απ�ο τα τετρ�αγωνα των συνιστω-
σ£ων και lnm �Ko απ�ο τα δυνατ�α µικτ�α γιν�οµενα των συνιστωσ£ων. �Ετσι, απ�ο τις k � παραµ�ε-
τρους του π�ινακα, ανεξ�αρτητες ε�ιναι µ�ονο οι k � ²Nk'²Nk y kw² © | £ t o k y kw² © | £ t . Στην
ειδικ�η περ�ιπτωση του δισδι�αστατου χ£ωρου υπ�αρχει µ�ονο µ�ια ανεξ�αρτητη παρ�αµετρος,
στον τρισδι�αστατο χ£ωρο οι ανεξ�αρτητες παρ�αµετροι ε�ιναι τρεις, οι τρεις γων�ιεςEulerπου
χαρακτηρ�ιζουν την πιο γενικ�η στροφ�η, εν£ω για τον τετραδι�αστατο χ£ωρο χρει�αζονται 6
αντ�ιστοιχες γων�ιες για τον προσδιορισµ�ο της γενικ�ης στροφ�ης.

16Αν �ηταν a o >+e Ú y � r �KZ | , η επιπλ�εον φ�αση �KZ θα εµφανιζ�οταν σε �ολα τα στοιχε�ια
των πιν�ακων χωρ�ις �οµως να αλλ�αζει τη µορφ�η τους. Η �υπαρξη µιας τ�ετοιας γων�ιας �KZ
θα σ�ηµαινε απλ£ως �αλλη αρχ�η µ�ετρησης της γων�ιας στροφ�ης.
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Σχ�ηµα 6.9: (α) Παθητικ�ος τρ�οπος στροφ�ης. Το σ�υστηµα αξ�ονων στρ�εφεται (στο σχ�ηµα
αριστερ�οστροφα, κατα γων�ια � ), εν£ω το δι�ανυσµα ²
×OA παραµ�ενει στη θ�εση του. Οι συ-
ντεταγµ�ενες του

²
×
OA στο ν�εο σ�υστηµα αναφορ�ας

yÙú �N�
û¬�å| βρ�ισκονται, αν πολλαπλασια-
στο�υν οι συντεταγµ�ενες του

²
×
OA στο αρχικ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας

yÙú �
û°| µε τον π�ινακαO 2 .
(β)Ενεργητικ�ος τρ�οπος στροφ�ης. Το σ�υστηµα των αξ�ονωνπαραµ�ενει το �ιδιο, αλλ�α τ£ωρα
στρ�εφουµε το δι�ανυσµα

²
×
OA κατ�α γων�ια � . Οι συντεταγµ�ενες του στραµµ�ενου διαν�υσµα-

τος
²
×
OA � προσδιορ�ιζονται, ανπολλαπλασιαστο�υν οι συντεταγµ�ενες του ²
×OA µε τον π�ινακα

O  .
O
)
). Ο κατοπτρισµ�ος ε�ιναι �ενας �αλλος τρ�οπος γραµµικο�υ µετασχηµατι-

σµο�υ των διανυσµ�ατων, διαφορετικ�ος απ�ο τη στροφ�η, που επιτρ�επει να
παραµε�ινει το µ�ηκος του διαν�υσµατος αναλλο�ιωτο. Κοιτ£ωντας τον εαυτ�ο
µας σε �ενα καθρ�εφτη διαπιστ£ωνουµε �οτι αν και το το ε�ιδωλ�ο µας ε�ιναι τ�ε-
λειο αντ�ιγραφο του εαυτο�υ µας, η καρδι�α του ειδ£ωλου µας βρ�ισκεται π�α-
ντοτε στη δεξι�α πλευρ�α του, αλλ�α εµε�ις �οπως και αν στραφο�υµε δεν πρ�ο-
κειται ποτ�ε να �εχουµε την καρδι�α µας στη δεξι�α πλευρ�α. Ειδικ�οτερα, οι
δ�υο αυτο�ι π�ινακες, σε αντ�ιθεση µε τους �αλλους δ�υο, �εχουν την ιδι�οτητα να
µην εµπερι�εχουν το µοναδια�ιο π�ινακα. Οι π�ινακες τ�υπου O C �η O 4 αποτε-
λο�υν µια υποοµ�αδα της οµ�αδας � � Z � των ορθογ£ωνιων πιν�ακων στις δ�υο
διαστ�ασεις, εν£ω οι O ( & O ) δεν αποτελο�υν υποοµ�αδα, αφο�υ δεν εµπερι�ε-
χουν το ουδ�ετερο στοιχε�ιο του µετασχηµατισµο�υ, το µοναδια�ιο µετασχη-
µατισµ�ο. Η υποοµ�αδα των O C , O 4 αποτελε�ιται απ�ο π�ινακες µε ορ�ιζουσα� B 17 και καλε�ιται ��� � Z � , �η απλ£ως οµ�αδα των στροφ£ων στις δ�υο διαστ�α-
σεις.

Η οµ�αδα των στροφ£ων στις δ�υο διαστ�ασεις ε�ιναι α1ελιαν�η,18 δηλαδ�η η
σειρ�α µε την οπο�ια εκτελο�υνται οι στροφ�ες δεν �εχει σηµασ�ια. Αυτ�ο, �οµως,
�οπως ε�ιπαµε, δεν ισχ�υει σε περισσ�οτερες διαστ�ασεις. Για παρ�αδειγµα στις
τρεις διαστ�ασεις, �οπως ε�ιδαµε, δ�υο διαδοχικ�ες στροφ�ες γ�υρω απ�ο µη κοι-
νο�υς �αξονες δεν καταλ�ηγουν σε �ιδιο αποτ�ελεσµα, αν εκτελεστο�υν µε δια-
φορετικ�η σειρ�α. Απ�ο µαθηµατικ�η σκοπι�α η ιδι�οτητα της µη αντιµεταθε-
τικ�οτητας των στροφ£ων ε�ιναι ο λ�ογος για τον οπο�ιο µια περιστρεφ�οµενη
σ1ο�υρα δεν π�εφτει, �οταν ο �αξον�ας της ε�ιναι κεκλιµ�ενος, αλλ�α εκτελε�ι µε-

17Οι �αλλοι π�ινακες �εχουν ορ�ιζουσα ² © και γι´ αυτ�ο δεν µπορο�υν να γ�ινουν ποτ�ε �ισοι
µε το µοναδια�ιο π�ινακα, ο οπο�ιος �εχει ορ�ιζουσα r © .

18Συν£ωνυµο του “αντιµεταθετικ�η” προς τιµ�ην του νορ1ηγο�υ µαθηµατικο�υ Niels Hen-
rik Abel [1802-1829].
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τ�απτωση γ�υρω απ�ο κατακ�ορυφο �αξονα.

�Ασκηση 6.23. ∆ε�ιξτε �οτι O 2 y � ® | O 2 y � � | o O 2 y � � | O 2 y � ® | .ΑΣΚΗΣΕΙΣ

�Ασκηση 6.24. Σχεδι�αστε τη δρ�αση των πιν�ακων O ® και O � , και επι1ε1αι£ωστε �οτι
αυτο�ι µπορο�υν να ερµηνευθο�υν αντ�ιστοιχα ως ενεργητικο�ι και παθητικο�ι µετασχηµατι-
σµο�ι στροφ�ης που �επονται κ�αποιου κατοπτρισµο�υ.

6.12 Απ�ο τις στροφ�ες στο χ£ωρο στις στροφ�ες

στο χωρ�οχρονο

Η µορφ�η των ορθογ£ωνιων πιν�ακων που µελετ�ησαµε στο προηγο�υµενο
εδ�αφιο ε�ιναι �αµεσα συνδεδεµ�ενη µε το ε�ιδος του µ�ετρου που �εχουµε ορ�ισει
για τα διαν�υσµατα του ευκλε�ιδειου επιπ�εδου. Ας δοκιµ�ασουµε, λοιπ�ον,
ωθο�υµενοι απ�ο µαθηµατικ�η περι�εργεια προς το παρ�ον, να κατασκευ�α-
σουµε �ενα �αλλο ε�ιδος µ�ετρου για τα διαν�υσµατα του επιπ�εδου

�[p�& � � 19

ακολουθ£ωντας την εξ�ης διγραµµικ�η συνταγ�η :�Ενα περ�ιεργο µ�ετρο q �� q ) � # p ) � � )  (6.50)

Στην παραπ�ανω σχ�εση χρησιµοποι�ησαµε το ν�εο συµ1ολισµ�ο

q  Ç Ç q για να
υποδηλ£ωσουµε το ν�εο αυτ�ο ε�ιδος µ�ετρου. Το µ�ετρο αυτ�ο �εχει µια ιδι�ο-
µορφη ιδι�οτητα που δεν �εχει το κλασικ�ο ευκλε�ιδειο µ�ετρο. Συγκεκριµ�ενα,
το ν�εο µ�ετρο ενδ�εχεται να ε�ιναι µηδ�εν ακ�οµη και για µη µηδενικ�α διαν�υ-
σµατα, �οπως για παρ�αδειγµα το δι�ανυσµα

� B & B � .Στο χ£ωρο µε το περ�ιεργο αυτ�ο µ�ετρο ποιοι θα �ηταν �αραγε οι π�ινακες
στροφ�ης, οι π�ινακες δηλαδ�η που δρ£ωντας γραµµικ�α στα διαν�υσµατα αυ-
το�υ του χ£ωρου θα �αφηναν αναλλο�ιωτο το µ�ηκος αυτ£ων; ∆οκιµ�αζοντας
την προηγο�υµενη µ�εθοδο κατασκευ�ης των ορθογ£ωνιων πιν�ακων, θα κα-
θορ�ισουµε τις τ�εσσερις παραµ�ετρους του π�ινακα

L
�� �	�
 ��� &

για τον οπο�ιο θα ισχ�υει επ�ισης �οτι για κ�αθε δι�ανυσµαq �� q ) � q �� � q ) &
(6.51)

δηλαδ�η,# p ) � � ) � # � � p � � � � ) � � 
 p � � � � )� � # � ) � 
 ) � p ) � � # � ) � � ) � � ) � Z � # ��� � 
 � � p � &
19Αλλ�αξαµε την ονοµασ�ια των συντεταγµ�ενων αφεν�ος επειδ�η θ�ελουµε να αποφ�υ-

γουµε τη σ�υγχυση µε τα διαν�υσµατα του ευκλε�ιδειου επιπ�εδου και αφετ�ερου επειδ�η,
�οταν αργ�οτερα αναφερθο�υµε στο χωρ�οχρονο τουMinkowski, οι συντεταγµ�ενες αυτ�ες θα
αποκτ�ησουν φυσικ�ο ν�οηµα, η µ�ια θα πα�ιξει το ρ�ολο του χρ�ονου και η �αλλη του χ£ωρου.
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οπ�οτε τα στοιχε�ια του µετασχηµατισµο�υ πρ�επει να ικανοποιο�υν τις ακ�ο-
λουθες σχ�εσεις : # � ) � 
 ) � B &# � ) � � ) � B &# ��� � 
 � �Y\  (6.52)

Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσουµε �οτι υπ�αρχουν τ�εσσερα ε�ιδη πιν�ακων, οι
οπο�ιοι ε�ιναι παρ�οµοιοι µε τουςO ( & O ) & O C & O 4 και οι παρ�αµετρο�ι τους ικα-
νοποιο�υν τις παραπ�ανω σχ�εσεις. Η µ�ονη διαφορ�α ε�ιναι �οτι τα συνηµ�ιτονα
και τα ηµ�ιτονα πρ�επει να αντικατασταθο�υν απ�ο υπερ1ολικ�α συνηµ�ιτονα
και ηµ�ιτονα20 και τα πρ�οσηµ�α τους ε�ιναι ελαφρ£ως παραλλαγµ�ενα. Οι π�ι-
νακες αυτο�ι ε�ιναι οι εξ�ης : Οι “ορθογ£ωνιοι”

µετασχηµατισµο�ι

του ν�εου χ£ωρουL
( � � ãqä ^sr � ^ MN_ r �# ^ MN_ r � #¦ãqä ^sr �d� &

L
) � � ãqä ^sr � # ^ MN_ r �^ MN_ r � #¦ãqä ^sr �i� &

L
C � � ãqä ^sr � ^ MN_ r �^ MN_ r � ãqä ^sr �d� &

L 4 � � ãqä ^sr � # ^ MN_ r �# ^ MN_ r � ãqä ^sr �j�  (6.53)
�Οπως και µε τους ορθογ£ωνιους π�ινακες O, οι L C & L 4 αντιστοιχο�υν σε
“στροφ�ες” αντ�ιθετης µεταξ�υ τους φορ�ας, εν£ω οι L ( & L ) που �εχουν ορ�ιζου-
σα # B αντιστοιχο�υν σε �ιδιου τ�υπου στροφ�ες �οπως οι L C & L 4 , αλλ�α µε κα-τοπτρισµ�ο στη δε�υτερη συντεταγµ�ενη των διανυσµ�ατων � . Και στην περ�ι-
πτωση αυτ�η οι αµιγε�ις “στροφ�ες” τ�υπου L C �η L 4 , µε ορ�ιζουσα � B αποτε-λο�υν υποοµ�αδα των γενικ�οτερων “στροφ£ων” του ν�εου αυτο�υ χ£ωρου. Στο
εξ�ης θα χρησιµοποιο�υµε µ�ονο τον π�ινακα L 4 (ενεργητικ�ος µετασχηµατι-
σµ�ος), αφο�υ ο L C αντιστοιχε�ι σε αντ�ιθετη γων�ια (παθητικ�ος µετασχηµατι-
σµ�ος), εν£ω οι L ( & L ) δεν περιλαµ1�ανουν το µοναδια�ιο π�ινακα που αφ�ηνει
τα διαν�υσµατα αν�επαφα.21 Για να αποφ�υγουµε την �ασκοπη χρ�ηση δει-
κτ£ων και το ενδεχ�οµενο να προκληθε�ι σ�υγχυση µε τους δε�ικτες των στοι-
χε�ιων του π�ινακα, θα ονοµ�αζουµε στο εξ�ης αυτ�ον τον π�ινακα απλ£ως L.

�Ασκηση 6.25. Αποδε�ιξτε �οτι οι π�ινακες τ�υπου L 2 αποτελο�υν α1ελιαν�η οµ�αδα. ∆η- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
λαδ�η δε�ιξτε �οτι: (α) L 2 y Ø ® | L 2 y Ø � | o L 2 y Ø � | L 2 y Ø ® | o L 2 y Ø ® r Ø � | . (β) Υπ�αρχει �ενας
ουδ�ετερος π�ινακας L 2 y Ø�Z | τ�ετοιος £ωστε για κ�αθε L 2 y Ø | , L 2 y Ø | L 2 y Ø�Z | o L 2 y Ø�Z | L 2 y Ø | o
L 2 y Ø | . Ποιο ε�ιναι το Ø�Z ; (γ)Για κ�αθε L 2 y Ø | υπ�αρχει �εναL 2 y Ø �=| τ�ετοιο£ωστε L 2 y Ø | L 2 y Ø �å| o
L 2 y Ø �=| L 2 y Ø | o L 2 y Ø�Z | . Ποιο ε�ιναι το αντ�ιστοιχο Ø � για το κ�αθε Ø ;
Το γεγον�ος �οτι οι συναρτ�ησεις ãqä ^sr � και ^ MN_ r � δεν ε�ιναι φραγµ�ενες,

αλλ�α συµπεριφ�ερονται, τουλ�αχιστον για µεγ�αλα ορ�ισµατα, �οπως η εκθε-

20Αν η διαφορ�α των τετραγ£ωνων δ�υο πραγµατικ£ων αριθµ£ων ισο�υται µε 1, τ�οτε µπο-
ρο�υµε να γρ�αψουµε τον �ενα ως >+e Úut Ø και τον �αλλο ως Ú
Û Üvt Ø .

21Ο λ�ογος που θ�ελουµε να εµπερι�εχεται ο ταυτοτικ�ος π�ινακας στους π�ινακες που χρη-
σιµοποιο�υµε ε�ιναι για να µπορο�υµε µε συνεχ�η τρ�οπο να “στρ�ι1ουµε” τα διαν�υσµατ�α µας,
ξεκιν£ωντας απ�ο τη µηδενικ�η “στροφ�η”.
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τικ�η συν�αρτηση �εχει ως αποτ�ελεσµα το “µ�ηκος” του διαν�υσµατος, σχεδια-
σµ�ενο στο χαρτ�ι, σε �ενα ευκλε�ιδειο δηλαδ�η επ�ιπεδο, �υστερα απ�ο το µετα-
σχηµατισµ�ο που επιφ�ερει ο L �οχι απλ£ως να µην ε�ιναι σταθερ�ο αλλ�α και να
µεγαλ£ωνει µε εκθετικ�ο µ�αλιστα τρ�οπο καθ£ως αυξ�ανεται η γων�ια

�
. Σ�υµ-

φωνα, �οµως, µε το µ�ετρο που εµε�ις �εχουµε ορ�ισει για αυτ�ο το χ£ωρο, το
µ�ηκος του διαν�υσµατος δεν µετα1�αλλεται. Ωστ�οσο, το “µ�ηκος” που µε-
τρο�υµε εµε�ις στο χαρτ�ι

�[p ) � � ) � (<w ) δεν ε�ιναι αυτ�ο που θεωρ�ησαµε ως µ�η-
κος του διαν�υσµατος.
Στη µορφ�η των πιν�ακων της (6.53) θα µπορο�υσαµε να ε�ιχαµε καταλ�η-

ξει χρησιµοποι£ωντας τους ορθογ£ωνιους π�ινακες της (6.49), αν εµµ�εναµε
στο ευκλε�ιδειο µ�ετρο και αλλ�αζαµε τις συνιστ£ωσες του διαν�υσµατος απ�ο�[p�& � � σε �yx[p�& � � . Σε αυτ�η την περ�ιπτωση, �οµως, η γων�ια που υπεισ�ερχεται
στα ãqä ^ � και ^ MN_ � των ορθογ£ωνιων πιν�ακων πρ�επει να ε�ιναι καθαρ�α φα-
νταστικ�η. Η παρατ�ηρηση αυτ�η µας οδηγε�ι ακρι1£ως στους π�ινακες L που
ορ�ισαµε παραπ�ανω (βλ. �Ασκηση 6.26).

�Ασκηση 6.26. Ξεκιν£ωντας απ�ο τον π�ινακα O  και θεωρ£ωντας διαν�υσµατα µε κα-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
θαρ�α φανταστικ�η πρ£ωτη συνιστ£ωσα, δε�ιξτε �οτι, αν θεωρ�ησει κανε�ις καθαρ�α φανταστικ�η
γων�ια στον π�ινακα O  , τ�οτε επ�ερχεται ισορροπ�ια µεταξ�υ φανταστικ£ων και πραγµατι-
κ£ων µεγεθ£ων στις σχ�εσεις µετασχηµατισµο�υ εν�ος διαν�υσµατος µε ευκλε�ιδεια στροφ�η

»
δη-

λαδ�η, η πρ£ωτη συνιστ£ωσα του διαν�υσµατος προ και µετ�α το µετασχηµατισµ�ο ε�ιναι φα-
νταστικ�η, εν£ω η δε�υτερη ε�ιναι πραγµατικ�η. Υπολογ�ιζοντας στη συν�εχεια τα ηµ�ιτονα και
τα συνηµ�ιτονα φανταστικ�ης γων�ιας (µετατρ�επονται σε υπερ1ολικ�α ηµ�ιτονα και συνηµ�ι-
τονα), δε�ιξτε �οτι οι σχ�εσεις µετασχηµατισµο�υ για τα z � ú ε�ιναι αυτ�ες που δ�ινονται απευ-
θε�ιας µ�εσω του π�ινακα L  .
Ας υποθ�εσουµε, στη συν�εχεια, �οτι ο περ�ιεργος αυτ�ος µετασχηµατισµ�ος

στροφ�ης p � � p ãqä ^sr � # �,^ MN_ r � (6.54)� � � � ãqä ^sr � # p ^ MN_ r �k& (6.55)

ε�ιναι τ�ετοιος, £ωστε η γων�ια του µετασχηµατισµο�υ
�
να ε�ιναι π�αρα πολ�υ

µικρ�η και ταυτ�οχρονα να υπ�αρχει µ�ια πολ�υ µεγ�αλης τιµ�ης σταθερ�α Ñ τ�ε-
τοια £ωστε το

� Ñ να ε�ιναι τ�αξης µον�αδας. Αν διαιρ�εσουµε την (6.54) µε
τη σταθερ�α Ñ και ξαναγρ�αψουµε τις σχ�εσεις µετασχηµατισµο�υ, ορ�ιζοντας
µια ν�εα συντεταγµ�ενη

J % p � Ñ και J � % p � � Ñ
, θα καταλ�ηξουµε στις ακ�ο-

λουθες πολ�υ γν£ωριµες προσεγγιστικ�ες σχ�εσειςΜα ... αυτ�ος ε�ιναι

ο γαλιλαι°κ�ος

µετασχηµατισµ�ος

J � � J|{ B ��4 �
� ) � ì á�# � à 4 �
� � Ñq��áY} J (6.56)� � � � { B ��4 �
� ) �H~0# J { Ñ � ��4 � Ñ � C �H~X} � # � Ñ � � J  (6.57)

Αγνο£ωντας22 τους �ορους τ�αξης
� )
,
� � Ñ

,
� C Ñ

, διαπιστ£ωνουµε �οτι οι σχ�εσεις
αυτ�ες εκφρ�αζουν �εναν γαλιλαι°κ�ο µετασχηµατισµ�ο µε ταχ�υτητα� � � Ñ &

(6.58)

22Και οι τρεις ε�ιναι �οροι τ�αξης Ø � απ�ο τη στιγµ�η που θεωρο�υµε �οτι το Ø É ε�ιναι τ�αξης
µον�αδας.



6.12. ΣΤΡΟΦΕΣ ΣΤΟ ΧΩΡΟΧΡΟΝΟ 181

στην περιορισµ�ενη περ�ιπτωση εν�ος µονοδι�αστατου κ�οσµου. Ο ιδι�οµορ-
φος, λοιπ�ον, αυτ�ος χ£ωρος θα µπορο�υσε να ε�ιναι ο χωρ�οχρονος �η πιο σω-
στ�α η περιορισµ�ενη του µορφ�η µε µ�ια χωρικ�η δι�ασταση, εν£ω οι στροφ�ες
δεν θα �ηταν τ�ιποτε �αλλο παρ�α οι γαλιλαι°κο�ι –κατ�α προσ�εγγιση– µετα-
σχηµατισµο�ι. Τα διαν�υσµατα που θεωρ�ησαµε θα ε�ιχαν τη µορφ�η�� � � Ñ J & � � & (6.59)

�οπου � , J ε�ιναι η χωρικ�η και η χρονικ�η θ�εση, αντ�ιστοιχα, εν�ος γεγον�οτος,
εν£ω η “γων�ια στροφ�ης” θα �ηταν Η µετ�α1αση σε �αλλο

σ�υστηµα αναφορ�ας

ε�ιναι µια στροφ�η στον

περ�ιεργο αυτ�ο χ£ωρο

� � � Ñ ��4 �
� C � &
�οπου � ε�ιναι η ταχ�υτητα του ν�εου συστ�ηµατος αναφορ�ας σε σχ�εση µε το
παλαι�ο. Και η σταθερ�α Ñ ; Ποια ε�ιναι η φυσικ�η της σηµασ�ια; Πρ�οκειται
προφαν£ως για µ�ια ποσ�οτητα µε διαστ�ασεις ταχ�υτητας, αφο�υ η

�
ε�ιναι αδι�α-

στατη ποσ�οτητα. Για να εξετ�ασουµε το ρ�ολο αυτ�ης της ποσ�οτητας, ας
επαν�ελθουµε στον ορισµ�ο του µ�ετρου του διαν�υσµατος µε το οπο�ιο ξεκι-
ν�ησαµε �ολη τη συζ�ητηση για τον ιδι�οµορφο αυτ�ο χ£ωρο. �Ενα δι�ανυσµα
µε µηδενικ�ο µ�ετρο, θα µετασχηµατιστε�ι σε δι�ανυσµα και π�αλι µηδενικο�υ
µ�ετρου. Β�ασει αυτ�ης της ιδι�οτητας εξ�αλλου κατασκευ�αστηκε ο µετασχη-
µατισµ�ος L. �Ετσι, αν σε κ�αποιο αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας ισχ�υει
�οτι � � Ñ J &
σε οποιοδ�ηποτε �αλλο αδρανειακ�ο σ�υστηµα θα ισχ�υει επ�ισης �οτι� ��� Ñ J �  
Με �αλλα λ�ογια κ�ατι που κινε�ιται µε ταχ�υτητα Ñ στο �ενα σ�υστηµα θα κινε�ι-
ται µε ταχ�υτητα Ñ και στο �αλλο σ�υστηµα. Η τελευτα�ια αυτ�η διαπ�ιστωση ε�ι-
ναι φυσικ�α απαρ�αδεκτη, υπ�ο τη γαλιλαι°κ�η�εννοια της κ�ινησης, αλλ�α απ�ο-
λυτα σ�υµφωνη µε τα πειρ�αµατα που �εγιναν το 1887απ�ο τους αµερικ�ανους
επιστ�ηµονες Albert Abraham Michelson [1852-1931] και Edward Williams
Morley [1838-1923] �οσον αφορ�α στο αναλλο�ιωτο της ταχ�υτητας δι�αδοσης
του φωτ�ος, καθ£ως επ�ισης και µε τη θεωρητικ�η πρ�ο1λεψη των εξισ£ωσεων
τουMaxwell σ�υµφωνα µε την οπο�ια τα ηλεκτροµαγνητικ�α κ�υµατα διαδ�ι-
δονται µε µια παγκ�οσµια ταχ�υτητα ανεξ�αρτητη απ�ο το σ�υστηµα αναφο-
ρ�ας. Θα �ηταν, λοιπ�ον, λογικ�ο να θεωρ�ησουµε �οτι η σταθερ�α Ñ που χρησι-
µοποι�ησαµε παραπ�ανω δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο την ταχ�υτητα του φωτ�ος και
το δι�ανυσµα µηδενικο�υ µ�ηκους ε�ιναι αυτ�ο που διαν�υει το φως µ�εσα στο
χωρ�οχρονο, λαµ1�ανοντας ως χρονικ�η συντεταγµ�ενη του διαν�υσµατος την
απ�οσταση φωτ�ος Ñ J που αντιστοιχε�ι στο χρ�ονο κ�ινησης του φωτ�ος.
Π£ως µπορο�υµε, �οµως, να συµ1ι1�ασουµε τη γαλιλαι°κ�η µας καθηµεριν�η

εµπειρ�ια µε την παγκοσµι�οτητα της ταχ�υτητας του φωτ�ος;Απλ£ως, θα πρ�ε-
πει να δεχτο�υµε και να επι1ε1αι£ωσουµε µε κατ�αλληλα πειρ�αµατα �οτι ο
σωστ�ος µετασχηµατισµ�ος προ£ωθησης23 απ�ο �ενα αδρανειακ�ο σ�υστηµα σε

23�Ετσι ονοµ�αζεται ο µετασχηµατισµ�ος των χωροχρονικ£ων συντεταγµ�ενων απ�ο �ενα
αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας σε �ενα �αλλο (στα αγγλικ�α boost). Ο γαλιλαι°κ�ος µετα-
σχηµατισµ�ος υπ�ο αυτ�η την �εννοια ε�ιναι �ενας ασ�υµµετρος µετασχηµατισµ�ος προ£ωθησης
αφο�υ δεν τροποποιε�ι τη χρονικ�η συντεταγµ�ενη.
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�ενα �αλλο ε�ιναι ο L, ο οπο�ιος για τις ταχ�υτητες της καθηµεριν�ης µας εµπει-
ρ�ιας ε�ιναι ταυτ�οσηµος, τουλ�αχιστον µε ακρ�ι1εια τ�αξης

� )
, δηλαδ�η

� � � Ñq� )
,

µε το γαλιλαι°κ�ο µετασχηµατισµ�ο.
Ας ξαναγρ�αψουµε, τ£ωρα, το γενικ�ο µετασχηµατισµ�ο, που καλε�ιται µε-

τασχηµατισµ�ος Lorentz,24Οι µετασχηµατισµο�ι

Lorentz ως επ�εκταση

των γαλιλαι°κ£ων

µετασχηµατισµ£ων

J � � ãqä ^sr � - J # � Ñ ñ�� _ r � 1 & (6.60)� � � ãqä ^sr ��� � #çÑ J}ñ�� _ r � �3 (6.61)

�Εχουµε �ηδη αναφ�ερει �οτι
ñ�� _ r � } � }�� � Ñ

, �οταν η ταχ�υτητα � µε την
οπο�ια κινε�ιται το τονο�υµενο σ�υστηµα ως προς το �ατονο ε�ιναι � � Ñ�� B .Ας θεωρ�ησουµε, τ£ωρα, �εναν παρατηρητ�η που βρ�ισκεται στην αρχ�η των
αξ�ονων του τονο�υµενου συστ�ηµατος που κινε�ιται µε σταθερ�η ταχ�υτητα� ως προς το �ατονο. Οι συντεταγµ�ενες της θ�εσης αυτο�υ του παρατηρητ�η
θα ε�ιναι � � �ô\ ως προς το τονο�υµενο σ�υστηµα και � � � J ως προς το
�ατονο σ�υστηµα αναφορ�ας. Εποµ�ενως, απ�ο την (6.61) καταλ�ηγουµε στο
συµπ�ερασµα �οτι, για να ε�ιναι συνεπ�ης ο µετασχηµατισµ�ος αυτ�ος µε την
κινηµατικ�η ερµηνε�ια που του αποδ�ιδουµε, θα πρ�επει να ισχ�υειñ�� _ r � � � Ñ  (6.62)

Ησυσχ�ετιση της παραµ�ετρου
�
µε την ταχ�υτητα του εν�ος συστ�ηµατος ανα-

φορ�ας ως προς το �αλλο οδηγε�ι σε �ενα σηµαντικ�ο συµπ�ερασµα. Επειδ�η η
συν�αρτηση

ñ�� _ r � ε�ιναι φραγµ�ενη ( # B�� ñ�� _ r � �ÕB ), τ�οτε και η � � Ñ ε�ιναιφραγµ�ενη, που σηµα�ινει �οτι δεν ε�ιναι δυνατ�ον η ταχ�υτητα � να υπερ1ε�ι τη
σταθερ�η ταχ�υτητα Ñ .25 Κατ�οπιν αυτ�ης της αντιστο�ιχισης µεταξ�υ γων�ιας
και ταχ�υτητας, ο µετασχηµατισµ�ος Lorentz µπορε�ι να γραφε�ι µε φυσικ�ες
µετα1λητ�ες και να ελεγχθε�ι πειραµατικ�α µε τη µελ�ετη της κινηµατικ�ης συ-
µπεριφορ�ας στοιχειωδ£ων σωµατιδ�ιων που κινο�υνται µε ταχ�υτητες παρα-
πλ�ησιες µε αυτ�η του φωτ�ος µ�εσα σε επιταχυντ�ες.
�Ετσι, εφ�οσον ισχ�υει η (6.62) ε�ιναιãqä ^sr � � B� B # � � � Ñq� ) (6.63)

24Ανκαι οι φερ£ωνυµοι µετασχηµατισµο�ι πρωτοχρησιµοποι�ηθηκαν το 1895απ�ο τον ολ-
λανδ�ο φυσικ�ο Hendrik Antoon Lorentz [1853-1928] και το 1892 απ�ο τον ιρλανδ�ο φυσικ�ο
George Francis FitzGerald [1851-1901] πριν απ�ο τη διατ�υπωση της ειδικ�ης θεωρ�ιας της
σχετικ�οτητας, προκειµ�ενου να εξηγ�ησουν τα αποτελ�εσµατα του πειρ�αµατος Michelson-
Morley και να συµ1ι1�ασουν κ�απως τεχνητ�α τον ηλεκτροµαγνητισµ�ο µε τη νευτ£ωνεια µη-
χανικ�η, κατασκευ�αστηκαν για πρ£ωτη φορ�α απ�ο πρ£ωτες αρχ�ες το 1905 απ�ο τον Einstein
µε το σηµεριν�ο τους χωροχρονικ�ο περιεχ�οµενο. Οι µετασχηµατισµο�ι αυτο�ι, ελαφρ£ως
παραλλαγµ�ενοι, πρωτοχρησιµοποι�ηθηκαν ακ�οµη νωρ�ιτερα, το 1887, απ�ο τονWoldemar
Voigt [1850-1919]ως µαθηµατικο�ι µετασχηµατισµο�ι που διατηρο�υν αναλλο�ιωτη την τα-
χ�υτητα µιας κυµατικ�ης εξ�ισωσης. Επ�ισης, το 1906 ο γ�αλλος µαθηµατικ�ος Henri Poincare

�
[1854-1912], µελετ£ωντας ανεξ�αρτητα απ�ο τον Einstein, την κ�ινηση των ηλεκτρον�ιων κα-
τ�εληξε στον µετασχηµατισµ�ο Lorentz και στα περισσ�οτερα στοιχε�ια της Ειδικ�ης Θεωρ�ιας
της Σχετικ�οτητας.

25Αν η ταχ�υτητα εν�ος συστ�ηµατος αναφορ�ας υπερ�ε1αινε αυτ�ην του φωτ�ος, θα µπο-
ρο�υσαµε β�ασει της σχ�εσης (6.60) να αντιστρ�εψουµε τη χρονικ�η σειρ�α αιτ�ιου και αποτε-
λ�εσµατος, θ�ετοντας σε αµφισ1�ητηση την αρχ�η της αιτι�οτητας που αποτελε�ι θεµελι£ωδη
αρχ�η της φυσικ�ης επιστ�ηµης.
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και ο µετασχηµατισµ�ος Lorentz λαµ1�ανει τη µορφ�ηJ � � B� B # � � � Ñq� ) - J # � �Ñ ) 1 & (6.64)

� � � B� B # � � � Ñq� ) � � #�� J �  (6.65)

�Εχοντας κατασκευ�ασει το σωστ�ο µετασχηµατισµ�ο προ£ωθησης για �ε-
ναν µονοδι�αστατο χωρικ�α κ�οσµο, θα επικαλεστο�υµε τ£ωρα την ισοτροπ�ια
του τρισδι�ατατου χ£ωρου (του χωρικο�υ µ�ερους του χωρ�οχρονου) για να
επεκτε�ινουµε τον παραπ�ανω µετασχηµατισµ�ο στον τετραδι�αστατο χωρ�ο-
χρονο. Αυτ�ο που πρ�επει να µ�ενει αναλλο�ιωτο ε�ιναι η ποσ�οτητα# � Ñ J � ) � � ) � � ) � � ) &
αν χρησιµοποι�ησουµε καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες για την περιγραφ�η του
τρισδι�αστατου χ£ωρου. Ταυτ�οχρονα, αφο�υ ο µετασχηµατισµ�ος που κα-
τασκευ�ασαµε (σχ�εσεις (6.64) και (6.65)), θεωρ£ωντας �οτι η σχετικ�η κ�ινηση
των συστηµ�ατων αναφορ�ας συµ1α�ινει κατ�α τον �αξονα � , διατηρε�ι αναλ-
λο�ιωτη την ποσ�οτητα # � Ñ J � ) � � ) &
οι συντεταγµ�ενες � και � δεν πρ�επει να αλλ�αζουν καθ�ολου, δι�οτι, αν �αλλα-
ζαν, λ�ογω της ισοτροπ�ιας στο επ�ιπεδο το κ�αθετο στη διε�υθυνση της σχετι-
κ�ης κ�ινησης των δ�υο σ�υστηµ�ατων,26 θα �αλλαζαν και οι δ�υο ακρι1£ως κατ�α
τον �ιδιο τρ�οπο. Ο µοναδικ�ος επιτρεπτ�ος µετασχηµατισµ�ος για τα � και�
, £ωστε να διτηρε�ιται αναλλο�ιωτο το � ) � � ) ε�ιναι �ενας µετασχηµατισµ�ος
στροφ�ης του επιπ�εδου � # � , ο οπο�ιος θα εξαρτ�αται απ�ο τη σχετικ�η ταχ�υ-
τητα κ�ινησης των δ�υο συστηµ�ατων. Κ�ατι τ�ετοιο, �οµως, θα παρα1�ιαζε και
π�αλι την ισοτροπ�ια του χ£ωρου, αφο�υ κ�αποια ταχ�υτητα κατ�α τον �αξονα �
θα �εστρεφε το επ�ιπεδο � # � ε�ιτε δεξι�οστροφα ε�ιτε αριστερ�οστροφα, επο-
µ�ενως ο�υτε και αυτ�ος ο µετασχηµατισµ�ος ε�ιναι επιτρεπτ�ος. Τα � και τα � ,
λοιπ�ον, θα πρ�επει να παραµ�ενουν αµετ�α1λητα� ��� � & � ��� �  
Εποµ�ενως, η κατασκευ�η του γενικο�υ µετασχηµατισµο�υ προ£ωθησης (στην
περ�ιπτωση που η σχετικ�η κ�ινηση των δ�υο συστηµ�ατων αναφορ�ας πραγ-
µατοποιο�υταν κατ�α µ�ηκος των αξ�ονων � , � � ) θα �ηταν δυνατ�η µ�εσω της
δρ�ασης του π�ινακα

L
� ?����A

(� ( � J � w�� Mn� � � w��� ( � J�� w�� M�� \ \� � w��� ( � J � w�� Mn� (� ( � J�� w�� M�� \ \\ \ B \\ \ \ B
D�����E &

(6.66)

26∆εν υπ�αρχει καµ�ια προεξ�αρχουσα διε�υθυνση σε αυτ�ο το επ�ιπεδο.
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στο µον�οστηλο δι�ανυσµα ?��A Ñ J� � �
D���E  

Οι ορθογ£ωνιοι π�ινακες στροφ�ης27 που ε�ιδαµε στην αρχ�η του παρ�οντος
εδαφ�ιου θα µπορο�υσαν να χρησιµοποιηθο�υν για την κατασκευ�η του αντ�ι-
στοιχου µετασχηµατισµο�υ, αν η σχετικ�η κ�ινηση δεν πραγµατοποιο�υταν
κατ�α τον �αξονα � αλλ�α κατ�α µ�ηκος κ�αποιου �αλλου �αξονα.
�Ασκηση 6.27. (α)Γρ�αψτε τον π�ινακαµετασχηµατισµο�υ προ£ωθησης κατ�α τον �αξοναΑΣΚΗΣΕΙΣ û

. (β) Επι1ε1αι£ωστε το αποτ�ελεσµ�α σας ακολουθ£ωντας την εξ�ης πορε�ια: στρ�ιψτε αρ-
χικ�α τις χωρικ�ες συντεταγµ�ενες �ετσι£ωστε ο �αξονας û να συµπ�εσει µε τον �αξονα ú . Εφαρ-
µ�οστε κατ�οπιν το µετασχηµατισµ�ο προ£ωθησης της σχ�εσης (6.66), και τ�ελος ξαναστρ�ιψτε
αντ�ιστροφα τις τελικ�ες χωρικ�ες συντεταγµ�ενες£ωστε ο �αξονας

ú � να ξανασυµπ�εσει µε τονú
. Ε�ιναι ο τελικ�ος µετασχηµατισµ�ος αυτ�ος που γρ�αψατε αρχικ�α; Αν ναι, τ�οτε εκτελ�εσατε
τις πρ�αξεις σωστ�α!

Στη συν�εχεια θα εξετ�ασουµε τη διαδοχικ�η δρ�αση µετασχηµατισµ£ων
Lorentz σε µη παρ�αλληλους �αξονες κατ� αντιστοιχ�ια µε τους ορθογ£ωνιους
µετασχηµατισµο�υς στροφ�ης σε µη παρ�αλληλους �αξονες. Προκειµ�ενου να
απλοποι�ησουµε τους υπολογισµο�υς, θα θεωρ�ησουµε τ�εσσερις µετασχηµα-
τισµο�υςLorentzπου εκτελο�υνται σε κ�αθετες διευθ�υνσεις ο καθ�ενας σε σχ�ε-Οι προωθ�ησεις σε

διαφορετικο�υς

�αξονες δεν

µετατ�ιθενται

ση µε τον προηγο�υµενο, αλλ�α µε την �ιδια µικρ�η ταχ�υτητα � . Θεωρο�υµε,
λοιπ�ον, το µετασχηµατισµ�ο

L
� #X� �� � L � #X� �� � L � � �� � L � � �� � & (6.67)

ο οπο�ιος αποτελε�ιται απ�ο µ�ια προ£ωθηση µε ταχ�υτητα � κατ�α τον �αξονα ��
που ακολουθε�ιται απ�ο µ�ια ιδ�ιου µ�ετρου προ£ωθηση κατ�α τον �αξονα �� και
�επειτα διαδοχικ�α απ�ο προωθ�ησεις µε ταχ�υτητα #X� στους �αξονες �� και �� .
Αναπτ�υσσοντας τους αντ�ιστοιχους π�ινακες µετασχηµατισµο�υ και κρατ£ω-

27Στον τετραδι�αστατο χ£ωρο µπορο�υµε να εκτελ�εσουµε �εξι ανεξ�αρτητες στροφ�ες :
τρεις προωθ�ησεις και τρεις στροφ�ες των χωρικ£ων αξ�ονων. Γενικ�α, σε �ενα χ£ωρο k δια-
στ�ασεων δεν �εχει ν�οηµα να µιλ�αµε για στροφ�η γ�υρω απ�ο κ�αποιον �αξονα, �οπως συνηθ�ι-
σαµε να κ�ανουµε στην περ�ιπτωση του τρισδι�αστατου χ£ωρου. Οι στροφ�ες νοο�υνται π�α-
ντα ως στροφ�ες εν�ος επιπ�εδου. Εποµ�ενως, οι δυνατ�ες στροφ�ες ε�ιναι τ�οσες �οσα τα διαφο-
ρετικ�α επ�ιπεδα, δηλαδ�η lnm � o . Απλ£ως, συµπτωµατικ�α, στο χ£ωρο των τρι£ων διαστ�ασεων
οι δυνατ�ες στροφ�ες ε�ιναι τ�οσες �οσοι και οι κ�αθετοι µεταξ�υ τους �αξονες

»
γι� αυτ�ο το λ�ογο,

εξ�αλλου, παρασυρ�οµαστε και χρησιµοποιο�υµε συχν�α την �εννοια της στροφ�ης γ�υρω απ�ο
κ�αποιον �αξονα.
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ντας �ορους µ�εχρι τ�αξης
� � � Ñq� ) λαµ1�ανουµε

L
� î � �� � � ?��A B � () � � � Ñq� ) � � � � Ñq� \ \� � � � Ñq� B � () � � � Ñq� ) \ \\ \ B \\ \ \ B

D ��E &
(6.68)

L
� î � �� � � ?��A B � () � � � Ñq� ) \ � � � � Ñq� \\ B \ \� � � � Ñq� \ B � () � � � Ñq� ) \\ \ \ B

D ��E  
(6.69)

Πολλαπλασι�αζοντας τους π�ινακες αυτο�υς µε τη σειρ�α που εµφαν�ιζονται
στη σχ�εση (6.67), καταλ�ηγουµε στο ακ�ολουθο µη µοναδια�ιο αποτ�ελεσµα?��A B \ \ \\ B # � � � Ñq� ) \\ � � � Ñq� ) B \\ \ \ B

D ��E ��4 ê � � � Ñq� C ì  
Η µη αντιµεταθετικ�οτητα των µετασχηµατισµ£ων Lorentz σε τυχα�ιες κα-
τευθ�υνσεις, η οπο�ια κρ�υ1εται π�ισω απ�ο το µη µοναδια�ιο τελικ�ο αποτ�ελε-
σµα των τεσσ�αρων, αλληλοεξουδετερο�υµενων κλασικ�α, προωθ�ησεων που
γρ�αψα-µε παραπ�ανω –κατ� απ�ολυτη αναλογ�ια µε τους ορθογ£ωνιους µε-
τασχηµατισµο�υς στροφ�ης– οδ�ηγησε σε �ενα εντυπωσιακ�ο αποτ�ελεσµα. Ο
τελικ�ος µετασχηµατισµ�ος, στον οπο�ιο καταλ�ηξαµε, ε�ιναι στην ουσ�ια �ενας
π�ινακας που περιγρ�αφει µια µικρ�η στροφ�η του επιπ�εδου � # � . Με �αλλα
λ�ογια, αν εκτελ�εσουµε �ολες αυτ�ες τις προωθ�ησεις, αντ�ι να καταλ�ηξουµε
στο αρχικ�ο σ�υστηµα συντεταγµ�ενων, οι �αξονες �0� & �K� του τελικο�υ συστ�η-
µατος θα �εχουν στραφε�ι κατ�α γων�ια

� � � Ñq� ) σε σχ�εση µε τους αρχικο�υς
�αξονες �`� & ��� . Το αµιγ£ως σχετικιστικ�ο αυτ�ο φαιν�οµενο της στροφ�ης, το
οπο�ιο υπολ�ογισε το 1927 πρ£ωτος ο Llewellyn Hilleth Thomas [1903-1992],
ονοµ�αζεται µετ�απτωση Thomas, παρατηρε�ιται στο σπιν του ηλεκτρον�ιου Η µετ�απτωση Thomas

ως αποτ�ελεσµα της µη

αντιµεταθετικ�οτητας

των µετασχηµατισµ£ων

Lorentz

των ατ�οµων και �εχει �αµεσες επιπτ£ωσεις στο ενεργειακ�ο φ�ασµα τους. Ο λ�ο-
γος που το φαιν�οµενο Thomas παρατηρ�ηθηκε για πρ£ωτη φορ�α στο �ατοµο
ε�ιναι επειδ�η η κ�ινηση του ηλεκτρον�ιου πραγµατοποιε�ιται µε αρκετ�α µε-
γ�αλη ταχ�υτητα συγκριτικ�α µε την ταχ�υτητα του φωτ�ος. �Υστερα απ�ο αυτ�η
την αν�αλυση ε�ιναι εµφαν�ης η σ�υνδεση της µετ�απτωσης της σ1ο�υρας και
της µετ�απτωσης Thomas µε τη µη α1ελιαν�οτητα των αντ�ιστοιχων µετασχη-
µατισµ£ων που δι�επουν τις δ�υο κιν�ησεις.

�Ασκηση 6.28. Εκτιµ�ηστε την στροφ�η που εκτελε�ι ο �αξονας της Γης (τ�αξη µεγ�εθους), ΑΣΚΗΣΕΙΣ
�οταν η Γη ολοκληρ£ωσει µια περιφορ�α γ�υρω απ�ο τον �Ηλιο, και συγκρ�ινετ�ε τη µε τη µε-
τ�απτωση που γνωρ�ιζουµε �οτι εκτελε�ι ο �αξονας της Γης µε περ�ιοδο 26000 χρ�ονια εξαιτ�ιας
της αλληλεπ�ιδρασης του πεπλατυσµ�ενου σχ�ηµατ�ος της µε το βαρυτικ�ο πεδ�ιο του �Ηλιου.
Μπορε�ιτε να χρησιµοποι�ησετε το προηγο�υµενο αναλυτικ�ο αποτ�ελεσµα θεωρ£ωντας πως
η Γη εκτελε�ι ... τετρ�αγωνη τροχι�α γ�υρω απ�ο τον �Ηλιο. Το αποτ�ελεσµα στο οπο�ιο θα
καταλ�ηξετε �ισως εξηγ�ησει µε µεγαλ�υτερη σαφ�ηνεια για ποιο λ�ογο η µετ�απτωση Thomas
ανιχνε�υθηκε για πρ£ωτη φορ�α στο µικρ�οκοσµο και �οχι στο µακρ�οκοσµο.
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6.13 ΗΛαγκρανζιαν�η ελε�υθερου σχετικιστικο�υ

σωµατιδ�ιου

Στην Ειδικ�η Θεωρ�ια της Σχετικ�οτητας η κ�ινηση εν�ος σωµατιδ�ιου δια-
γρ�αφεται �οχι σε �εναν τρισδι�αστατο αλλ�α σε �εναν τετραδι�αστατο χ£ωρο,
το χωρ�οχρονο του Minkowski,28 αφο�υ αυτ�ο που διατηρε�ιται αναλλο�ιωτο
δεν ε�ιναι το µ�ηκος της τροχι�ας που διαγρ�αφει το σωµατ�ιδιο (θυµηθε�ιτε τη
σχετικιστικ�η συστολ�η µ�ηκους κατ�α µ�ηκος της σχετικ�ης κ�ινησης του σωµα-
τιδ�ιου), αλλ�α το ιδι�οµορφο χωροχρονικ�ο µ�ηκος που ορ�ισαµε παραπ�ανω
(βλ. σχ�εση (6.12)). �Ετσι, η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του σωµατιδ�ιου πρ�ε-
πει να ε�ιναι συν�αρτηση των τεσσ�αρων συντεταγµ�ενων της θ�εσης του στο
χωρ�οχρονο, των αντ�ιστοιχων τεσσ�αρων ταχυτ�ητων και µιας απ�ολυτης πα-
ραµ�ετρου κατ�α µ�ηκος της τροχι�ας. Στη νευτ£ωνεια µηχανικ�η, εξ�αλλου, δεν
πα�ιζει ο χρ�ονος το ρ�ολο µιας τ�ετοιας απ�ολυτης παραµ�ετρου;29 Γενν�αται,
λοιπ�ον, το εξ�ης ερ£ωτηµα : ποια πρ�επει να ε�ιναι αυτ�η η παρ�αµετρος και τι
εννοο�υµε, �οταν λ�εµε ταχ�υτητα µετα1ολ�ης των τεσσ�αρων συντεταγµ�ενων
και ειδικ�οτερα ταχ�υτητα µετα1ολ�ης του χρ�ονου; �Εχουµε, �ηδη, �ετοιµη µ�ια
ποσ�οτητα, η οπο�ια ε�ιναι απ�ολυτη, µε την �εννοια �οτι το µ�εγεθ�ος της ε�ιναι
σταθερ�ο και δεν µετα1�αλλεται οποιαδ�ηποτε στροφ�η30 και αν εκτελ�εσουµε
στο σ�υστηµα των συντεταγµ�ενων. Πρ�οκειται για το χωροχρονικ�ο µ�ηκος
της τροχι�ας του σωµατιδ�ιου στο χωρ�οχρονοQ

ολ
��O ï Q ��O�� # � Ñ IKJ � ) � I � ) � I � ) � I � )  (6.70)

Επειδ�η, �οµως, το χωρικ�ο µ�ερος � I � ) � I � ) � I � ) της τροχι�ας του σωµα-
τιδ�ιου ε�ιναι µικρ�οτερο απ�ο το αντ�ιστοιχο χρονικ�ο µ�ηκος του Ñ IKJ (αφο�υ��W�Ñ

), θα �ηταν προτιµ�οτερο να χρησιµοποι�ησουµε την επ�ισης αναλλο�ι-
ωτη ποσ�οτηταΟ απ�ολυτος

ιδι�οχρονος στη

θ�εση του νευτ£ωνειου

χρ�ονου

�
ολ
��O ï � ��O�� � Ñ IKJ � ) # I � ) # I � ) # I � ) & (6.71)

η οπο�ια ε�ιναι πραγµατικ�η και �οχι φανταστικ�η �οπως η
Q
ολ. Πρ�οκειται για

τον αποκαλο�υµενο ιδι�οχρονο31 του σωµατιδ�ιου δηλαδ�η το συνολικ�ο χρο-

28Ο Hermann Minkowski [1864-1909] καθηγητ�ης του Einstein στο ETH της Ζυρ�ιχης
�ηταν ο πρ£ωτος που συν�ελα1ε την ιδ�εα του τετραδι�αστατου χωρ�οχρονου και συν�εγραψε
�ενα καταπληκτικ�ο σχετικ�ο �αρθρο το 1907 (βλ. το �αρθρο του στο βι1λ�ιο The Principle of
Relativity).

29Ο νευτ£ωνειος χρ�ονος ε�ιναι µ�εγεθος απ�ολυτο και αποτελε�ι ουσιαστικ�α �ενα ε�ιδος πα-
ραµετροπο�ιησης της τροχι�ας.

30Η �εννοια της στροφ�ης στην περ�ιπτωση του τετραδι�αστατου χωρ�οχρονου ε�ιναι ευ-
ρ�υτερη απ�ο την �εννοια της στροφ�ης του τρισδι�αστατου ευκλε�ιδειου χ£ωρου και συµπε-
ριλαµ1�ανει �ολους τους µετασχηµατισµο�υς που αφ�ηνουν αναλλο�ιωτο το χωροχρονικ�ο
µ�ηκος

»
πραγµατικ�ες χωρικ�ες στροφ�ες και προωθ�ησεις.

31Συν�ηθως ιδι�οχρονος καλε�ιται η π�οσοτητα � £ É , η οπο�ια δεν �εχει διαστ�ασεις µ�ηκους,
�οπως η ποσ�οτητα της σχ�εσης (6.71), αλλ�α διαστ�ασεις χρ�ονου. Η επιλογ�η στο κε�ιµενο
�εγινε για καθαρ�α λ�ογους οικονοµ�ιας χρ�ησης του συντελεστ�η É . Β�ε1αια, εξαιτ�ιας της πα-
γκοσµι�οτητας της ταχ�υτητας του φωτ�ος θα µπορο�υσε να πει κανε�ις �οτι οι διαστ�ασεις µ�η-
κους και χρ�ονου ε�ιναι απ�ολυτα συνδεδεµ�ενες µεταξ�υ τους και να θεωρ�ησει �οτι και τα
δ�υο µεγ�εθη µετρ£ωνται ως µ�ηκη.
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νικ�ο µ�ηκος της καµπ�υλης, �οπως αυτ�ο καταγρ�αφεται απ�ο το σ�υστηµα ανα-
φορ�ας του �ιδιου του σωµατιδ�ιου.32

Απ�ο τη στιγµ�η που διαθ�ετουµε µια απ�ολυτη παρ�αµετρο της τροχι�ας,
�ολες οι συντεταγµ�ενες που περιγρ�αφουν την τροχι�α µπορο�υν να θεωρη-
θο�υν ως συναρτ�ησεις αυτ�ης της παραµ�ετρουJ � � � & � � � � & � � � � &���� � � &
οπ�οτε ε�ιναι φυσικ�ο να θεωρ�ησουµε ως ταχ�υτητες µετα1ολ�ης των συντε-
ταγµ�ενων τους ρυθµο�υς µετα1ολ�ης τους ως προς την παρ�αµετρο αυτ�η. Η
Λαγκρανζιαν�η, εποµ�ενως, εν�ος σχετικιστικο�υ σωµατιδ�ιου θα �εχει γενικ�α
τη µορφ�η �

σχετ
� � � Ñ J & � & � &d��& Ñ IKJI � & I �I � & I �I � & I �I � & � �  

�Ασκηση 6.29. Υποθ�εστε �οτι �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο κινε�ιται στο νευτ£ωνειο κ�οσµο ΑΣΚΗΣΕΙΣ
επ�ανω σε�ενα επ�ιπεδο. Υπ�αρχουν δ�υο επιλογ�ες για την απ�ολυτη παρ�αµετρο που θα χρη-
σιµοποι�ησουµε για να παραµετροποι�ησουµε την τροχι�α του σωµατιδ�ιου: η µ�ια ε�ιναι ο
νευτ£ωνειος παγκ�οσµιος χρ�ονος και η �αλλη ε�ιναι το µ�ηκος της τροχι�ας, το οπο�ιο δεν εξαρ-
τ�αται απ�ο το π£ως θα τοποθετ�ησουµε τους �αξονες για να καταγρ�αψουµε την κ�ινηση του
σωµατιδ�ιου. �Εως αυτ�ο το σηµε�ιο στο βι1λ�ιο ακολουθ�ησαµε την πρ£ωτη επιλογ�η. Ας δο-
κιµ�ασουµε, τ£ωρα, να χρησιµοποι�ησουµε τη δε�υτερη επιλογ�η. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η
Λαγκρανζιαν�η θα ε�ιναι της µορφ�ης¤ yÙú �
ûK�ýÅ ú £ Å��m�ýÅmû £ Å��m����|��
�οπου Å�� oF� y Å ú | � r y Åmû°| � �
και � o Â Å�� . Ε�ιναι ενδιαφ�ερον να παρατηρ�ησει κανε�ις εδ£ω �οτι µε β�αση αυτ�η τη ν�εα επι-
λογ�η της απ�ολυτης παραµ�ετρου της κ�ινησης οι “ταχ�υτητες” ε�ιναι στην πραγµατικ�οτητα
οι τριγωνοµετρικο�ι αριθµο�ι που αντιστοιχο�υν στην κλ�ιση της τροχι�ας, οπ�οτε� Å úÅ��7� � r � ÅmûÅ���� � o¦© ¯
Λ�ογω της οµογ�ενειας και της ισοτροπ�ιας του χ£ωρου για το ελε�υθερο σωµατ�ιδιο, η ¤ δεν
πρ�επει να εξαρτ�αται ο�υτε απ�ο τις θ�εσεις ο�υτε απ�ο τις “ταχ�υτητες”–κατευθ�υνσεις της κ�ι-
νησης. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι δεν εξαρτ�αται απ�ο τ�ιποτε; Φυσικ�α δεν ε�ιναι δυνατ�ον να συµ-
1α�ινει κ�ατι τ�ετοιο, επειδ�η, αν συν�ε1αινε, δεν θα µπορο�υσαµε να εξαγ�αγουµε εξισ£ωσεις
κ�ινησης. ∆εν µ�ενει, λοιπ�ον, τ�ιποτε �αλλο απ�ο το να ε�ιναι η Λαγκρανζιαν�η µια σταθερ�α,
γραµµ�ενη �οµως σε τ�ετοια µορφ�η, £ωστε να εµπερι�εχει τη θ�εση �η/και την “ταχ�υτητα”. Η
προηγο�υµενη �εκφραση για την “ταχ�υτητα” ε�ιναι ακρι1£ως �ο,τι χρει�αζεται. Χρησιµοποι�η-
στε, λοιπ�ον, ως Λαγκρανζιαν�η τη µον�αδα εκφρασµ�ενη ως συν�αρτηση των “ταχυτ�ητων”
και λ�υστε τις αντ�ιστοιχες εξισ£ωσεις Euler - Lagrange. Οι λ�υσεις αυτ£ων των εξισ£ωσεων

32Το σ�υστηµα αναφορ�ας του σωµατιδ�ιου απ�ο τη στιγµ�η που µετα1�αλλεται η ταχ�υτητα
του σωµατιδ�ιου, �οντας µη αδρανειακ�ο, ε�ιναι ακατ�αλληλο για την καταµ�ετρηση των χω-
ροχρονικ£ων συντεταγµ�ενων. Αντ� αυτο�υ µπορο�υµε να θεωρ�ησουµε µια σειρ�α αδρανεια-
κ£ων παρατηρητ£ων ο καθ�ενας απ�ο τους οπο�ιους κινε�ιται µε σταθερ�η ταχ�υτητα, �ιδια ακρι-
1£ως µε αυτ�η που κινε�ιται και το σωµατ�ιδιο στιγµια�ια, σε διαδοχικ�ες στιγµ�ες της ζω�ης του.
Οι συντεταγµ�ενες που µετρ�ανε οι αδρανειακο�ι αυτο�ι παρατηρητ�ες µπορο�υν να χρησι-
µοποιηθο�υν για τον υπολογισµ�ο των χωροχρονικ£ων διαστηµ�ατων στο ιδιοσ�υστηµα του
σωµατιδ�ιου.
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δε�ιχνουν απλ£ως �οτι το ελε�υθερο σωµατ�ιδιο κινε�ιται σε µια ευθε�ια, αλλ�α δεν µας πληρο-
φορο�υν για το �οτι η κ�ινηση ε�ιναι ισοταχ�ης. Τι θα απαντο�υσατε σχετικ�α µε την αδυναµ�ια
µας να επι1ε1αι£ωσουµε µε τη ν�εα αυτ�η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση �οτι η κ�ινηση ε�ιναι ισο-
ταχ�ης; Μ�ηπως ο χρ�ονος δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο παρ�αγωγο µ�εγεθος της κ�ινησης του
ελε�υθερου σωµατιδ�ιου;

Οι συµµετρ�ιες που επικαλεστ�ηκαµε στο Κεφ�αλαιο 3, �οταν προσπαθ�η-
σαµε να κατασκευ�ασουµε τη Λαγκρανζιαν�η του ελε�υθερου κλασικο�υ σω-
µατιδ�ιου, δηλαδ�η η οµογ�ενεια και η ισοτροπ�ια του χ£ωρου καθ£ως και η
οµογ�ενεια του χρ�ονου, µπορο�υν κ�αλλιστα να χρησιµοποιηθο�υν και για τη
Λαγκρανζιαν�η του σχετικιστικο�υ ελε�υθερου σωµατ�ιδιου. �Οντας, µ�αλι-
στα, ο χ£ωρος και ο χρ�ονος αλληλ�ενδετοι, οι δι�αφορες αυτ�ες συµµετρ�ιες
συνδυ�αζονται στην απλο�υστερη οµογ�ενεια και ισοτροπ�ια του ενια�ιου χω-
ρ�οχρονου.33 Ε�ιναι ενδιαφ�ερον �οτι η ισοτροπ�ια του χωρ�οχρονου περικλε�ιει
εκτ�ος της ισοτροπ�ιας του χ£ωρου και �αλλη µια συµµετρ�ια, τη γαλιλαι°κ�η,
αφο�υ οι στροφ�ες σε �ενα χωρο-χρονικ�ο επ�ιπεδο, για παρ�αδειγµα στο επ�ι-
πεδο � # J , δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο, �οπως δε�ιξαµε παραπ�ανω, απ�ο µετασχη-
µατισµο�υς προ£ωθησης, δηλαδ�η αλλαγ�ες αδρανειακο�υ συστ�ηµατος ανα-
φορ�ας. Η συµµετρ�ια, λοιπ�ον, αυτ�η του χωρ�οχρονου (η οµογ�ενεια και η
ισοτροπ�ια) περικλε�ιει �ολες τις επ�ι µ�ερους συµµετρ�ιες του χ£ωρου και του
χρ�ονου της νευτ£ωνειας φυσικ�ης.
�Υστερα απ�ο αυτ�η την αν�αλυση, αντιλαµ1αν�οµαστε �οτι η Λαγκραν-

ζιαν�η του ελε�υθερου σχετικιστικο�υ σωµατιδ�ιου δεν πρ�επει να εξαρτ�αται
ο�υτε απ�ο τις συντεταγµ�ενες του σωµατιδ�ιου Ñ J & � & � &d� , ο�υτε απ�ο τη δι-
ε�υθυνση κ�ινησης του σωµατιδ�ιου µ�εσα στο χωρ�οχρονο, αλλ�α �ισως µ�ονο
απ�ο το µ�ετρο της “ταχ�υτητας” κ�ινησης του σωµατιδ�ιου στο χωρ�οχρονο,
το τετρ�αγωνο του οπο�ιου, �οµως, ε�ιναι σταθερ�ο και �ισο µε # B (βλ. �Ασκηση
6.30)!

�Ασκηση 6.30. ∆ε�ιξτε �οτιΑΣΚΗΣΕΙΣ ² � ÉùÅ .Å � � � r � Å úÅ � � � r � ÅmûÅ � � � r � Å µÅ � � � o ² © ¯
∆εν αποµ�ενει, λοιπ�ον, τ�ιποτε �αλλο απ�ο το να ε�ιναι η Λαγκρανζιαν�η

µια συν�αρτηση του � , � � � � . Ας µην ξεχν�αµε, ωστ�οσο, �οτι ο ιδι�οχρονος
33Θα µπορο�υσε �ισως κ�αποιος να εγε�ιρει την ακ�ολουθη �ενσταση σχετικ�α µε την παρα-

δοχ�η ισοτροπ�ιας του χωρ�οχρονου : αφο�υ ο τρ�οπος µε τον οπο�ιο λαµ1�ανουµε το χρονικ�ο
µ�ηκος ε�ιναι διαφορετικ�ος απ�ο αυτ�ον µε τον οπο�ιο µετρ�αµε το χωρικ�ο µ�ηκος, υπ�αρχει κ�α-
ποια ξεχωριστ�η διε�υθυνση στο χωρ�οχρονο (αυτ�η του χρ�ονου) και συνεπ£ως θα πρ�επει να
ε�ιµαστε κ�απως επιφυλακτικο�ι στο να θεωρο�υµε το χωρ�οχρονο ισ�οτροπο. Η απ�αντηση
ε�ιναι �οτι η ιδια�ιτερη συµπεριφορ�α του χρ�ονου �εχει �ηδη ληφθε�ι υπ�οψη στον τρ�οπο µε τον
οπο�ιο εκτελο�υµε τις στροφ�ες σε χωρο-χρονικ�α επ�ιπεδα και κατ�οπιν αυτο�υ τ�ιποτε το ξε-
χωριστ�ο δεν συµ1α�ινει µε τη διε�υθυνση του χρ�ονου. Εξ�αλλου, αν καταφ�υγουµε σε φα-
νταστικ�ο χρ�ονο .â×���. , ο χωρ�οχρονος µετατρ�επεται σε �εναν ευκλε�ιδειο χ£ωρο τεσσ�αρων
διαστ�ασεων(που �εχει τη µ�ια συντεταγµ�ενη καθαρ�α φανταστικ�η), στον οπο�ιο µπορο�υµε
να εκτελο�υµε οποιαδ�ηποτε στροφ�η και �ετσι καµι�α διε�υθυνση δεν φα�ινεται να ξεχωρ�ιζει.



6.13. ΛΑΓΚΡΑΝΖΙΑΝΗ ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ 189� χρησιµοποι�ηθηκε ως παρ�αµετρος της τροχι�ας ακρι1£ως επειδ�η ε�ιναι µια
αναλλο�ιωτη ποσ�οτητα που δεν εξαρτ�αται απ�ο το σ�υστηµα αναφορ�ας το
οπο�ιο θα επιλ�εξουµε για να περιγρ�αψουµε την κ�ινηση του ελε�υθερου σω-
µατιδ�ιου. Σε αυτ�ο το σηµε�ιο θα ισχυριζ�οταν κανε�ις �οτι κ�αθε συν�αρτηση
του ιδι�οχρονου θα µπορο�υσε να πα�ιξει εξ�ισου καλ�α το ρ�ολο του � , κα-
θ£ως επ�ισης και κ�αθε συν�αρτηση στη θ�εση της Λαγκρανζιαν�ης

�
θα �ηταν

αποδεκτ�η. Πρ�αγµατι, αυτ�η η ελευθερ�ια υπ�αρχει αλλ�α δεν �εχει ιδια�ιτερη
φυσικ�η σηµασ�ια. �Εστω, για παρ�αδειγµα, �οτι η δρ�αση του ελε�υθερου σω-
µατιδ�ιου ε�ιναι � à 
 á � O7¡ � �<¢�� � � �Ä� I ¢�� � � � � � � � � &
�οπου η

¢�� � � πα�ιζει το ρ�ολο της ν�εας αναλλο�ιωτης παραµ�ετρου που αντι-
καθιστ�α τον ιδι�οχρονο. Αν αυτ�η η συν�αρτηση της δρ�ασης ε�ιναι γνησ�ιως
µον�οτονη συν�αρτηση του ιδι�οχρονου� � O7¡ I � �
κατ�α µ�ηκος της καµπ�υλης που συνδ�εει το αρχικ�ο µε το τελικ�ο γεγον�ος,
τ�οτε η καµπ�υλη


 που καθιστ�α στ�ασιµη τη γενικ�η δρ�αση � θα καθιστ�α
στ�ασιµο και τον ιδι�οχρονο � κατ�α µ�ηκος αυτ�ης της καµπ�υλης. Αυτ�ο ε�ιναι
σε θ�εση να το αντιληφθε�ι κανε�ις παρατηρ£ωντας �οτι, αν η διαδροµ�η µετα-
1ληθε�ι �ετσι £ωστε να αλλ�αξει ο ιδι�οχρονος, µε τον �ιδιο ακρι1£ως τρ�οπο θα
αλλ�αξει και η γενικ�η συν�αρτηση � . Εποµ�ενως, η στασιµ�οτητα του ιδι�ο-
χρονου προκαλε�ι και στασιµ�οτητα της � . Αν �οµως η γενικ�η δρ�αση � δεν
ε�ιναι γνησ�ιως µον�οτονη συν�αρτηση του � , τ�οτε δεν �εχει ν�οηµα να µιλ�αµε
για στ�ασιµες τιµ�ες της � . Για παρ�αδειγµα, αν � � � � � Z � # � ) , τ�οτε κ�αθε
διαδροµ�η στο χωρ�οχρονο µε συνολικ�ο ιδι�οχρονο � ολ � B θα ε�ιναι στ�ασιµη,αφο�υ οι µετα1ολ�ες της διαδροµ�ης που θα προκαλ�εσουν µετα1ολ�η του �
σε πρ£ωτη τ�αξη, θα µετα1�αλλουν την � σε δε�υτερη τ�αξη. Συν�αγουµε, λοι-
π�ον, �οτι οι µ�ονες λογικ�ες δρ�ασεις που µπορε�ι να κατασκευ�ασει κανε�ις ε�ι-
ναι γνησ�ιως µον�οτονες συναρτ�ησεις του ιδι�οχρονου και µ�αλιστα �ολες οι
γνησ�ιως µον�οτονες συναρτ�ησεις του ιδι�οχρονου στασιµοποιο�υνται για τις
�ιδιες διαδροµ�ες που στασιµοποιε�ιται και η απλο�υστερη δυνατ�η �εκφραση
για τη δρ�αση � � O I �  (6.72)

Σε αυτ�η την περ�ιπτωση ε�ιναι σαν να θεωρο�υµε τη Λαγκρανζιαν�η �ιση µε
µ�ια σταθερ�α, Οι συµµετρ�ιες

οδηγο�υν σε

Λαγκρανζιαν�η

�ιση µε µια σταθερ�α

� � σταθερ�α  
Φυσικ�α, για να �εχουµε τη δυνατ�οτητα να κατασκευ�ασουµε εξισ£ωσεις κ�ι-
νησης, η σταθερ�α αυτ�η θα πρ�επει να γραφε�ι εκπεφρασµ�ενα ως το σταθερ�ο
µ�ετρο της “ταχ�υτητας”, δηλαδ�η ως το τετρ�αγωνο της “ταχ�υτητας”.34 Το
συµπ�ερασµα, λοιπ�ον, στο οπο�ιο καταλ�ηγουµε ε�ιναι �οτι η Λαγκρανζιαν�η

34Οποιαδ�ηποτε, β�ε1αια, συν�αρτηση του τετραγ£ωνου της “ταχ�υτητας” οδηγε�ι στις �ιδιες
εξισ£ωσεις κ�ινησης.
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του ελε�υθερου σχετικιστικο�υ σωµατιδ�ιου θα πρ�επει να �εχει τη µορφ�η� ��£�¤7� Ñ IKJI � � ) # � I �I � � ) # � I �I � � ) # � I �I � � )s¥ (<w )  (6.73)

Η σταθερ�α
£ µπορε�ι να επιλεγε�ι αυθα�ιρετα �ετσι £ωστε η Λαγκρανζιαν�η να

�εχει διαστ�ασεις εν�εργειας/ταχ�υτητας,35 κατ� αντιστοιχ�ια µε τη νευτ£ωνεια
Λαγκρανζιαν�η, αλλ�α επιπλ�εον πρ�επει να �εχει και αρνητικ�ο πρ�οσηµο, αν
θ�ελουµε η φυσικ�η διαδροµ�η να καθιστ�α �οχι απλ£ως στ�ασιµη αλλ�α ελ�αχιστη
τη δρ�αση. Συνεπ£ως η Λαγκρανζιαν�η του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου πρ�επει
να �εχει τη µορφ�ηΗ πλ�ηρης µορφ�η της

Λαγκρανζιαν�ης � � # � T Ñ ¤¦� Ñ IKJI � � ) # � I �I � � ) # � I �I � � ) # � I �I � � )§¥ (<w ) & (6.74)

�οπου Ñ η µοναδικ�η παγκ�οσµια σταθερ�α µε διαστ�ασεις ταχ�υτητας και � T
η µ�αζα του σωµατιδ�ιου, �οπως αυτ�η µετρ�αται στο σ�υστηµα ηρεµ�ιας του
σωµατιδ�ιου. Η µ�αζα αυτ�η ε�ιναι µ�ια αναλλο�ιωτη ποσ�οτητα. Η επιλογ�η
των σταθερ£ων για το ελε�υθερο σωµατ�ιδιο ε�ιναι κ�απως αυθα�ιρετη, αφο�υ
οι εξισ£ωσεις κ�ινησης δεν επηρε�αζονται απ�ο την πολλαπλασιαστικ�η στα-
θερ�α της Λαγκρανζιαν�ης. Στη συν�εχεια, �οταν προσπαθ�ησουµε να ανα-
κτ�ησουµε τη γνωστ�η µας Λαγκρανζιαν�η του νευτ£ωνειου ελε�υθερου σω-
µατιδ�ιου, θα δο�υµε γιατ�ι η παραπ�ανω επιλογ�η ε�ιναι επι1ε1ληµ�ενη.

�Ασκηση 6.31. ∆ε�ιξτε �οτι απ�ο �ολες τις καµπ�υλες που συνδ�εουν δ�υο σηµε�ια (γεγο-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ν�οτα) του χωρ�οχρονου µε χρονικ�η απ�οσταση ¨N. µεγαλ�υτερη της χωρικ�ης τους απ�οστα-
σης

· ¨zú · η ευθε�ια ε�ιναι αυτ�η που αντιστοιχε�ι σε µ�εγιστη τιµ�η του ιδι�οχρονου. Προκειµ�ε-
νου, λοιπ�ον, να καταστ�ησουµε ελ�αχιστη τη δρ�αση, θεωρο�υµε �οτι η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι
µ�ια αρνητικ�η σταθερ�α.

�Ασκηση 6.32. ∆ε�ιξτε �οτι οι εξισ£ωσεις κ�ινησης που προκ�υπτουν απ�ο την παραπ�ανω
Λαγκρανζιαν�η αντιστοιχο�υν σε οµαλ�η κ�ινηση, δηλαδ�ηÅ úÅ . o σταθερ�ο δι�ανυσµα ¯
�Ασκηση 6.33. �Ενας εναλλακτικ�ος τρ�οπος γραφ�ης της δρ�ασης, ο οπο�ιος θεωρε�ι και

π�αλι �οτι η δρ�αση ε�ιναι ο ιδι�οχρονος του σωµατιδ�ιου, αλλ�α παρακ�αµπτει το πρ�ο1ληµα
αντικατ�αστασης της σταθερ�ης Λαγκρανζιαν�ης µε το σταθερ�ο µ�ετρο της “ταχ�υτητας”,
ε�ιναι να χρησιµοποι�ησουµε πολλαπλασιαστ�η Lagrange για να επι1�αλουµε τη σ�υνδεση µε-
ταξ�υ των συντεταγµ�ενων και του ιδι�οχρονου. �Ετσι, ας θεωρ�ησουµε ως δρ�αση τηνÆ oª©¬« Å �c © ²¯®¯° � ÉùÅ .Å � � � ² � Å úÅ � � � ² � ÅmûÅ � � � ² � Å µÅ � � � ² ©H±³² ¯ (6.75)

35Προσ�εξτε �οτι για να �εχει η δρ�αση τις σωστ�ες διαστ�ασεις και δεδοµ�ενου �οτι η ολο-
κλ�ηρωση γ�ινεται ως προς � , που �οπως ε�ιπαµε �εχει διαστ�ασεις µ�ηκους, η Λαγκρανζιαν�η
πρ�επει να �εχει διαστ�ασεις δρ�ασης/µ�ηκους, δηλαδ�η εν�εργειας

v
χρ�ονου/µ�ηκους.



6.13. ΛΑΓΚΡΑΝΖΙΑΝΗ ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ 191

Η εξ�ισωση Euler - Lagrange για τη ν�εα αυτ�η Λαγκρανζιαν�η ως προς ® οδηγε�ι στη σωστ�η
συσχ�ετιση των

ú Z o É . � ú ® o ú � ú � o ûK� ú 2 o µ και � , εν£ω οι υπ�ολοιπες εξισ£ωσεις Eu-
ler - Lagrange οδηγο�υν στη σωστ�η “κ�ινηση” στο χωρ�οχρονο του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου.
Υπολογ�ιστε αυτ�η την “κ�ινηση”.
Στη γενικ�η θεωρ�ια της σχετικ�οτητας, �οπου η γεωµετρ�ια του χ£ωρου αλλ�αζει απ�ο σηµε�ιο
σε σηµε�ιο και δεν περιγρ�αφεται µ�εσω της επ�ιπεδης µετρικ�ης τουMinkowski, η αντ�ιστοιχη
εξ�ισωση συνδ�εσµου που πολλαπλασι�αζεται µε τον πολλαπλασιαστ�η Lagrange (η ποσ�ο-
τητα εντ�ος της αγκ�υλης ] ¯:¯:¯ ^ ) ε�ιναι η ακ�ολουθη² ³?´$µ yÙú�¶ | Å ú ´Å � Å ú µÅ � ² © �
�οπου οι δε�ικτες · ��¸ λαµ1�ανουν �ολες τις τιµ�ες §°� © � t¬� � και υπονοε�ιται �αθροιση σε �ολες
τις τιµ�ες δεικτ£ων οι οπο�ιοι εµφαν�ιζονται σε ζε�υγη. Η µ�ονη διαφορ�α απ�ο την �εκφραση
(6.75) ε�ιναι �οτι αντικαταστ�ησαµε τη µετρικ�η του Minkowski

�¦´$µ oj¹ºº» ² © §]§�§§ © §�§§ § © §§ §]§ ©
¼§½½¾

µε τη γενικ�η µετρικ�η ³?´$µ , η οπο�ια θεωρο�υµε τ£ωρα �οτι ε�ιναι συν�αρτηση της θ�εσης. ∆ε�ιξτε
�οτι η ν�εα Λαγκρανζιαν�η οδηγε�ι στη λεγ�οµενη γεωδαισιακ�η εξ�ισωσηÅq� ú ´Å � � o ©t ³ ´$µ �`¿ ³�µ§À¿ ú�Á r ¿ ³�µ Á¿ ú À ² ¿ ³ Á À¿ ú µ � Å ú ÀÅ � Å ú ÁÅ � ¯ (6.76)

[Υπ�οδειξη: Χρησιµοποι�ηστε τη συµµετρικ�οτητα της µετρικ�ης ( ³?´$µ o ³�µ+´ ) και το γεγον�ος
�οτι ο ³ ´$µ συµ1ολ�ιζει τον αντ�ιστροφο π�ινακα της ³?´$µ , δηλαδ�η, ³?´$µÄ³ µ§À o � À´ , αγνο£ωντας
οποιαδ�ηποτε �αλλη σηµασ�ια της θ�εσης των δεικτ£ων, επ�ανω �η κ�ατω.] Η νευτ£ωνεια προ-
σ�εγγιση της παραπ�ανω �εκφρασης ε�ιναι ηÅ � úÅ . � o ³ y ú |ù� (6.77)

�οπου ³ ε�ιναι η τοπικ�η επιτ�αχυνση της βαρ�υτητας (το ³ δεν �εχει καµ�ια �αµεση σχ�εση µε
τον π�ινακα της µετρικ�ης ³?´$µ ). Θεωρ£ωντας �οτι οι τ�εσσερις ποσ�οτητες Å ú À £ Å � για κλασι-
κ�ες ταχ�υτητες ε�ιναι µε πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση

y © �ý§°�ý§°�ý§q| και �οτι η µετρικ�η δεν εξαρτ�αται
απ�ο το χρ�ονο . , �ετσι £ωστε το αντ�ιστοιχο βαρυτικ�ο πεδ�ιο να ε�ιναι σταθερ�ο, υπολογ�ιστε
τη µορφ�η του στοιχε�ιου ³ Z<Z y ú | της µετρικ�ης £ωστε η �εκφραση (6.77) να συµπ�ιπτει µε την
(6.76). [Υπ�οδειξη: Αφο�υ θ�ελουµε να ικανοποιε�ιται ο δε�υτερος ν�οµος του Νε�υτωνα για
βαρυτικ�ο πεδ�ιο, µπορο�υµε να υποθ�εσουµε �οτι η µετρικ�η ³?´$µ διαφ�ερει ελ�αχιστα απ�ο τηνÂ?´$µ

.]

Ανθ�ελουµε να επαν�ελθουµε στις φυσικ�ες συντεταγµ�ενες, οι οπο�ιες συν-
δ�εονται περισσ�οτερο µε την καθηµεριν�η µας εµπειρ�ια, διαπιστ£ωνουµε �οτι
το ολοκλ�ηρωµα της δρ�ασης λαµ1�ανει τη µορφ�η� � # � T Ñ ) O�Ã B # � �� Ñ � ) IKJ  (6.78)

Αναπτ�υσσοντας την παραπ�ανω �εκφραση ως προς τη µικρ�η, για κλασικ�ες
κιν�ησεις, ποσ�οτητα � �� Ñ � ) &
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διαπιστ£ωνουµε �οτι η δρ�αση λαµ1�ανει τη µορφ�η� � O T BZ � T �� ) # � T Ñ ) ��4 ê �Ç�� ) � Ñ ) � ) ì V IKJ  (6.79)

Η περ�ιφηµη ποσ�οτητα
� T Ñ ) ε�ιναι κ�ατι σαν µια εσωτερικ�η δυναµικ�η εν�ερ-

γεια των σωµατιδ�ιων, η οπο�ια µπορε�ι να εκδηλ£ωσει την παρουσ�ια της, αν
επιτρ�εψουµε στα σωµατ�ιδια να µην διατηρο�υν τη µ�αζα τους. Αυτ�ο ακρι-
1£ως συµ1α�ινει κατ�α την πυρηνικ�η αντ�ιδραση της σχ�ασης του ραδιο°σ�οτο-
που του ουραν�ιου Ä )�C 3Å ) �ç� (T $ÇÆ � Å (C 5 �ÉÈ � ( 4 )3H5 � c � (T &
�οπου το πλε�ονασµα της µ�αζας των αντιδρ£ωντων �εναντι των προ°�οντων
�αφησε ανεξ�ιτηλα τα �ιχνη του στην παγκ�οσµια ιστορ�ια του δε�υτερου µισο�υ
του εικοστο�υ αι£ωνα.

6.14 Συµµετρ�ιες και διατηρο�υµενες ποσ�οτητες

συστ�ηµατος ελε�υθερων σωµατιδ�ιων στη

σχετικ�οτητα

Η δρ�αση που αναφ�ερεται στην κ�ινηση Ê σωµατιδ�ιων, τα οπο�ια
δεν αλληλεπιδρο�υν µεταξ�υ τους, ε�ιναι το �αθροισµα των επ�ι µ�ερους δρ�α-
σεων36 � �ÌËÍ ;sÎ ( OÌÏÐ � # � J ; MT Ñ Ã � Ñ IKJI � J ; M � ) # � I �� J ; MI � J ; M � )¬ÑÒ I � J ; M  (6.80)

Εκ κατασκευ�ης η δρ�αση αυτ�η ε�ιναι αναλλο�ιωτη σε µεταθ�εσεις χωρικ�ες και
χρονικ�ες (οµογ�ενεια του χωρ�οχρονου) καθ£ως και σε στροφ�ες χωρικ�ες και
χωροχρονικ�ες (ισοτροπ�ια του χωρ�οχρονου). Κατ� αναλογ�ιαν µε τα �οσα α-
ναφ�εραµε στο Κεφ�αλαιο 5 περ�ι συµµετρι£ων, οι αντ�ιστοιχες διατηρο�υµενες
ποσ�οτητες ε�ιναι τα γιν�οµενα των γεννητ�ορων των συµµετρι£ων µε τις αντ�ι-
στοιχες ορµ�ες.
Κατ� αρχ�ας η τετρ�αδα37 των συνιστωσ£ων της ορµ�ης του συστ�ηµατος

που αναφ�ερεται στο  -στ�ο σωµατ�ιδιο ε�ιναι η� J ; MQ � Ò �Ò à � Ñ IKJ � I � J ; M ��á � # � J ; MT Ñ I � Ñ J �I � J ; M & (6.81)�� J ; M � Ò �Ò à I �� J ; M � I � J ; M á �Ó� J ; MT Ñ I �� J ; MI � J ; M  (6.82)

36Στις ακ�ολουθες σχ�εσεις η χρονικ�η συνιστ£ωσα . εµφαν�ιζεται κοιν�η για �ολα τα σω-
µατ�ιδια, αφο�υ θεωρο�υµε �οτι παρατηρο�υµε τη θ�εση και την ταχ�υτητα του κ�αθε σωµατι-
δ�ιου σε κ�αποιο σ�υστηµα αναφορ�ας σε µια συγκεκριµ�ενη χρονικ�η στιγµ�η. Αν αλλ�αξουµε
σ�υστηµα αναφορ�ας, π�αλι θα µετρ�αµε τις θ�εσεις και τις ταχ�υτητες σε µια συγκεκριµ�ενη
χρονικ�η στιγµ�η του ν�εου συστ�ηµατος. Ωστ�οσο, η ατοµικ�η ρο�η του χρ�ονου για το κ�αθε
σωµατ�ιδιο, δηλαδ�η ο ιδι�οχρον�ος του, θα διαφ�ερει απ�ο σωµατ�ιδιο σε σωµατ�ιδιο.

37Λ�ογω τετραδι�αστατου χ£ωρου.
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H υπ�ορριζος ποσ�οτητα στην (6.80) ε�ιναι µον�αδα, οπ�οτε µπορο�υµε να την
παραλε�ιψουµε, αφ�οτου, β�ε1αια, εκτελ�εσουµε τις παραγωγ�ισεις. Οι ορ-
µ�ες αυτ�ες ε�ιναι, στην ουσ�ια, οι συνιστ£ωσες της λεγ�οµενης τετραορµ�ης του
κ�αθε σωµατιδ�ιου και ακρι1�εστερα οι συναλλο�ιωτες συνιστ£ωσες αυτ�ης,
που αποτελο�υν το σχετικιστικ�ο αν�αλογο των συνιστωσ£ων της κλασικ�ης
ορµ�ης. Λαµ1�ανοντας το �οριο των ποσοτ�ητων αυτ£ων για µικρ�ες ταχ�υτη-
τες, διαπιστ£ωνουµε �οτι µπορε�ι κανε�ις δικαιολογηµ�ενα να αποκαλε�ι τις τ�εσ-
σερις αυτ�ες συνιστ£ωσες αντ�ιστοιχα εν�εργεια (εδ£ω εµφαν�ιζεται µε αρνη-
τικ�ο πρ�οσηµο εξαιτ�ιας του ιδι�οµορφου µ�ετρου του χωρ�οχρονου) και δι�α-
νυσµα της χωρικ�ης ορµ�ης του συστ�ηµατος. Οι συνιστ£ωσες της τετραορ-
µ�ης θα µπορο�υσαν επ�ισης να γραφο�υν πιο απλ�α, χωρ�ις να εµπλ�εκεται ο
ιδι�οχρονος του κ�αθε σωµατιδ�ιου, τον οπο�ιο δεν µπορο�υµε εξ�αλλου να συ-
νειδητοποι�ησουµε αφο�υ ζο�υµε σε �εναν κ�οσµο �οπου η παγκοσµι�οτητα του
χρ�ονου φα�ινεται να ε�ιναι αδιαµφισ1�ητητη. Εφ�οσονI � J ; M � � � Ñ IKJ � ) # � I �� J ; M � )� Ñ IKJ Ã B # � �� J ; MÑ � )� Ñ IKJ
 J ; M &
�οπου ορ�ισαµε ως 
 J ; M % ê B # �Ç��ÓJ ; M � Ñq� ) ì � (<w ) &
οι συνιστ£ωσες της τετραορµ�ης µπορο�υν να γραφο�υν ως εξ�ης :� J ; MQ � #ÓÔ J ; MÑ � # 
 J ; M � J ; MT Ñ & (6.83)�� J ; M � 
 J ; M � J ; MT ��ÕJ ; M  (6.84)

Απ�ο τη στιγµ�η που οι γενν�ητορες των χρονικ£ων και των χωρικ£ων µετα- Η συµµετρ�ια της

οµογ�ενειας του

χωρ�οχρονου

θ�εσεων για κ�αθε σωµατ�ιδιο ε�ιναι οιÖ J ; MQ � � B & \ & \ & \ � & Ö J ; M× � � \ & B & \ & \ � &Ö J ; MØ � � \ & \ & B & \ � & Ö J ; MÙ � � \ & \ & \ & B � & (6.85)

�οπου η τετρ�αδα των αριθµ£ων αντιστοιχε�ι στις
J & � & � &d� συνιστ£ωσες του τε-

τραν�υσµατος του γενν�ητορα, αυτ�ο που τελικ�α διατηρε�ιται εξαιτ�ιας των
συµµετρι£ων µετ�αθεσης ε�ιναι οι τ�εσσερις συνιστ£ωσες της ορµ�ης των σχ�ε-
σεων (6.81), (6.82) αθροιζ�οµενες για �ολα τα σωµατ�ιδια, δηλαδ�η η συνο-
λικ�η εν�εργεια και οι τρεις συνιστ£ωσες της ολικ�ης χωρικ�ης ορµ�ης του συ-
στ�ηµατος Ô ολ � ËÍ ;sÎ ( Ô J ; M & �Ú ολ � ËÍ ;sÎ ( �� J ; M  (6.86)

Ας δο�υµε, τ£ωρα, τι συµ1α�ινει µε τις στροφ�ες. �Οταν οι στροφ�ες σχε-
τ�ιζονται αποκλειστικ�α µε τον τρισδι�αστατο χ£ωρο (χωρικ�ες σττροφ�ες), oι
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γενν�ητορες για κ�αθε σωµατ�ιδιο ε�ιναι της µορφ�ηςÖ J ; M×�Ø � � \ & # � J ; M & � J ; M & \ � &Ö J ; MØsÙ � � \ & \ & # � J ; M & � J ; M � &Ö J ; MÙH× � � \ &d� J ; M & \ & # � J ; M � & (6.87)

(βλ. Κεφ�αλαιο 5). Αντ�ιστοιχα, οι γενν�ητορες των στροφ£ων στα τρ�ια χω-
ροχρονικ�α επ�ιπεδα �εχουν συνιστ£ωσεςΟι γενν�ητορες

των στροφ£ων στο

χωρ�οχρονο...
Ö J ; MQ × � � # � J ; M & #,Ñ J & \ & \ � &Ö J ; MQ Ø � � # � J ; M & \ & #,Ñ J & \ � &Ö J ; MQ Ù � � # � J ; M & \ & \ & #,Ñ J �! (6.88)

Μπορο�υµε να κατανο�ησουµε γιατ�ι οι γενν�ητορες αυτο�ι �εχουν το�υτη τη
µορφ�η, αν θεωρ�ησουµε τον π�ινακα στροφ�ης L 4 της σχ�εσης (6.66), καθ£ως
και τους αντ�ιστοιχους π�ινακες προ£ωθησης στον � και � �αξονα, για µικρ�ες
τιµ�ες της παραµ�ετρου � � Ñ , και πολλαπλασι�ασει µε τον π�ινακα αυτ�ο το
δι�ανυσµα της θ�εσης του κ�αθε σωµατιδ�ιου στον τετραδι�αστατο χ£ωρο. Την
�ιδια, εξ�αλλου, διαδικασ�ια ε�ιχαµε ακολουθ�ησει για την κατασκευ�η των γεν-
νητ�ορων της κλασικ�ης χωρικ�ης στροφ�ης. Μπορο�υµε, τ£ωρα, για �αλλη µια
φορ�α µ�εσω του θεωρ�ηµατος τηςNoether, να υπολογ�ισουµε τις αντ�ιστοιχες
διατηρο�υµενες ποσ�οτητες...και οι �εξι

διατηρο�υµενες

στροφορµ�ες στο

χωρ�οχρονο Û ×�Ø � ËÍ ;sÎ ( � � J ; M � J ; MØ # � J ; M � J ; M× � � ËÍ ;sÎ ( ê �� J ; M � �� J ; M ì Ù (6.89)

Û ØsÙ � ËÍ ;sÎ ( � � J ; M � J ; MÙ # � J ; M � J ; MØ � �ÌËÍ ;sÎ ( ê �� J ; M � �� J ; M ì × (6.90)

Û ÙH× � ËÍ ;sÎ ( �
� J ; M � J ; M× # � J ; M � J ; MÙ � �ÌËÍ ;sÎ ( ê �� J ; M � �� J ; M ì Ø (6.91)

Û Q × � # ËÍ ;sÎ ( � Ñ J � J ; M× � � J ; M � J ; MQ � � ËÍ ;sÎ ( � Ô J ; MÑ �� J ; M #çÑ J �� J ; M � × (6.92)

Û Q Ø � # ËÍ ;sÎ ( � Ñ J � J ; MØ � � J ; M � J ; MQ � �ÌËÍ ;sÎ ( � Ô J ; MÑ �� J ; M #çÑ J �� J ; M � Ø (6.93)

Û Q Ù � # ËÍ ;sÎ ( � Ñ J � J ; MÙ � � J ; M � J ; MQ � �ÌËÍ ;sÎ ( � Ô J ; MÑ �� J ; M #æÑ J �� J ; M � Ù  (6.94)
Oι ορµ�ες

�� J ; M που εµφαν�ιζονται στις παραπ�ανω σχ�εσεις δεν ε�ιναι οι κλασι-
κ�ες ορµ�ες των σωµατιδ�ιων, αλλ�α οι γενικευµ�ενες σχετικιστικ�ες ορµ�ες που
ορ�ιστηκαν µ�εσω της σχ�εσης (6.82). Ας δο�υµε στη συν�εχεια ποιο ε�ιναι το
φυσικ�ο ν�οηµα των διατηρο�υµενων αυτ£ων ποσοτ�ητων. Οι τρεις πρ£ωτες
διατηρο�υµενες ποσ�οτητες �εχουν, τουλ�αχιστον τυπικ�α, τη µορφ�η των τρι£ων
συνιστωσ£ων της κλασικ�ης στροφορµ�ης, εν£ω οι τρεις ν�εες ποσ�οτητες ε�ιναι,
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στο �οριο των πολ�υ µικρ£ων ταχυτ�ητων, οι τρεις διατηρο�υµενες ποσ�οτητες
στις οπο�ιες ε�ιχαµε οδηγηθε�ι απ�ο τη γαλιλαι°κ�η συµµετρ�ια της Λαγκρανζι-
αν�ης συστ�ηµατος νευτ£ωνειων σωµατιδ�ιων. Το ν�εο στοιχε�ιο που εµφαν�ιζε-
ται εδ£ω ε�ιναι �οτι η σταθερ�οτητα της ταχ�υτητας που κρ�υ1εται π�ισω απ�ο τις
τρεις διατηρο�υµενες αυτ�ες ποσ�οτητες δεν αφορ�α στο κ�εντρο µ�αζας, �οπως
στην κλασικ�η περ�ιπτωση, αλλ�α στο λεγ�οµενο κ�εντρο ορµ�ης. Πιο συγκε-
κριµ�ενα, το σηµε�ιο που βρ�ισκεται κ�αθε στιγµ�η στη θ�εση

�ÜÓÝ�Þ � J � � Ëß;sÎ ( �� J ; M � J � Ô J ; MËß;sÎ ( Ô J ; M &
(6.95)

δεν συµπ�ιπτει ακρι1£ως µε τη θ�εση του κ�εντρου µ�αζας, εξαιτ�ιας των δια-
φορετικ£ων µεταξ�υ τους παραγ�οντων


 J ; M που εµπερι�εχονται στις εν�εργειεςÔ J ; M , και κινε�ιται µε ταχ�υτητα
��`Ý�Þ � Ëß;sÎ ( �� J ; M Ô J ; MËß;sÎ ( Ô J ; M � Ëß;sÎ ( Ñ �� J ; M � J �Ëß;sÎ ( Ô J ; M Ñ� 

Η τελευτα�ια αυτ�η ποσ�οτητα ε�ιναι σταθερ�η, αφο�υ διατηρε�ιται η συνολικ�η
τετραορµ�η του συστ�ηµατος. Με απλ�ες πρ�αξεις µπορο�υµε να δε�ιξουµε �οτι�ÜÓÝ�Þ � �Ü T � ��`Ý�Þ J &

(6.96)

�οπου
�Ü T ε�ιναι �ενα σταθερ�ο δι�ανυσµα, το�Ü T � Ñ � Û Q × & Û Q Ø & Û Q Ù �Ëß;sÎ ( Ô J ; M  

(6.97)

Το σ�υστηµα που κινε�ιται µε ταχ�υτητα
��`Ý�Þ
ε�ιναι αυτ�ο στο οπο�ιο η συνο-

λικ�η γενικευµ�ενη ορµ�η του συστ�ηµατος ε�ιναι µηδ�εν. Εποµ�ενως, σε αυτ�ο
το σ�υστηµα ε�ιναι ευκολ�οτερη η µελ�ετη των αντιδρ�ασεων µεταξ�υ σωµατι-
δ�ιων, �οπως για παρ�αδειγµα της σ�υγκρουσης σωµατιδ�ιων σε επιταχυντ�ες
µε στ�οχο την παραγωγ�η ν�εων σωµατιδ�ιων.

�Ασκηση 6.34. ∆ε�ιξτε �οτι για ταχ�υτητες πολ�υ µικρ�ες, συγκριτικ�α µε την ταχ�υτητα ΑΣΚΗΣΕΙΣ
του φωτ�ος, οι τρεις ποσ�οτητες à (âá � à (âã � à ( ¼ ε�ιναι αν�αλογες µε τις τρεις διατηρο�υµενες ποσ�ο-
τητες που προκ�υπτουν µ�εσω του θεωρ�ηµατος της Noether απ�ο τη γαλιλαι°κ�η συµµετρ�ια
εν�ος νευτ£ωνειου συστ�ηµατος σωµατιδ�ιων.
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�Ασκηση 6.35. Υπολογ�ιστε σε πρ£ωτη προσ�εγγιση ως προς τα τετρ�αγωνα των ταχυ-
τ�ητων των σωµατιδ�ιων την ταχ�υτητα µε την οπο�ια αποµακρ�υνεται το κ�εντρο ορµ�ης απ�ο
το κ�εντρο µ�αζας δ�υο σωµατιδ�ιων που κινο�υνται µε αντ�ιθετες ορµ�ες.

Κλε�ινοντας αυτ�ο το κεφ�αλαιο, αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε �οτι η σχετικιστι-Η σχετικιστικ�η εικ�ονα

για τον κ�οσµο ε�ιναι πιο

απλ�η απ�ο τη νευτ£ωνεια

κ�η µελ�ετη της κ�ινησης κρ�υ1ει στα θεµ�ελι�α της πολ�υ µεγαλ�υτερη απλ�οτητα
απ�ο τη νευτ£ωνεια αφο�υ (i) αντιµετωπ�ιζει το χρ�ονο απλ£ως ως µια ν�εα δι�α-
σταση του υπο1�αθρου στο οπο�ιο διαδραµατ�ιζονται �ολα τα φυσικ�α φαι-
ν�οµενα, (ii) οι οµαλ�ες κιν�ησεις που στη γαλιλαι°κ�η σχετικ�οτητα εµφαν�ιζο-
νταν ως ιδι�οµορφες κιν�ησεις παρατηρητ£ων για τους οπο�ιους οι φυσικο�ι
ν�οµοι παραµ�ενουν αναλλο�ιωτοι, στην Ειδικ�η Σχετικ�οτητα δεν �εχουν τ�ι-
ποτε το ξεχωριστ�ο [ αποτελο�υν απλ£ως εκδ�ηλωση της ισοτροπ�ιας του χω-
ρ�οχρονου σε κ�αθε δυνατ�η στροφ�η του συστ�ηµατος των συντεταγµ�ενων
και (iii) τα γαλιλαι°κ�α αναλλο�ιωτα δεν ε�ιναι απλ£ως επαναγραφ�η της δια-
τ�ηρησης της ορµ�ης, αλλ�α διατηρο�υµενες στροφορµ�ες στον ισ�οτροπο τε-
τραδι�αστατο χωρ�οχρονο µε ξεχωριστ�η σηµασ�ια.
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6.15 Προ1λ�ηµατα

1. Κατασκευ�αστε τον π�ινακα στροφ�ης (α) γ�υρω απ�ο τον �αξονα � κατ�α��� Z και (β) γ�υρω απ�ο τον �αξονα � επ�ισης κατ�α ��� Z . Στη συν�εχεια
δε�ιξτε �οτι η σειρ�α µε την οπο�ια εκτελο�υνται οι στροφ�ες αυτ�ες ε�ιναι
καθοριστικ�η για το τελικ�ο αποτ�ελεσµα. Για την καθεµ�ια απ�ο τις τε-
λικ�ες στροφ�ες στις οπο�ιες θα καταλ�ηξετε αν�αλογα µε τη σειρ�α εκτ�ε-
λεσης των επιµ�ερους στροφ£ων, υπολογ�ιστε την ισοδ�υναµη γων�ια
στροφ�ης και τον �αξονα γ�υρω απ�ο τον οπο�ιο εκτελε�ιται η στροφ�η
αυτ�η.

2. Υπολογ�ιστε το µεταθ�ετη à �� [ �S & �� [ �S á .
3. ∆ε�ιξτε �οτι η παρα1ολοειδ�ης επιφ�ανεια του νερο�υ σε �ενα περιστρε-
φ�οµενο δοχε�ιο ε�ιναι αυτ�η που ελαχιστοποιε�ι τη συνολικ�η δυναµικ�η
εν�εργεια του νερο�υ (συµπεριλαµ1ανοµ�ενης και της φυγοκεντρικ�ης
δυναµικ�ης εν�εργειας) στο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα του δοχε�ιου.
Αυτ�η εξ�αλλου ε�ιναι και η ολικ�η εν�εργεια του νερο�υ στο περιστρε-
φ�οµενο σ�υστηµα. Μ�εχρι ποιο �υψος πρ�επει να γεµ�ισουµε µε νερ�ο �ενα
κυλινδρικ�ο δοχε�ιο �ετσι £ωστε, αν θ�εσουµε σε περιστροφ�η το δοχε�ιο,
το νερ�ο να αρχ�ισει να χ�υνεται τη στιγµ�η ακρι1£ως που θα αποκαλυ-
φθε�ι ο πυθµ�ενας του δοχε�ιου;

4. Θεωρ�ηστε τους δ�υο π�ινακες A, B και τη συν�αρτηση του õ : ¢�� õ � �7�ä A
B
7 � ä A. Αποδε�ιξτε �οτι ¢ � � õ � � à

A
&$¢�� õ ��á , ¢ � � � õ � � à

A
& à
A
&$¢�� õ ��áSá ,

κ.ο.κ. και συνεπ£ως¢�� õ � � B
� õ àA & B á�� õ )Z76 àA & àA & B áSá}�Ó Ç Ç 

Αποδε�ιξτε τ£ωρα �οτι, αν ο π�ινακας A αντιµετατ�ιθεται µε τον µετα-
θ�ετη àA & B á , τ�οτεð$#&% �

A
� ð$#&% �

B
� � ð$#&% �

A
�
B
� BZ àA & B á �  

5. Κατ�α το πασχαλιν�ο ψ�ησιµο του αρνιο�υ σε ολ�οκληρη την ελληνικ�η
επικρ�ατεια εκτελε�ιται για κ�αθε αρν�ι �ενας µετασχηµατισµ�ος στροφ�ης
γ�υρω απ�ο κ�αποιο σταθερ�ο �αξονα. Να υπολογιστε�ι ο µ�εσος π�ινακας
�ολων των µετασχηµατισµ£ων στροφ�ης που θα εκτελεστο�υν στην Ελ-
λ�αδα την ηµ�ερα του Π�ασχα. Η µ�εση τιµ�η να ληφθε�ι και ως προς το
χρ�ονο ψησ�ιµατος και ως προς την κατε�υθυνση της σο�υ1λας. Υπο-
λογ�ιστε, επ�ισης, την τυπικ�η απ�οκλιση αυτο�υ του π�ινακα.

6. �Ενα αντικε�ιµενο στρ�εφεται µε γωνιακ�η ταχ�υτητα
W
, η οπο�ια εξαρ-

τ�αται απ�ο το χρ�ονο, �οπως ορ�ιζεται απ�ο τη σχ�εση�W � J � � � � 	>^ MN_ J 	 �iå �� & αν Z D � � J W � Z D � B � ��� & αν � Z D � B � � � J W � Z D � Z � �



198 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΤΡΟΦΕΣ & ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ

�οπου k φυσικ�ος αριθµ�ος. Υπολογ�ιστε τον αντ�ιστοιχο π�ινακα στρο-
φ�ης για κ�αθε χρονικ�ο δι�αστηµα σταθερ�ης κατε�υθυνσης και στη συ-
ν�εχεια υπολογ�ιστε �υστερα απ�ο π�οσο χρ�ονο το αντικε�ιµενο θα επι-
στρ�εψει στην αρχικ�η του θ�εση.

7. (i) Στα (λανθασµ�ενα) β�ηµατα του Νε�υτωνα : Επαναλ�α1ετε τον υπο-
λογισµ�ο του Νε�υτωνα �οσον αφορ�α στο πρ�ο1ληµα ρ�ιψης µιας π�ετρας
χωρ�ις αρχικ�η ταχ�υτητα απ�ο το �ανοιγµα εν�ος πηγαδιο�υ β�αθους æ
που βρ�ισκεται στον Ισηµεριν�ο. (α)Με τι ταχ�υτητα ως προς κ�αποιον
αδρανειακ�ο παρατηρητ�η, που βρ�ισκεται στο κ�εντρο της Γης, εκτο-
ξε�υεται η π�ετρα απ�ο τα χ�ερια αυτο�υ που την πετ�α; (β) Λ�υστε το
πρ�ο1ληµα της βολ�ης της π�ετρας µ�εσα σε οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο
µε την αρχικ�η ταχ�υτητα που υπολογ�ισατε προηγουµ�ενως, λαµ1�ανο-
ντας υπ�οψη σας �οτι το πηγ�αδι δεν ε�ιναι τ�οσο βαθ�υ £ωστε να αλλ�αζει
σηµαντικ�α η βαρ�υτητα. Υπολογ�ιστε π�οσο χρ�ονο θα χρειαστε�ι για να
φτ�ασει η π�ετρα στον πυθµ�ενα του πηγαδιο�υ. Υπολογ�ιστε π�οσο θα
�εχει µετακινηθε�ι η π�ετρα οριζ�οντια ως προς τον αδρανειακ�ο παρα-
τηρητ�η, στο χρ�ονο που χρει�αζεται για να φθ�ασει στον πυθµ�ενα του
πηγαδιο�υ. (γ)Καθ� �ολη τη δι�αρκεια της πτ£ωσης της π�ετρας µ�εσα στο
πηγ�αδι, ο πυθµ�ενας του πηγαδιο�υ µετακιν�ηθηκε και αυτ�ος λ�ογω της
περιστροφ�ης της Γης. Π�οσο συνολικ�α; (δ) Π�οσο µακρ�υτερα τελικ�α
θα π�εσει η π�ετρα απ�ο το σηµε�ιο που θα �επεφτε, αν δεν περιστρε-
φ�οταν η Γη; Η ακτ�ινα της Γης ε�ιναι

Í
και η γωνιακ�η ταχ�υτητα πε-

ριστροφ�ης της
W
. [Απ�αντηση : çè� � W � Z æ C � ��� (<w ) . Αυτ�ο ακρι1£ως

υπολ�ογισε και ο Νε�υτων.]

(ii) ∆ιορθ£ωνοντας τον Νε�υτωνα : �Ισως σκεφτε�ιτε �οτι η λ�υση που
�εδωσε ο Νε�υτων ε�ιναι λ�ιγο απλο°κ�η, αφο�υ δεν �ελα1ε υπ�οψη του τη
σφαιρικ�οτητα της Γης. ∆εν θα συµφωνο�υσατε, �οµως, µαζ�ι του αν
το πηγ�αδι ε�ιχε για παρ�αδειγµα β�αθος µ�ολις 1 χιλιοστ�ο; Σε αυτ�η την
περ�ιπτωση ε�ιναι φυσικ�ο να αγνο�ησει κανε�ις την καµπυλ�οτητα της
Γης, �οπως αγνοε�ι και τη µετα1ολ�η του � , αναµ�ενοντας µια τ�ετοια
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θε£ωρηση να επιφ�ερει διορθ£ωσεις αν£ωτερης τ�αξης στο αποτ�ελεσµα.
Ε�ιναι ορθ�η, �οµως, το�υτη η θε£ωρηση; Ας την εξετ�ασουµε ακολουθ£ω-
ντας τα παρακ�ατω β�ηµατα : (α) Η π�ετρα, καθ£ως εκτελε�ι την οριζ�ο-
ντια βολ�η που περιγρ�αψαµε στο ερ£ωτηµα (i) του προ1λ�ηµατος, απο-
µακρ�υνεται απ�ο την αρχικ�η κατακ�ορυφο που δι�ερχεται απ�ο το κ�ε-
ντρο τη Γης. Μην ξεχν�ατε �οτι το κ�εντρο της Γης δεν κινε�ιται ως προς
τον παρατηρητ�η µας! Π�οσο θα �εχει αποµακρυνθε�ι η π�ετρα απ�ο την
κατακ�ορυφο �υστερα απ�ο χρ�ονο

J
απ�ο την αρχ�η της πτ£ωσης της; (β)

Κατ�α την πτ£ωση της π�ετρας εµφαν�ιζεται µια συνιστ£ωσα της βαρυ-
τικ�ης �ελξης που ασκε�ιται στην π�ετρα µε οριζ�οντια προς τα π�ισω κα-
τε�υθυνση. ∆ε�ιξτε �οτι η εξ�ισωση οριζ�οντιας κ�ινησης, αν λ�α1ει κανε�ις
υπ�οψη του τη συνιστ£ωσα αυτ�η του β�αρους ε�ιναι é� � #�� W J

. Ολο-
κληρ£ωστε τη σχ�εση αυτ�η δυο φορ�ες µε τις κατ�αλληλες αρχικ�ες συν-
θ�ηκες £ωστε να υπολογ�ισετε την οριζ�οντια µετατ�οπιση της π�ετρας
που προκαλε�ι αυτ�η η δ�υναµη κατ�α το συνολικ�ο χρ�ονο πτ£ωσης. (γ)
Αφαιρ�εστε τη µετατ�οπιση του πυθµ�ενα του πηγαδιο�υ που υπολογ�ι-
σατε στο β�ηµα (γ) του ερωτ�ηµατος (i) για να υπολογ�ισετε τη θ�εση
πτ£ωσης της π�ετρας σχετικ�α µε τη θ�εση στην οπο�ια θα κατ�εληγε η
π�ετρα, αν δεν περιστρεφ�οταν η Γη. Συµφωνε�ι το αποτ�ελεσµα αυτ�ο
µε το αποτ�ελεσµα του Νε�υτωνα; [Απ�αντηση : çè� � )C W � Z æ C � ��� (<w ) .
Το αποτ�ελεσµα διαφ�ερει κατ�α B � c απ�ο αυτ�ο του Νε�υτωνα.]
(iii) Σκ�εφτεστε �αραγε µ�ηπως �ολα αυτ�α δεν ε�ιναι παρ�α τεχν�ασµατα
που αποσκοπο�υν στο να επιτευχθε�ι αριθµητικ�α το σωστ�ο αποτ�ελε-
σµα; Στο ερ£ωτηµα (ii), στο β�ηµα (α), υπολογ�ισαµε την οριζ�οντια απο-
µ�ακρυνση της π�ετρας υποθ�ετοντας �οτι η π�ετρα εκτελε�ι οµαλ�η κ�ι-
νηση οριζ�οντια και στη συν�εχεια, στο β�ηµα (β), υπολογ�ισαµε την ορι-
ζ�οντια συνιστ£ωσα της βαρυτικ�ης δ�υναµης που ασκε�ιται στην π�ετρα
και επι1�αλαµε επιτ�αχυνση στη δ�ηθεν οµαλ�η κ�ινηση. Ας ε�ιµαστε, λοι-
π�ον, περισσ�οτερο συνεπε�ις στις θεωρ�ησεις µας. (α) Αποδε�ιξτε �οτι η
οριζ�οντια συνιστ£ωσα της βαρυτικ�ης δ�υναµης που ασκε�ιται στην π�ε-
τρα, �οταν η π�ετρα θα �εχει µετακινηθε�ι οριζ�οντια κατ�α � , θα ε�ιναι� × � # � � � � Í (θεωρο�υµε �οτι η απ�οσταση απ�ο το κ�εντρο της Γης
παραµ�ενει σταθερ�η αφο�υ το πηγ�αδι δεν ε�ιναι πολ�υ βαθ�υ και εποµ�ε-
νως � � σταθερ�ο). Γρ�αψτε την εξ�ισωση κ�ινησης στον �αξονα � και,
αντικαθιστ£ωντας τις σωστ�ες αρχικ�ες συνθ�ηκες που υπολογ�ισατε στο
ερ£ωτηµα (i), αποδε�ιξτε �οτι η λ�υση ε�ιναι� � J � � W Ã Í C� ^ MN_ � J � � � Í �  
(β) Θ�εστε στη θ�εση του χρ�ονου το συνολικ�ο χρ�ονο πτ£ωσης της π�ε-
τρας που υπολογ�ισατε στο β�ηµα (i-β), αφαιρ�εστε, �οπως π�αντα, τη
µετατ�οπιση του πυθµ�ενα και θα λ�α1ετε το αποτ�ελεσµα της ζητο�υµε-
νης συνολικ�ης µετατ�οπισης της π�ετρας απ�ο την κατακ�ορυφο. Προς
�εκπληξ�η σας θα διαπιστ£ωσετε �οτι το αποτ�ελεσµα φα�ινεται να ε�ιναι
πολ�υ διαφορετικ�ο απ�ο �ολα τα προηγο�υµενα ! Παρατηρ�ηστε στη συ-
ν�εχεια �οτι η γων�ια µ�εσα στο ηµ�ιτονο ε�ιναι π�αρα πολ�υ µικρ�η, οπ�οτε
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µπορε�ιτε να αναπτ�υξετε το ηµ�ιτονο. (γ) Αρχικ�α κρατ�ηστε µ�ονο τον
πρ£ωτο �ορο. Το αποτ�ελεσµα συµφωνε�ι µε αυτ�ο του Νε�υτωνα. Κρα-
τ�ηστε, τ£ωρα, και το δε�υτερο �ορο του αναπτ�υγµατος. Η απ�αντηση
(αυτ�η του ερωτ�ηµατος (ii)) ε�ιναι της �ιδιας τ�αξης µεγ�εθους µε το προη-
γο�υµενο αποτ�ελεσµα. Τ£ωρα που αρχ�ισατε να γ�ινεστε καχ�υποπτοι
δοκιµ�αστε µ�ηπως θα �επρεπε να κρατ�ησετε και τον τρ�ιτο �ορο στο
αν�απτυγµα. Ε�ιναι χρ�ησιµος �η µ�ηπως ε�ιναι αν£ωτερης τ�αξης; Ποιο ε�ι-
ναι, λοιπ�ον, το σωστ�ο αποτ�ελεσµα σε πρ£ωτη προσ�εγγιση;

(iv) Η ενασχ�ολησ�η σας µε το παραπ�ανω πρ�ο1ληµα µ�αλλον �αρχισε
να κλον�ιζει την εµπιστοσ�υνη σας στο τι θα πρ�επει να θεωρο�υµε µι-
κρ�ο και αµελητ�εο και τι µεγ�αλο και υπολογ�ισιµο. ∆εν ε�ιστε εξαρ-
χ�ης σ�ιγουροι µε π�οση ακρ�ι1εια πρ�επει να λ�α1ετε τα δι�αφορα µεγ�εθη.
�Οσο για τη µετα1ολ�η του � που “αισθ�ανεται” η π�ετρα καθ£ως π�εφτει
δεν χρει�αζεται να τη συµπεριλ�α1ουµε, αφο�υ, �οπως αποδεικν�υεται,
οδηγε�ι σε διορθ£ωσεις αν£ωτερης τ�αξης. Ας απελευθερωθο�υµε, λοι-
π�ον, απ�ο τη θε£ωρηση του Νε�υτωνα και ας λ�υσουµε το πρ�ο1ληµ�α
µας στο µη αδρανειακ�ο περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα της Γης. �Αλλω-
στε, γιατ�ι να µην αξιοποι�ησουµε τις γν£ωσεις µας σχετικ�α µε τα µη
αδρανειακ�α συστ�ηµατα; (α) ∆ε�ιξτε �οτι η δ�υναµη Coriolis που ασκε�ι-
ται στην π�ετρα, καθ£ως αυτ�η κατευθ�υνεται προς τα κ�ατω, εν£ω το πη-
γ�αδι µαζ�ι µε τη Γη στρ�εφονται απ�ο τα αριστερ�α προς τα δεξι�α �οπως
στο παραπ�ανω σχ�ηµα, �εχει τη φορ�α που φα�ινεται στο σχ�ηµα και µ�ε-
τρο

�¬ê � Z � W j Ø . (β) Υπολογ�ιστε την κατακ�ορυφη ταχ�υτητα της
π�ετρας j Ø σαν να επρ�οκειτο για απλ�η κατακ�ορυφη πτ£ωση και στη
συν�εχεια ολοκληρ£ωστε την εξ�ισωση κ�ινησης για την οριζ�οντια κ�ι-
νηση (διπλ�η ολοκλ�ηρωση)£ωστε να υπολογ�ισετε την οριζ�οντια µετα-
τ�οπιση της π�ετρας συναρτ�ησει του χρ�ονου. Προσ�εξτε �οτι οι αρχικ�ες
συνθ�ηκες εδ£ω ε�ιναι διαφορετικ�ες. Στο σ�υστηµα της Γης η π�ετρα ε�ι-
ναι αρχικ�α ακ�ινητη. (γ) Τ�ελος, θ�εστε το συνολικ�ο χρ�ονο πτ£ωσης της
π�ετρας στη συν�αρτηση της οριζ�οντιας θ�εσης και ιδο�υ η ζητο�υµενη
µετατ�οπιση! �Οπως διαπιστ£ωνετε, η µετατ�οπιση που βρ�ηκατε ε�ιναι
�ιδια µε εκε�ινη του ερωτ�ηµατος (ii) και (iii) (�οταν κρατ�ησατε και το
δε�υτερο �ορο στο αν�απτυγµα).

(v) Ανεξ�αρτητα απ�ο το Νε�υτωνα και τα µη αδρανειακ�α συστ�ηµατα :
Ας ξεκιν�ησουµε, τ£ωρα, κ�απως διαφορετικ�α. Αςαποφ�υγουµε τη θε£ω-
ρηση του Νε�υτωνα που �οπως ε�ιδαµε µας προκ�αλεσε σ�υγχυση και
µας δηµιο�υργησε ανασφ�αλεια σχετικ�α µε το ποιοι �οροι ε�ιναι σηµα-
ντικο�ι και ποιοι δεν ε�ιναι. Ας ξεχ�ασουµε και τα µη αδρανειακ�α συ-
στ�ηµατα που �οπως γνωρ�ιζουµε περιγρ�αφουν τη συµπεριφορ�α των
µηχανικ£ων συστηµ�ατων β�ασει ψευδοδυν�αµεων. Υπ�αρχει τελικ�α κα-
µι�α διατηρο�υµενη ποσ�οτητα για την π�ετρα; Φυσικ�α και υπ�αρχει [ ε�ι-
ναι η στροφορµ�η της, αφο�υ η π�ετρα κινε�ιται σε πεδ�ιο κεντρικ£ων δυ-
ν�αµεων. (α) ∆ε�ιξτε �οτι η διατ�ηρηση της στροφορµ�ης της π�ετρας επι-
1�αλλει

W/Í ) �ìë � Í # � � ) , �οπου ë η στιγµια�ια γωνιακ�η ταχ�υτητα
περιστροφ�ης της π�ετρας γ�υρω απ�ο το κ�εντρο της Γης και

W
η γω-

νιακ�η ταχ�υτητα περιστροφ�ης της Γης. Η πτ£ωση κατ�α � της π�ετρας
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µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο της Γης δ�ινεται µε απ�ολυτη ορθ�οτητα για
µικρ�α β�αθη απ�ο τη γνωστ�η σας απ�ο το σχολε�ιο σχ�εση � � () � J ) . (β)
Ολοκληρ£ωστε τη γωνιακ�η ταχ�υτητα í ë IKJ , αφο�υ αναπτ�υξτε την ë
σε �ορους τ�αξης

� � � Í � < , για να βρε�ιτε τη γωνιακ�η µετατ�οπιση που θα
�εχει υποστε�ι η π�ετρα µ�εχρι να φθ�ασει στον πυθµ�ενα του πηγαδιο�υ.
(γ) Υπολογ�ιστε και τη γωνιακ�η µετατ�οπιση του πυθµ�ενα του πηγα-
διο�υ καθ� �ολο αυτ�ο το χρονικ�ο δι�αστηµα. (δ) Η διαφορ�α των δ�υο
γωνιακ£ων µετατοπ�ισεων πολλαπλασιασµ�ενη µε την ακτινικ�η θ�εση
του πυθµ�ενα

Í # æ θα δ£ωσει την πολυσυζητηµ�ενη µετατ�οπιση της
π�ετρας. Αποφασ�ιστε µ�εχρι ποιας τ�αξης �ορους πρ�επει να κρατ�ησετε
και γρ�αψτε το αποτ�ελεσµα. Τ£ωρα πια θα πρ�επει να νι£ωθετε περισ-
σ�οτερη σιγουρι�α για το σωστ�ο αποτ�ελεσµα!

8. Υπολογισµ�ος του σχ�ηµατος της επιφ�ανειας της Γης : Θεωρ�ηστε �οτι
στην επιφ�ανεια του πλαν�ητη Γη το βαρυτικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι#ïîcð ��� C  
Αποδε�ιξτε �οτι Í

Ι
# Í

Π
� W ) Í C

Ι

Í
ΠZ îcð &

�οπου
Í
Ι η απ�οσταση του Ισηµερινο�υ απ�ο το κ�εντρο του πλαν�ητη

και
Í
Π η απ�οσταση των Π�ολων απ�ο το κ�εντρο του πλαν�ητη. Εκτι-

µ�ηστε τη διαφορ�α
Í
Ι
# Í

Π για τη Γη, θεωρ£ωντας �οτι
Í
Ι ñ Í

Π
�ò � \K\CóUO

. ∆�ινεται η µ�αζα της Γης ð � ò � B \ ) 4 ó¦ô , î � ò  ò³õ � B \ � (�(ö [ O ) [ ó¦ô � ) και W � Z ����÷ ò � \K\ ^�� ( .
9. Υπολογισµ�ος της π�ιεσης στο κ�εντρο ανεµοστρ�ο1ιλου : Οιανεµοστρ�ο-
1ιλοι ε�ιναι ισχυρ�οτατοι, σχεδ�ον κατακ�ορυφοι, στρ�ο1ιλοι, οι οπο�ιοι
κατ�α το χρονικ�ο δι�αστηµα των 30 min, που ε�ιναι η τυπικ�η δι�αρκεια
ζω�ης τους, προκαλο�υν τερ�αστιες καταστροφ�ες. Η διαδικασ�ια δηµι-
ουργ�ιας τους δεν �εχει εξηγηθε�ι �εως σ�ηµερα πλ�ηρως. Αποδε�ιξτε �οτι
η π�ιεση στο �εδαφος στο κ�εντρο του ανεµοστρ�ο1ιλου ε�ιναι� � � T ð$#&% � # ë ) � )TZ Í|ø p � &
�οπου

� T η π�ιεση στο �εδαφος εκτ�ος του ανεµοστρ�ο1ιλου, � T η ακτ�ινα
του ανεµοστρ�ο1ιλου,

ë η γωνιακ�η ταχ�υτητα περιστροφ�ης του και p
η θερµοκρασ�ια του α�ερα. Ο ανεµοστρ�ο1ιλος θεωρε�ιται ισ�οθερµος.
Ε�αν η θερµοκρασ�ια ε�ιναι 288Κκαι ο ανεµοστρ�ο1ιλος �εχει ακτ�ινα � T ,
εν£ω η π�ιεση στο �εδαφος ε�ιναι 1000 mb και η ταχ�υτητα του αν�εµουB \K\�O [ ^�� ( , π�οση ε�ιναι η κεντρικ�η π�ιεση; (Για τον α�ερα η τιµ�η της
σταθερ�ας του αερ�ιου ε�ιναι

Í|ø � Í �
MB

� Z ÷ õ�ù [ Æ � ( [ ó¦ô � ( , �οπου
MB ε�ιναι η γραµµοµοριακ�η µ�αζα του α�ερα).

10. Γνωρ�ιζουµε �οτι, �οταν στρ�εφεται το σ�υστηµα συντεταγµ�ενων, δ�υο δια-
ν�υσµατα του ευκλε�ιδειου χ£ωρου αλλ�αζουν συνιστ£ωσες, εν£ω το εσω-
τερικ�ο τους γιν�οµενο παραµ�ενει αναλλο�ιωτο. Το �ιδιο ισχ�υει και για
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το χωρ�οχρονο και τα τετραν�υσµατα που κατασκευ�αζει κανε�ις σε αυ-
τ�ον. Η µ�ονη διαφορ�α απ�ο τον ευκλε�ιδειο χ£ωρο ε�ιναι �οτι το εσωτε-
ρικ�ο γιν�οµενο ορ�ιζεται ως�H J 4 M [ �ú J 4 M % HXû úcü�ý û ü � # H T ú T � H ( ú ( � H ) ú ) � H C ú C
κατ� αναλογ�ιαν µε το µ�ετρο του τετραν�υσµατος της θ�εσης. Ο δε�ι-
κτης J 4 M �εχει εισαχθε�ι προκειµ�ενου να διακρ�ινει τα τετραν�υσµατα α-
π�ο τα διαν�υσµατα του τρισδι�αστατου ευκλε�ιδειου χ£ωρου. Παρ�αλ-
ληλα, η κλ�ιση του τετραν�υσµατος της τετραταχ�υτητας µε το χρο-
νικ�ο �αξονα ε�ιναι η ταχ�υτητα κ�ινησης του σωµατιδ�ιου στο οπο�ιο ανα-
φ�ερεται η τετραταχ�υτητα. Υπολογ�ιστε λοιπ�ον το εσωτερικ�ο γιν�ο-
µενο των τετραταχυτ�ητων δ�υο σωµατιδ�ιων και συν�αγετε απ�ο αυτ�ο
το µ�ετρο της σχετικ�ης ταχ�υτητας των δ�υο σωµατιδ�ιων. Σκεφθε�ιτε
γιατ�ι αυτ�ο το αναλλο�ιωτο µ�εγεθος ε�ιναι η µοναδικ�η ποσ�οτητα που
θα µπορο�υσε να σχετ�ιζεται µε τη σχετικ�η ταχ�υτητα των σωµατιδ�ιων.

11. Ξεκιν£ωντας απ�ο τη µορφ�η του π�ινακα µετασχηµατισµο�υ L 4 της σχ�ε-
σης (6.53) στον δισδι�αστατο χ£ωρο των

J & � υπολογ�ιστε το γενν�ητορα
του αντ�ιστοιχου µετασχηµατισµο�υ προ£ωθησης, �οπως κ�αναµε και µε
τις στροφ�ες στο εδ�αφιο 6.9. Ακολουθ£ωντας την �ιδια µ�εθοδο που
ακολουθ�ησαµε στις ευκλε�ιδειες στροφ�ες οικοδοµ�ηστε το µετασχη-
µατισµ�ο πεπερασµ�ενης προ£ωθησης απ�ο το γενν�ητορα του µετασχη-
µατισµο�υ. Μετα1α�ινοντας, τ£ωρα, στον τετραδι�αστατο χ£ωρο του
Minkowski υπολογ�ιστε τους µεταθ�ετες µεταξ�υ �ολων των γεννητ�ο-
ρων προ£ωθησης καθ£ως και τους µεταθ�ετες µεταξ�υ �ολων των γεννη-
τ�ορων προ£ωθησης και των ευκλε�ιδειων στροφ£ων.


