
Κεφ�αλαιο 4

Απ�ο την Αρχ�η του D’ Alembert
στην Αρχ�η της Ισοδυναµ�ιας

“Αν στο µν�ηµα σας
χαρ�αξουν κ�ατι τ�ετοιο,
τ�οτε τα π�ατε περ�ιφηµα.”

Richard Feynman

Σχ�ηµα 4.1: Το σχ�εδιο αυτ�ο ε�ιναι χαραγµ�ενο στο µν�ηµα του φλαµανδο�υ µηχανικο�υ Simon
Stevin [1548-1620]. Οι κ�αθετες πλευρ�ες του απ�ολυτα λε�ιου κεκλιµ�ενου επιπ�εδου �εχουν
λ�ογο 2:1. Το ερ£ωτηµα που τ�ιθεται ε�ιναι αν η αλυσ�ιδα του Σχ�ηµατος θα κινε�ιται αεν�αως.
Σ�ηµερα γνωρ�ιζουµε �οτι, µολον�οτι η αριστερ�η πλευρ�α της αλυσ�ιδας �εχει διπλ�ασιο β�αρος
απ�ο τη δεξι�α, οι γων�ιες ε�ιναι τ�ετοιες £ωστε το σ�υστηµα να βρ�ισκεται σε ισορροπ�ια. Στο
κεφ�αλαιο αυτ�ο θα διευρ�υνουµε την �εννοια της ισορροπ�ιας των δυν�αµεων �ετσι £ωστε να
µπορο�υµε να περιγρ�αψουµε τη δυναµικ�η των µηχανικ£ων συστηµ�ατων µε �ορους στατι-
κ�ης.

4.1 Απ�ο τη δυναµικ�η στη στατικ�η

Στη νευτ£ωνεια µηχανικ�η οι δυν�αµεις κατ�εχουν πρωταρχικ�ο ρ�ολο και
θεωρο�υνται εκ των προτ�ερων γνωστ�ες. �Οταν, για παρ�αδειγµα, διατυπ£ω-
νουµε το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα που περιγρ�αφει την κ�ινηση εν�ος σω-
µατιδ�ιου ������ ����
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θεωρο�υµε �οτι η µ�αζα, η επιτ�αχυνση αλλ�α και η δ�υναµη ε�ιναι �εννοιες ανε-
ξ�αρτητες η µ�ια απ�ο την �αλλη και οι αριθµητικ�ες τιµ�ες τους, σε κ�αθε πε-Η δ�υναµη κατ�α τον

Νε�υτωνα ρ�ιπτωση, συνδ�εονται µ�εσω της παραπ�ανω σχ�εσης. Αν η δ�υναµη οριζ�ο-
ταν µ�εσω του δε�υτερου ν�οµου του Νε�υτωνα, τ�οτε ο ν�οµος αυτ�ος δεν θα
�ηταν τ�ιποτε �αλλο παρ�α �ενας ορισµ�ος της �εννοιας της δ�υναµης χωρ�ις κα-
ν�ενα ουσιαστικ�ο φυσικ�ο περιεχ�οµενο. Η δ�υναµη που ασκε�ιται σε �ενα σω-
µατ�ιδιο �εχει υλικ�η υπ�οσταση και ε�ιναι ανεξ�αρτητη απ�ο την επ�ιπτωση που
αυτ�η �εχει στην κ�ινηση του σωµατιδ�ιου. Μεταξ�υ δ�υο βαρυτικ£ων σωµ�ατων,
για παρ�αδειγµα, ασκε�ιται η ελκτικ�η δ�υναµη της βαρ�υτητας, η οπο�ια ε�ι-
ναι υπε�υθυνη για την κ�ινηση των σωµ�ατων γ�υρω απ�ο το κ�εντρο µ�αζας
τους. Σε �ενα µ�ηλο επ�ισης που ισορροπε�ι επ�ανω σε �ενα τραπ�εζι ασκο�υ-
νται δ�υο δυν�αµεις που αλληλοεξουδετερ£ωνονται : η βαρυτικ�η �ελξη απ�ο
τη Γη και η αντ�ιδραση του τραπεζιο�υ, που οφε�ιλεται στην ηλεκτροµαγνη-
τικ�η αλληλεπ�ιδραση των µορ�ιων του µ�ηλου και του τραπεζιο�υ, τα οπο�ια
βρ�ισκονται σε “επαφ�η”. Ε�αν σπρ£ωξουµε το µ�ηλο και αυτ�ο αρχ�ισει να κι-
νε�ιται επ�ανω στο τραπ�εζι πιθαν�οτατα θα ασκηθε�ι σε αυτ�ο επιπλ�εον κ�α-
ποια δ�υναµη τρι1�ης, η οπο�ια ε�ιναι και αυτ�η ηλεκτροµαγνητικ�ης φ�υσεως.
Σε κ�αθε περ�ιπτωση το α�ιτιο της δ�υναµης θεωρε�ιται γνωστ�ο και δεδοµ�ε-
νων των δυν�αµεων, η κ�ινηση του σ£ωµατος µπορε�ι να περιγραφε�ι πλ�ηρως
ε�αν ε�ιναι γνωστ�ες οι αρχικ�ες συνθ�ηκες της κ�ινησης. Στα παραδε�ιγµατα
που αναφ�εραµε οι δυν�αµεις ε�ιναι η βαρυτικ�η �ελξη, οι ηλεκτροµαγνητικ�ες
δυν�αµεις, που αναπτ�υσσονται µεταξ�υ των νεφ£ων των ηλεκτρον�ιων των
µορ�ιων του µ�ηλου και του τραπεζιο�υ που πλησι�αζουν το �ενα το �αλλο και
προκαλο�υν την αντ�ιδραση που ασκε�ι το τραπ�εζι στο µ�ηλο καθ£ως και τη
δ�υναµη της τρι1�ης που επι1ραδ�υνει την κ�ινηση του σ£ωµατος, και τ�ελος
η £ωθηση απ�ο το χ�ερι µας. Επισηµα�ινουµε, ακ�οµη, �οτι ο δε�υτερος ν�οµος
του Νε�υτωνα αναφ�ερεται σε κ�αποιο αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας, η
�υπαρξη του οπο�ιου �εχει εξασφαλιστε�ι απ�ο τον πρ£ωτο ν�οµο του Νε�υτωνα.
Περιγρ�αψαµε παραπ�ανω µε αδρ�ες γραµµ�ες το πλα�ισιο της νευτ£ωνειας

θε£ωρησης σ�υµφωνα µε το οπο�ιο η δ�υναµη ε�ιναι µ�ια ανεξ�αρτητη �εννοια
που �εχει συγκεκριµ�ενη υλικ�η προ�ελευση. �Εχοντας διευκριν�ισει ποιο ε�ι-
ναι το ν�οηµα των πραγµατικ£ων δυν�αµεων, µπορο�υµε τ£ωρα να κ�ανουµε
�ενα ακ�οµη β�ηµα και να ορ�ισουµε ν�εες ποσ�οτητες τ�υπου δ�υναµης, δ�ιχως να
υπ�αρχει κ�ινδυνος παραν�οησης. Υπ�ο αυτ�ο το πρ�ισµα ορ�ιζουµε ως ενεργ�ο
“δ�υναµη” την ποσ�οτητα �	 �
������
Με αυτ�ο τον ορισµ�ο ο δε�υτερος ν�οµος του Νε�υτωνα λαµ1�ανει τη µορφ�η���
���� �	�� ��� �
η οπο�ια µπορε�ι να θεωρηθε�ι �οτι περιγρ�αφει την ισορροπ�ια µεταξ�υ της α-
σκο�υµενης πραγµατικ�ης δ�υναµης και της αντ�ιθετης της ενεργο�υ “δ�υνα-
µης”, την οπο�ια καλο�υµε δ�υναµη αδρ�ανειας�	�������� � ������
Η παραπ�ανω σχ�εση εκφρ�αζει στην ουσ�ια την ισορροπ�ια του σ£ωµατος που
αντιλαµ1�ανεται �ενας παρατηρητ�ης, ο οπο�ιος κινε�ιται µαζ�ι µε το σ£ωµα και
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δεν ε�ιναι εν γ�ενει αδρανειακ�ος. Αυτ�η η σχ�εση ισορροπ�ιας µπορε�ι να επε-
κταθε�ι και σε �ενα σ�υστηµα σωµατιδ�ιων�� ���!  
 �	 �����! �"� �

(4.1)

�οπου
���!  
ε�ιναι η εκ�αστοτε πραγµατικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται στο # -οστ�ο

σωµατ�ιδιο απ�ο το κ�αθε α�ιτιο $ και �	 �����! � � � ! �� ! ε�ιναι η “δ�υναµη” αδρ�α-
νειας του # -οστο�υ σωµατιδ�ιου. Αυτ�η ε�ιναι η αρχ�η που διατ�υπωσε ο γ�αλλος
µαθηµατικ�ος Jean Le Rond D’ Alembert [1717-1783] το 1743. Η αρχ�η του D’

Alembert : η κ�ινηση

ως “ισορροπ�ια”Οι δυν�αµεις αδρ�ανειας εν�ος σωµατιδ�ιου και οι ασκο�υµενες σε
αυτ�ο πραγµατικ�ες δυν�αµεις βρ�ισκονται σε ισορροπ�ια �η ισοδυ-
ν�αµως, η συνισταµ�ενη των δυν�αµεων που ασκο�υνται σε �ενα
σωµατ�ιδιο ε�ιναι µηδενικ�η, αν συµπεριλ�α1ουµε στις δυν�αµεις
και τις δυν�αµεις αδρ�ανειας.

Η αρχ�η αυτ�η δεν προσφ�ερει προς το παρ�ον τ�ιποτε το καινο�υργιο στη
δυναµικ�η του Νε�υτωνα, αλλ�α, �οπως θα δο�υµε, η αλλαγ�η θε£ωρησης και
αναγωγ�ης του δυναµικο�υ προ1λ�ηµατος σε στατικ�ο πρ�ο1ληµα οδηγε�ι σε
πολ�υ ενδιαφ�ερουσες γενικε�υσεις. Β�ε1αια, η αρχ�η του D’ Alembert µετα-
τρ�επει µ�ονο φορµαλιστικ�α το δυναµικ�ο πρ�ο1ληµα σε πρ�ο1ληµα στατικ�ης.
Η �εκφραση (4.1), µολον�οτι ε�ιναι τυπικ�α συνθ�ηκη ισορροπ�ιας εν�ος σ£ωµα-
τος, περιλαµ1�ανει τις “δυν�αµεις” αδρ�ανειας, οι οπο�ιες ε�ιναι αν�αλογες των
επιταχ�υνσεων και συνεπ£ως η συνθ�ηκη ισορροπ�ιας δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο
απ�ο µια διαφορικ�η εξ�ισωση της κ�ινησης του σ£ωµατος.

4.2 Αρχ�η των δυνατ£ων �εργων

Γνωρ�ιζουµε �οτι �ενα σ£ωµα βρ�ισκεται σε ισορροπ�ια �οταν η συνολικ�η
πραγµατικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται σε αυτ�ο ε�ιναι µηδενικ�η. Μπορε�ι, �οµως,
να δοθε�ι µια ακ�οµη πιο χρ�ησιµη διατ�υπωση της συνθ�ηκης ισορροπ�ιας. Ας
θεωρ�ησουµε �ενα σωµατ�ιδιο, το οπο�ιο, εν£ω βρ�ισκεται σε ισορροπ�ια, µετα-
τοπ�ιζεται απειροελ�αχιστα. Το διαφορικ�ο �εργο των δυν�αµεων σε αυτ�η την
περ�ιπτωση θα ε�ιναι µηδενικ�ο. �Ετσι, µπορο�υµε να ορ�ισουµε την κατ�α- Η αρχ�η των δυνατ£ων

�εργων ως συνθ�ηκη

ισορροπ�ιας

σταση ισορροπ�ιας εν�ος συστ�ηµατος σωµατιδ�ιων ως την κατ�ασταση κατ�α
την οπο�ια �ολες οι απειροστ�ες µετατοπ�ισεις των σωµατιδ�ιων δεν παρ�αγουν
�εργο. Αυτ�η η διατ�υπωση της αρχ�ης της ισορροπ�ιας, που ονοµ�αζεται αρχ�η
των δυνατ£ων �εργων, δ�οθηκε ουσιαστικ�α απ�ο τον Stevin το 1586, ο οπο�ιος
κατ�εληξε σε αυτ�ην ξεκιν£ωντας απ�ο την υπ�οθεση �οτι δεν υπ�αρχει α�εναη
κ�ινηση που να παρ�αγει �εργο, �οτι, δηλαδ�η, δεν υπ�αρχουν αεικ�ινητα.

Ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξουµε �οτι η αρχ�η των δυνατ£ων �εργων συνεπ�αγεται
κατ�ασταση ισορροπ�ιας στην περ�ιπτωση % σωµατιδ�ιων στα οπο�ια ασκο�υ-
νται εξωτερικ�ες δυν�αµεις αλλ�α και δυν�αµεις αλληλεπ�ιδρασης τ�ετοιες£ωστε
τα σωµατ�ιδια να βρ�ισκονται σε κατ�ασταση ισορροπ�ιας. �Εστω �οτι σε κ�αθε

σωµατ�ιδιο ασκε�ιται συνολικ�η δ�υναµη
���!
, �οπου # ο δε�ικτης του σωµατιδ�ιου
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και & �' ! µια απειροστ�η µετατ�οπιση αυτο�υ.1 Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η αρχ�η
των δυνατ£ων �εργων απαιτε�ι οποιαδ�ηποτε µετατ�οπιση & �' ! απ�ο την κατ�α-
σταση ισορροπ�ιας να παρ�αγει µηδενικ�ο συνολικ�ο �εργο, δηλαδ�η

&)( �+*� !-,/. ���!10 & �' ! �"�2� (4.2)

Αφο�υ οι µετατοπ�ισεις ε�ιναι ανεξ�αρτητες µεταξ�υ τους και αυθα�ιρετες η354
¡ 6/7 498):<;= ><?A@ ;BCD= 8
 
@E=
  FHG ;= F C 8 F = ¡ ?)B ”

Σχ�ηµα 4.2: Χαρακτικ�ο του Holzschnitt Mechanics Magazine (London) του 1824 που πα-
ριστ�ανει τον Αρχιµ�ηδη να ανυψ£ωνει τη Γη µε �ενα µοχλ�ο. Η ισορροπ�ια µεταξ�υ των δυ-
ν�αµεων του Αρχιµ�ηδη και του υποτιθ�εµενου “β�αρους” της Γης βρ�ισκεται σε συµφων�ια
µε την αρχ�η των δυνατ£ων �εργων. Οποιαδ�ηποτε νοητ�η µετατ�οπιση του συστ�ηµατος, ε�ιτε
προς τη µια ε�ιτε προς την �αλλη κατε�υθυνση, καταλ�ηγει σε µηδενικ�ο συνολικ�ο �εργο των
δ�υο δυν�αµεων.

παραπ�ανω αρχ�η συνεπ�αγεται �οτι η συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται σε κ�αθε
σωµατ�ιδιο πρ�επει να µηδεν�ιζεται,���! �"� �

(4.3)

για κ�αθε # , δι�οτι, �οταν µετατοπ�ιζεται µ�ονο το # -στ�ο σωµατ�ιδιο, η σχ�εση
(4.2) απαιτε�ι ���!10 & �' ! �"� � (4.4)

για κ�αθε µετ�οπιση του σωµατιδ�ιου κατ�α & �' ! , οπ�οτε η συνολικ�η δ�υναµη
που ασκε�ιται στο # -στ�ο σωµατ�ιδιο πρ�επει να ε�ιναι µηδενικ�η. Το�υτο ισχ�υει,
αφο�υ σ�υµφωνα µε την σχ�εση (4.4) το δι�ανυσµα

���!
ε�ιναι κ�αθετο σε κ�αθε & �' !

και το µ�ονο δι�ανυσµα που ε�ιναι κ�αθετο σε �ολα τα διαν�υσµατα του χ£ωρου
ε�ιναι το µηδενικ�ο. Επιπλ�εον, αφο�υ το σωµατ�ιδιο που µετατοπ�ιστηκε �ηταν

1�Ισως αναρωτι�εστε γιατ�ι χρησιµοποιο�υµε το σ�υµ1ολο IKJL αντ�ι του M�JL . Αν και στο
σηµε�ιο αυτ�ο η επιλογ�η δεν �εχει ιδια�ιτερη σηµασ�ια, αυτ�η �εγινε για να αποφευχθε�ι οποια-
δ�ηποτε σ�υγχυση µε την πραγµατικ�η κ�ινηση των σωµατιδ�ιων. Οι απειροστ�ες µετατοπ�ισεις
µε τις οπο�ιες ασχολο�υµαστε ε�ιναι υποθετικ�ες µετατοπ�ισεις τις οπο�ιες υιοθετο�υµε στη µε-
λ�ετη µας προκειµ�ενου να µετρ�ησουµε το �εργο των δυν�αµεων αν οι µετατοπ�ισεις αυτ�ες
πραγµατοποιο�υνταν.
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τυχα�ιο, συµπερα�ινουµε �οτι η συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται σε κ�αθε σω-
µατ�ιδιο πρ�επει να µηδεν�ιζεται για να �εχουµε ισορροπ�ια, να ικανοποιε�ιται,
δηλαδ�η, η κλασικ�η συνθ�ηκη ισορροπ�ιας. Στο σηµε�ιο αυτ�ο �ισως συλλογι-
στε�ιτε �οτι η αν�αλυσ�η µας ε�ιναι µ�αλλον αν�οητη. Ξεκιν�ησαµε απ�ο κ�ατι πολ�υ
απλ�ο, το µηδενισµ�ο των δυν�αµεων ως συνθ�ηκη ισορροπ�ιας, για να το επα-
ναδιατυπ£ωσουµε στην πολ�υ πιο σ�υνθετη µορφ�η : ο µηδενισµ�ος των δυνα-
τ£ων �εργων αποτελε�ι συνθ�ηκη ισορροπ�ιας. Η πορε�ια που ακολουθ�ησαµε
ε�ιναι αντ�ιστροφη απ�ο τη συν�ηθη διαδροµ�η που �εχουµε µ�αθει να ακολου-
θο�υµε στη φυσικ�η

0
συν�ηθως ξεκιν£ωντας απ�ο �ενα φαιν�οµενο

που ε�ιναι πολ�υ σ�υνθετο προσπαθο�υµε να διατυπ£ωσουµε αρχ�ες �οσο το δυ-
νατ�ον πιο απλ�ες που να περιγρ�αφουν την ουσ�ια του φαινοµ�ενου. Πρ�οκει-
ται, �οµως, για µια επαναδιατ�υπωση που µε την ενσωµ�ατωση των “δυν�α-
µεων” αδρ�ανειας οδηγε�ι στην αρχ�η του Χ�αµιλτον –η οπο�ια, �οπως �εχουµε
δε�ιξει, αποτελε�ι µια αρχ�η ευρ�υτερη απ�ο τους ν�οµους του Νε�υτωνα– και
επιπλ�εον µας δ�ινει τη δυνατ�οτητα να συµπεριλ�α1ουµε στο λαγκρανζιαν�ο
φορµαλισµ�ο δεσµευµ�ενες κιν�ησεις σωµατιδ�ιων.

�Ασκηση 4.1. Σ�υµφωνα µε τη σχ�εση (4.4) το δι�ανυσµα JNPO ε�ιναι κ�αθετο σε κ�αθε µε- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
τατ�οπιση IKJL O . (α) ∆ε�ιξτε �οτι το µ�ονο δι�ανυσµα που ε�ιναι κ�αθετο σε �ολα τα διαν�υσµατα
ε�ιναι το µηδενικ�ο. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση το IKJL O αν�ηκει στον τρισδι�αστατο διανυσµα-
τικ�ο χ£ωρο. (β) Αν το IKJL O κε�ιται σε �ενα επ�ιπεδο (αν�ηκει σε �ενα δισδι�αστατο διανυσµατικ�ο
χ£ωρο), ε�ιναι δηλαδ�η IKJL O<Q ISR2JT5U IV7 JW , �οπου JT και JW σταθερ�α µη συγγραµµικ�α διαν�υ-
σµατα και τα ISR , IV7 λαµ1�ανουν πραγµατικ�ες τιµ�ες, τι συµπερα�ινετε για τη δ�υναµη JNPO ;
Εκφρ�αστε σε αυτ�η την περ�ιπτωση τη δ�υναµη συναρτ�ησει των JT και JW . (γ)Τ�ελος, αν το IKJL O
κε�ιται σε µ�ια ευθε�ια (αν�ηκει σε �ενα µονοδι�αστατο χ£ωρο), τι συµπερα�ινετε για τη δ�υναµηJNPO ; Ποια ε�ιναι η δι�ασταση του χ£ωρου στον οπο�ιο αν�ηκει η JNPO ; (δ) Σε κ�αθε περ�ιπτωση
ποιο ε�ιναι το �αθροισµα των διαστ�ασεων του χ£ωρου στον οπο�ιο αν�ηκει η JNPO και το IKJL O αν
ικανοποιε�ιται η (4.4); Μπορε�ιτε να γενικε�υσετε το συµπ�ερασµα σας �οταν η δ�υναµη και
οι µετατοπ�ισεις αν�ηκουν σε �εναν X -δι�αστατο χ£ωρο;

4.3 Η αρχ�η του Χ�αµιλτον σε δεσµευµ�ενη

κ�ινηση

Σε το�υτο το εδ�αφιο θα βασιστο�υµε στην αρχ�η του Χ�αµιλτον για να πε-
ριγρ�αψουµε την εξ�ελιξη εν�ος µηχανικο�υ συστ�ηµατος, �οταν αυτ�ο υπ�οκει-
ται σε κ�αποιους δεσµο�υς, εκµεταλλευ�οµενοι την αρχ�η τουD’Alembert –η
οπο�ια δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο µια ιδι�ορρυθµη γραφ�η του δε�υτερου ν�ο-
µου τουΝε�υτωνα– και την �ακρως “παρανοικ�η”, σε πρ£ωτη αν�αγνωση, συν-
θ�ηκη ισορροπ�ιας, την αρχ�η των δυνατ£ων �εργων.2

2Η πορε�ια που θα περιγρ�αψουµε ακολουθε�ι αντ�ιστροφα τα ιστορικ�α β�ηµατα του La-
grange στην προσπ�αθει�α του να απελευθερ£ωσει τις εξισ£ωσεις του Νε�υτωνα απ�ο τις δυ-
ν�αµεις που αναπτ�υσσονται µεταξ�υ των συνδ�εσµων. Μολον�οτι τα β�ηµατα του Lagrange
οδηγο�υν, απ�ο φορµαλιστικ�ης �αποψης, στην αρχ�η του Χ�αµιλτον, απ�εχουν πολ�υ απ�ο το



92 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΑΡΧΗ ΤΟΥ D’ ALEMBERT

Ας θεωρ�ησουµε, λοιπ�ον, �ενα σ�υστηµα % σωµατιδ�ιων, το καθ�ενα µε
µ�αζα � ! , τα οπο�ια αλληλεπιδρο�υν µεταξ�υ τους, εν£ω παρ�αλληλα ασκο�υ-
νται σε αυτ�α και εξωτερικ�ες δυν�αµεις που προ�ερχονται απ�ο δι�αφορα εξω-
τερικ�α πεδ�ια. Προς το παρ�ον, τα σωµατ�ιδια ε�ιναι ελε�υθερα να κινο�υνται
υπ�ο την επ�ιδραση των διαφ�ορων δυν�αµεων χωρ�ις καµ�ια δ�εσµευση. Συµ-
1ολ�ιζουµε µε Y τη συνολικ�η δυναµικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατος, �ετσι£ωστε
η δ�υναµη που ασκε�ιται στο # -οστ�ο σωµατ�ιδιο που βρ�ισκεται στη θ�εση �' !
να ε�ιναι ���! � � �Z�! Y � �\[ Y[ �' ! � (4.5)

Στο Κεφ�αλαιο 2 δε�ιξαµε την ισοδυναµ�ια µεταξ�υ του δε�υτερου ν�οµου του
Νε�υτωνα και της αρχ�ης τουΧ�αµιλτον, �οταν γρ�αψαµε τη µετα1ολ�η της δρ�α-
σης για το σ�υστηµα των σωµατιδ�ιων σε πρ£ωτη τ�αξη ως προς την παρ�εκ-
κλιση ως

&)] �_^a`cb`ed *� !-,/. � � !gf�' !�
 �Z�! Y � 0 & �' !ihkjmlonAj �"� � (4.6)

µε & �' !ihkjV.Vl � & �' !phkjiqSl �r�
. Οι µετατοπ�ισεις & �' ! ε�ιναι οι λεγ�οµενες νοητ�ες

µετατοπ�ισεις ( virtual displacements) που µετρο�υν την παρ�εκκλιση του συ-Ε�αν το σωµατ�ιδιο δεν

�ηταν εδ£ω αλλ�α �ηταν

εκε�ι;

στ�ηµατος απ�ο τη φυσικ�η διαδροµ�η και οι οπο�ιες µολον�οτι ε�ιναι απειρο-
στ�ες δεν �εχουν καµ�ια σχ�εση µε πραγµατικ�η κ�ινηση του συστ�ηµατος. Οι
νοητ�ες µετατοπ�ισεις αφορο�υν σε ακαρια�ια µετατ�οπιση των σωµατιδ�ιων
και δεν �εχουν κ�αποιο χρονικ�ο “π�αχος”. Πρ�οκειται για καθαρ�α υποθετι-
κ�ες µετατοπ�ισεις του φυσικο�υ συστ�ηµατος στο θεσεογραφικ�ο χ£ωρο (con-
figuration space). Ο χ£ωρος αυτ�ος ε�ιναι υπ�ο µια �εννοια ο φυσικ�ος χ£ωροςΟ θεσεογραφικ�ος

χ£ωρος µ�εσα στον οπο�ιο εξελ�ισσεται το σ�υστηµα των σωµατιδ�ιων
0
ε�ιναι ο χ£ωρος

των θ�εσεων που καταλαµ1�ανει το σ�υστηµα κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η. Αν το
σ�υστηµα αποτελε�ιται απ�ο �ενα µ�ονο σωµατ�ιδιο που κινε�ιται στον τρισδι�α-
στατο χ£ωρο, τ�οτε ο θεσεογραφικ�ος χ£ωρος του συστ�ηµατος ε�ιναι ο τρισ-
δι�αστατος χ£ωρος των τρι£ων συντεταγµ�ενων που χρει�αζονται για να περι-
γρ�αψουν τη θ�εση του σωµατιδ�ιου. Αν, �οµως, το σ�υστηµα αποτελε�ιται απ�ο
περισσ�οτερα σωµατ�ιδια, τ�οτε ο θεσεογραφικ�ος χ£ωρος �εχει τ�οσες διαστ�α-
σεις �οσες και οι συντεταγµ�ενες που χρει�αζονται για να περιγραφε�ι η θ�εση
�ολων των σωµατιδ�ιων. Το πλ�ηθος αυτ£ων των συντεταγµ�ενων καλο�υνται
βαθµο�ι ελευθερ�ιας του συστ�ηµατος. Η εξ�ελιξη του συστ�ηµατος, δηλαδ�η
η φυσικ�η διαδροµ�η του, µπορε�ι να περιγραφε�ι µε µια καµπ�υλη στο θεσεο-
γραφικ�ο χ£ωρο, κ�αθε σηµε�ιο της οπο�ιας αντιστοιχε�ι στη θ�εση �ολων των σω-
µατιδ�ιων που απαρτ�ιζουν το σ�υστηµα τη συγκεκριµ�ενη χρονικ�η στιγµ�η.

τελικ�ο δηµιο�υργηµα του Χ�αµιλτον, το οπο�ιο κατ�εχει εξ�εχουσα θ�εση στο χ£ωρο των µε-
γ�αλων ιδε£ων της φυσικ�ης. Αυτ�ος ε�ιναι και ο λ�ογος που προτιµ�ησαµε, σε αντ�ιθεση µε
τα περισσ�οτερα εγχειρ�ιδια που πραγµατε�υονται το αντικε�ιµενο της αναλυτικ�ης µηχανι-
κ�ης, να µην ακολουθ�ησουµε στην παρουσ�ιαση την ιστορικ�η διαδροµ�η. Θα πρ�επει, �οµως,
να σηµει£ωσουµε �οτι, εκτ�ος απ�ο το τεχνικ�ο ενδιαφ�ερον που παρουσι�αζει η ιστορικ�η κα-
τασκευ�η των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange, οι ιδ�εες που κρ�υ1ονται π�ισω απ�ο τον τρ�οπο
κατασκευ�ης τους εµπερι�εχουν το σπ�ορο πολ�υ πιο γ�ονιµων φυσικ£ων ιδε£ων, πρ�αγµα το
οπο�ιο θα επιχειρ�ησουµε να αναδε�ιξουµε στο παρ�ον κεφ�αλαιο.
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Η καµπ�υλη αυτ�η µπορε�ι να παραµετροποιηθε�ι ε�ιτε µ�εσω του χρ�ονου, ε�ιτε
µ�εσω οποιασδ�ηποτε �αλλης παραµ�ετρου, η οπο�ια µετα1�αλλεται µον�οτονα
κατ�α µ�ηκος της καµπ�υλης, �οπως, για παρ�αδειγµα, το �ιδιο το µ�ηκος της κα-
µπ�υλης. Παρ�ολο που σε απλ�ες περιπτ£ωσεις ο θεσεογραφικ�ος χ£ωρος ε�ιναι
διαισθητικ�α προσιτ�ος, σε πιο πολ�υπλοκες περιπτ£ωσεις ε�ιναι δ�υσκολο να
τον φανταστο�υµε. Για παρ�αδειγµα, αν θεωρ�ησουµε �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα
που αποτελε�ιται απ�ο δ�υο σωµατ�ιδια που βρ�ισκονται στον τρισδι�αστατο
χ£ωρο, απαιτο�υνται �εξι συντεταγµ�ενες για να προσδιοριστε�ι η θ�εση του συ-
στ�ηµατος, οι

h ' .9�VsK.S�utD.S� ' qv�Vs)qw�utwqSl 0 αν �οµως τα σωµατ�ιδια αυτ�α συνδ�εονται
µε µια στερε�α α1αρ�η ρ�α1δο, ο θεσεογραφικ�ος χ£ωρος γ�ινεται πενταδι�α-
στατος, αφο�υ για τον προσδιορισµ�ο της θ�εσης του συστ�ηµατος απαιτο�υ-
νται οι τρεις συντεταγµ�ενες

h ' .9�VsK.u�utD.Vl του εν�ος σωµατιδ�ιου και οι δ�υο γω-
ν�ιες x �Sy που περιγρ�αφουν την κατε�υθυνση της ρ�α1δου.
Αν τ£ωρα επικαλεστο�υµε την αρχ�η του D’ Alembert, η ποσ�οτητα εντ�ος

της παρ�ενθεσης στη σχ�εση (4.6) ε�ιναι το �αθροισµα των πραγµατικ£ων δυ-
ν�αµεων και των δυν�αµεων αδρ�ανειας (εκτ�ος απ�ο �ενα συνολικ�ο αρνητικ�ο
πρ�οσηµο),

&)] � � ^ `cb`ed *� !-,/. � ���!P
 �	 �����! � 0 & �' !phkjmlonAj �"�z� (4.7)

Με β�αση τα επιχειρ�ηµατα που παραθ�εσαµε στο Κεφαλα�ιο 1, για να ικα-
νοποιε�ιται η σχ�εση (4.7) για κ�αθε δυνατ�η νοητ�η µετατ�οπιση & �' !phkjml , πρ�επει
σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η

j
να ισχ�υει*� !-,/. � ���!P
 �	 �����! � 0 & �' !phkjml ���2� (4.8)

Απ�ο την παραπ�ανω σχ�εση συν�αγεται �οτι, αν εκτελ�εσουµε κ�αποια νοητ�η
µετατ�οπιση µ�ονο στο # -οστ�ο σωµατ�ιδιο, η φυσικ�η τροχι�α του σωµατιδ�ιου
αυτο�υ πρ�επει να ικανοποιε�ι τη συνθ�ηκη� ���!P
 �	 �����! �|{ & �' !phkjml
για κ�αθε απειροστ�η νοητ�η µετατ�οπιση & �' !ihkjml . �Οµως, το µ�ονο δι�ανυσµα
που ε�ιναι κ�αθετο σε �ολα τα διαν�υσµατα του χ£ωρου ε�ιναι το µηδενικ�ο δι�α-
νυσµα. �Ετσι η αρχ�η του Χ�αµιλτον, αν αγνο�ησουµε το περ�ιεργο φυσικ�ο
ν�οηµα των δυν�αµεων αδρ�ανειας, λαµ1�ανει τη µορφ�η της αρχ�ης των δυ-
νατ£ων �εργων, �οπου η “ισορροπ�ια” του συστ�ηµατος στην οπο�ια οδηγε�ι ο
µηδενισµ�ος της µετα1ολ�ης της δρ�ασης δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο την εξ�ι-
σωση κ�ινησης του συστ�ηµατος� !gf�' ! � � �	 �����! � ���! �

(4.9)

Τι συµ1α�ινει, �οµως, αν τα σωµατ�ιδια δεν ε�ιναι ελε�υθερα να κινηθο�υν
υπ�ο την επ�ιδραση των δυν�αµεων που ασκο�υνται σε αυτ�α στον τρισδι�α-
στατο χ£ωρο; Θα εξετ�ασουµε στη συν�εχεια την περ�ιπτωση κατ�α την οπο�ια
η κ�ινηση των σωµατιδ�ιων δεσµε�υεται µε κ�αποιο τρ�οπο

0
για παρ�αδειγµα,
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τα σωµατ�ιδια µπορε�ι να ε�ιναι αναγκασµ�ενα να κινο�υνται επ�ανω σε κ�α-
ποια επιφ�ανεια, �η οι αποστ�ασεις µεταξ�υ των σωµατιδ�ιων να πρ�επει να
ικανοποιο�υν ορισµ�ενες συνθ�ηκες. Το ερ£ωτηµα που τ�ιθεται ε�ιναι ποιες θα
ε�ιναι τ�οτε οι δυναµικ�ες εξισ£ωσεις κ�ινησης των σωµατιδ�ιων;Ας εξετ�ασουµε
κατ� αρχ�ας την περ�ιπτωση µιας δ�εσµευσης που περιγρ�αφεται απ�ο τη γε-
νικ�η χρονοεξαρτ£ωµενη σχ�εση} h �' .9� �w�w� � �' * �mjml ���2� (4.10)

Στην περ�ιπτωση αυτ�η οι νοητ�ες µετατοπ�ισεις του συστ�ηµατος & �' !phkjml δενΟι νοητ�ες µετατοπ�ισεις

πρ�επει να σ�ε1ονται

τους επι1αλλ�οµενους

περιορισµο�υς

µπορε�ι να ε�ιναι εντελ£ως τυχα�ιες
0
πρ�επει να ε�ιναι τ�ετοιες £ωστε το νοητ�α µε-

τατοπισµ�ενο σ�υστηµα να εξακολουθε�ι να ικανοποιε�ι κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η
το ν�οµο του δεσµο�υ (4.10). Συνεπ£ως, η συνθ�ηκη (4.8) που πρ�επει να ικα-
νοποιε�ιται απ�ο τη φυσικ�η κ�ινηση του συστ�ηµατος δεν συνεπ�αγεται την
(4.9), αφο�υ οι νοητ�ες µετατοπ�ισεις & �' !ihkjml που υπεισ�ερχονται στην (4.8) δεν
ε�ιναι πλ�εον αυθα�ιρετες. Αν εκτελ�εσουµε την απειροστ�η νοητ�η µετατ�οπιση& �' ! στο εκ�αστοτε σωµατ�ιδιο, θα πρ�επει κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η να εξακολου-
θε�ι να ικανοποιε�ιται ο δεσµ�ος} h �' .�
 & �' .9� �w�w� � �' * 
 & �' * �mjml ��� � (4.11)

δεδοµ�ενου �οτι οι νοητ�ες µετατοπ�ισεις ε�ιναι εκ κατασκευ�ης µετατοπ�ισεις
των θ�εσεων των σωµατιδ�ιων που αναφ�ερονται στην �ιδια χρονικ�η στιγµ�η.
Η εξ�ισωση του δεσµο�υ, αν αναπτυχθε�ι κατ�α Taylor, δ�ινει} h �' .�
 & �' .9� �w�w� � �' * 
 & �' * �mjml �} h �' .9� �w�w� � �' * �mjml~
 *� !-,/. & �' !10 �Z�! } � (4.12)

�οπου η βαθµ�ιδα της
}
υπολογ�ιζεται στο σηµε�ιο

h �' .9� �w�w� � �' * �mjml . Συνεπ£ως,οι συµ1ατ�ες µε το δεσµ�ο απειροστ�ες νοητ�ες µετατοπ�ισεις πρ�επει να ικα-
νοποιο�υν τη συνθ�ηκη *� !-,/. �Z�! } 0 & �' ! ���2� (4.13)

�Ετσι, �οταν οι µετατοπ�ισεις υπ�οκεινται σε δεσµε�υσεις, η συνθ�ηκη στασι-
µ�οτητας της δρ�ασης (4.8)πρ�επει να ικανοποιε�ιται για εκε�ινες τις µετατοπ�ι-
σεις που ικανοποιο�υν την (4.13). Οι συνθ�ηκες (4.8) και (4.13) µπορο�υν να
γραφο�υν πιο κοµψ�α αν ορ�ισουµε τα ακ�ολουθα διαν�υσµατα σε �ενα χ£ωρο� % διαστ�ασεων :& �' � h & �' .9� �w�w� � & �' * l�� �Z } � � �Z�. } � �w�w� � �Z * }�� �
και �% � � ���.~
 �	 �����. � �w�w� � �� * 
 �	 �����* � �
Ας ορ�ισουµε επ�ισης το εσωτερικ�ο γιν�οµενο σε αυτ�ον το χ£ωρο �ετσι £ωστε η
(4.8) να λ�α1ει τη µορφ�η*� !-,/. �% !10 & �' ! � �% 0 & �'\��� � (4.14)
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και η (4.13) τη µορφ�η �Z } 0 & �'\�"�2� (4.15)

Αν θ�ελουµε, λοιπ�ον, να ισχ�υει η (4.14) για κ�αθε νοητ�η µετατ�οπιση που
ικανοποιε�ι την (4.15), πρ�επει το δι�ανυσµα

�% να ε�ιναι κ�αθετο σε �ολες τις
µετατοπ�ισεις, οι οπο�ιες µε τη σειρ�α τους ε�ιναι κ�αθετες στο δι�ανυσµα

�Z }
.

Συνεπ£ως, τα
�% και �Z } πρ�επει να ε�ιναι συγγραµικ�α, δηλαδ�η να υπ�αρχει

αριθµ�ος � hkjml τ�ετοιος £ωστε �% � � � hkjml �Z } � (4.16)

Ο αριθµ�ος3 � hkjml που εκφρ�αζει αυτ�η την αναλογ�ια �εχει γραφε�ι ως συν�αρ-
τηση του χρ�ονου, δι�οτι ενδ�εχεται να µετα1�αλλεται µε το χρ�ονο δεδοµ�ενου
�οτι οι συνθ�ηκες (4.14) και (4.15), αν ικανοποιο�υνται ταυτ�οχρονα σε κ�αθε
χρονικ�η στιγµ�η, εξασφαλ�ιζουν απλ£ως την παραλληλ�ια των εν λ�ογω δια-
νυσµ�ατων. Λαµ1�ανοντας τις συνιστ£ωσες της (4.16), καταλ�ηγουµε στο συ-
µπ�ερασµα �οτι κ�αθε σωµατ�ιδιο πρ�επει να κινε�ιται σ�υµφωνα µε το δυναµικ�ο
ν�οµο � !gf�' ! � ���!P
 � hkjml �Z�! } � (4.17)

�Ετσι, ε�αν η κ�ινηση των σωµατιδ�ιων µπορε�ι να προκ�υψει απ�ο την αρχ�η Ο ν�οµος του Νε�υτωνα

�οταν τα σωµατ�ιδια

δεσµε�υονται

του Χ�αµιλτον και επιπλ�εον υπ�οκειται στο δεσµ�ο
} ���

, τ�οτε το κ�αθε σω-
µατ�ιδιο θα κινηθε�ι σ�υµφωνα µε το δυναµικ�ο ν�οµο (4.17) στον οπο�ιο, π�ε-
ραν των γνωστ£ων δυν�αµεων που προ�ερχονται απ�ο δυναµικ�ο, εµφαν�ιζο-
νται και δυν�αµεις

�% ! που πρ�ερχονται απ�ο το δεσµ�ο. Αυτ�ες οι δυν�αµεις
ε�ιναι οι δυν�αµεις των αντιδρ�ασεων που εµφαν�ιζονται �ετσι £ωστε να ικα-
νοποιε�ιται η δ�εσµευση και ε�ιναι κ�αθετες στην επιφ�ανεια του δεσµο�υ (βλ.
σχ�εσεις (4.15) και (4.16)). Η κατε�υθυνση των δυν�αµεων των αντιδρ�ασεων,�% ! , που προ1λ�επεται απ�ο την αρχ�η του Χ�αµιλτον ε�ιναι τ�ετοια £ωστε το συ-
νολικ�ο δυνατ�ο �εργο των δυν�αµεων αυτ£ων να ε�ιναι µηδενικ�ο � ! �% !D0 & �' ! ��
. Καταλ�ηγουµε �ετσι σε µια πιο ενδιαφ�ερουσα διατ�υπωση της αρχ�ης των
δυνατ£ων �εργων. Σ�υµφωνα µε αυτ�η το διαφορικ�ο �εργο που εκτελε�ιται απ�ο
τις πραγµατικ�ες και τις αδρανειακ�ες δυν�αµεις που ασκο�υνται σε �ενα σ�υ-
στηµα σωµατιδ�ιων, �οταν το σ�υστηµα µετατοπ�ιζεται νοητ�α ικανοποι£ωντας
παρ�αλληλα και τις επι1αλλ�οµενες δεσµε�υσεις, ε�ιναι µηδενικ�ο.
Εγε�ιρεται ωστ�οσο το ερ£ωτηµα κατ�α π�οσον οι αντιδρ�ασεις που εµφαν�ι-

ζονται στη φ�υση παρ�αγουν πρ�αγµατι µηδενικ�ο δυνατ�ο �εργο. Αυτ�ο παρα-
τηρε�ιται �οταν η επαφ�η µεταξ�υ των µηχανικ£ων συστηµ�ατων δεν παρουσι-
�αζει τρι1�η και προ¶ποθ�ετει �οτι οι επιφ�ανειες επαφ�ης των µηχανικ£ων συ-
στηµ�ατων ε�ιναι λε�ιες (frictionless constraints). Στις περιπτ£ωσεις αυτ�ες η
αρχ�η του Χ�αµιλτον παρ�αγει τις εξισ£ωσεις κ�ινησης. Πρ�οκειται για τις περι-
πτ£ωσεις κατ�α τις οπο�ιες, �οπως δε�ιξαµε στο προηγο�υµενο κεφ�αλαιο, οι δυ-
ν�αµεις των αντιδρ�ασεων ε�ιναι αποτ�ελεσµα κ�αποιου σκληρο�υ δυναµικο�υ,
που για λογικ�α επ�ιπεδα ενεργει£ων του συστ�ηµατος (θυµηθε�ιτε τις αρχικ�ες

3Το πρ�οσηµο στη παραπ�ανω σχ�εση �εχει επιλεγε�ι �ετσι £ωστε η R��-��� J��� να αποκτ�ησει
φυσικ�ο ν�οηµα. �Οπως θα δο�υµε παρακ�ατω αυτ�η ε�ιναι η δ�υναµη του συνδ�εσµου.
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συνθ�ηκες που θεωρ�ησαµε για το σωµατ�ιδιο που υποχρεο�υται να κινε�ιται
στο δ�απεδο) επι1�αλλει τις συγκεκριµ�ενες δεσµε�υσεις.
Ε�αν η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου, π�εραν της (4.10), δεσµε�υεται να ικανο-

ποιε�ι και κ�αποια �αλλη εξ�ισωση δεσµο�υ, την� h �' .S� �w�w� � �' * �mjml �"� � (4.18)

τ�οτε, αν χρησιµοποι�ησουµε το συµ1ολισµ�ο�Z � � � �Z�. � � �w�w� � �Z * � � �
οι νοητ�ες µετατοπ�ισεις πρ�επει εκτ�ος της (4.15) να ικανοποιο�υν και την�Z � 0 & �'\�"� � (4.19)

�οπου προφαν£ως η παραγ£ωγιση λαµ1�ανεται και π�αλι στο σηµε�ιο
h �' .9� �w�w� ��' * �mjml . Σε αυτ�η την περ�ιπτωση για να ισχ�υει η (4.14) για κ�αθε νοητ�η µετα-τ�οπιση που ικανοποιε�ι ταυτ�οχρονα και την (4.15) και την (4.19), θα πρ�ε-

πει το δι�ανυσµα
�% να ε�ιναι κ�αθετο σε �ολες τις µετατοπ�ισεις, οι οπο�ιες µε

τη σειρ�α τους ε�ιναι κ�αθετες στα διαν�υσµατα
�Z }
και

�Z �
. Αυτ�ο συµ1α�ινει

�οταν η
�% αν�ηκει στο γραµµικ�ο χ£ωρο που σχηµατ�ιζουν τα �Z } και �Z � 0 µε

�αλλα λ�ογια πρ�επει να υπ�αρχουν � hkjml και � hkjml τ�ετοια £ωστε�% � � � hkjml �Z } � � hkjml �Z ��� (4.20)

Αναλ�υοντας το αριστερ�ο σκ�ελος της (4.20), συν�αγουµε �οτι κ�αθε σωµατ�ι-
διο πρ�επει να κινε�ιται σ�υµφωνα µε το δυναµικ�ο ν�οµο� !gf�' ! � ���!P
 � hkjml �Z�! } 
 � hkjml �Z�! ��� (4.21)

Γενικε�υοντας το παραπ�ανω αποτ�ελεσµα, συµπερα�ινουµε �οτι, αν τα σω-
µατ�ιδια υποχρε£ωνονται να ικανοποιο�υν τις � δεσµε�υσεις }�� ���

, για� ��� � �w�w� � � , τ�οτε οι εξισ£ωσεις κ�ινησης θα λαµ1�ανουν τη µορφ�η� !gf�' ! � ���!P
��� � ,/. � � hkjml �Z�! }�� � (4.22)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι στην περ�ιπτωση διαφ�ορων δεσµε�υσεων του συστ�ηµα-
τος, σε κ�αθε σωµατ�ιδιο ασκο�υνται εκτ�ος απ�ο τη δ�υναµη που προ�ερχεταιΗ αντ�ιδραση εξαιτ�ιας

του δεσµο�υ απ�ο το δυναµικ�ο Y και οι δυν�αµεις των αντιδρ�ασεων���! � �� � ,/. � � hkjml �Z�! }�� �
Ο δυναµικ�ος ν�οµος (4.22), µολον�οτι προ1λ�επει την �υπαρξη ν�εων δυν�α-
µεων που επι1�αλλουν τις δεσµε�υσεις, προσδιορ�ιζει µ�ονο την κατε�υθυνση
των αντιδρ�ασεων και �οχι το µ�εγεθ�ος τους. Οπροσδιορισµ�ος του µεγ�εθους
των αντιδρ�ασεων απαιτε�ι την επ�ιλυση των δυναµικ£ων εξισ£ωσεων και πα-
ρ�αλληλα την ε�υρεση των τροχι£ων �' !phkjS� � .S� �w�w� � � � l σε παραµετρικ�η µορφ�ηως προς τα δι�αφορα � � hkjml . Οι � παρ�αµετροι � � hkjml προδιορ�ιζονται στη
συν�εχεια απ�ο την απα�ιτηση οι θ�εσεις των σωµατιδ�ιων να ικανοποιο�υν κ�α-
θε στιγµ�η τις � δεσµε�υσεις}�� h �' .ghkjS� � .9� �w�w� � � � lS� �w�w� � �' * hkjS� � .S� �w�w� � � � lml �"�2�
Οι πολλαπλασιαστ�ες � � hkjml ονοµ�αζονται πολλαπλασιαστ�ες Lagrange.



4.4. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 97

4.4 Παρ�αδειγµα προσδιορισµο�υ της δεσµευµ�ε-

νης κ�ινησης σωµατιδ�ιου

Για να κατανο�ησουµε καλ�υτερα τη διαδικασ�ια προσδιορισµο�υ της κ�ι-
νησης και των δυν�αµεων αντ�ιδρασης απ�ο τους δεσµο�υς, ας θεωρ�ησουµε
�ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται στο οµογεν�ες πεδ�ιο βαρ�υτητας, αλλ�α παρ�αλ-
ληλα ε�ιναι υποχρεωµ�ενο να βρ�ισκεται συνεχ£ως στο ισοταχ£ως κινο�υµενο,
παρ�αλληλα µε τον εαυτ�ο του, κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο (βλ. Σχ�ηµα 4.3) Ολ�ισθηση σε κινο�υµενο

κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο��' 
���s�
��Ht ��� 
�j �
(4.23)

Θεωρο�υµε �οτι ο �αξονας
t
�εχει κατακ�ορυφη διε�υθυνση. Θα προσδιορ�ι-

σουµε την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου καθ£ως και την αντ�ιδραση που ασκε�ιται
στο σωµατ�ιδιο απ�ο το επ�ιπεδο.
Ο δεσµ�ος της κ�ινησης του σωµατιδ�ιου δ�ινεται απ�ο τη συν�αρτηση} h �' �mjml �"��' 
���s�
��Ht¡� � �¢j �"� �

(4.24)

οπ�οτε το
�Z }
�εχει συνιστ£ωσες

�Z } � h � �V� �m�£l
. Ταυτ�οχρονα η Λαγκρανζι-

αν�η του σωµατιδ�ιου ε�ιναι ¤ � � ¥�¦u§�' ¦ q � ��� t2�
εν£ω οι εξισ£ωσεις κ�ινησης του δεσµευµ�ενου σωµατιδ�ιου σ�υµφωνα µε την
(4.22) ε�ιναι � f'¨� � hkjml � �� fs � � hkjmli�©�� ft � � hkjmlª��� ����� (4.25)

Απ�ο τις παραπ�ανω σχ�εσεις προκ�υπτει �οτι η αντ�ιδραση που ασκε�ιται στο
σωµατ�ιδιο απ�ο το κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο ε�ιναι�� � � hkjml �Z } � � hkjmlgh � �V� �m�£l �
Παρατηρο�υµε �οτι η αντ�ιδραση ε�ιναι κ�αθετη στο επ�ιπεδο ��' 
���s«
¢�Ht �� 
�j

.

O πολλαπλασιαστ�ης � hkjml θα προσδιοριστε�ι απ�ο την απα�ιτηση να ικα-
νοποιε�ιται σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η η εξ�ισωση του συνδ�εσµου (4.24). Εναλ-
λακτικ�α, θα µπορο�υσαµε να προσδιορ�ισουµε το � hkjml επιλ�υοντας τις εξι-
σ£ωσεις κ�ινησης παραµετρικ�α ως προς � hkjml και στη συν�εχεια απαιτ£ωντας
το � hkjml να ε�ιναι τ�ετοιο £ωστε η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου να ικανοποιε�ι σε
κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η την (4.24). �Οµως, αυτ�ος ο τρ�οπος προσδιορισµο�υ
του � hkjml ε�ιναι επ�ιπονος οπ�οτε ειδικ�α για την εν λ�ογω κ�ινηση του επιπ�εδου
θα εργαστο�υµε ως εξ�ης : επειδ�η σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η ισχ�υει

} ���
, θα

ισχ�υει επ�ισης �οτι
n }1¬ nAj �"�

, αλλ�α και
n q }1¬ nAj q ���

. �Ετσι, οι επιταχ�υνσεις
θα ικανοποιο�υν π�αντοτε τη σχ�εση� f' 
�� fs�
�� ft ���2�
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Σχ�ηµα 4.3: �Ενα σωµατ�ιδιο ολισθα�ινει επ�ανω στο κινο�υµενο επ�ιπεδο =�L­U�®K¯ U G�° Q± U � . Π£ως θα κινηθε�ι το σωµατ�ιδιο και ποια θα ε�ιναι η αντ�ιδραση που θα ασκηθε�ι στο
σωµατ�ιδιο απ�ο το επ�ιπεδο;

Αντικαθιστ£ωντας τις επιταχ�υνσεις µ�εσω των εξισ£ωσεων κ�ινησης (4.25), βρ�ι-
σκουµε �οτι ο πολλαπλασιαστ�ης Lagrange � hkjml ε�ιναι� hkjml � ��� �� q 
�� q 
�� q �
Σε αυτ�η την περ�ιπτωση, επειδ�η η κ�ινηση του επιπ�εδου ε�ιναι οµαλ�η, ο πολ-
λαπλασιαστ�ης Lagrange ε�ιναι χρονοανεξ�αρτητος και η αντ�ιδραση του επι-
π�εδου στο σωµατ�ιδιο ε�ιναι�� � � �Z } � ��� �� q 
�� q 
�� q h � �V� �m�£l �
Παρατηρο�υµε �οτι η αντ�ιδραση ε�ιναι αυτ�η που θα ε�ιχαµε αν το επ�ιπεδο
του προ1λ�ηµατ�ος µας �ηταν �ενα σταθερ�ο κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο. Μπορε�ιτε να
δ£ωσετε µια εξ�ηγηση γι� αυτ�ο; (Σκεφτε�ιτε αν το σ�υστηµα του κεκλιµ�ενου
επιπ�εδου ε�ιναι αδρανειακ�ο.)

�Ασκηση 4.2. Χρησιµοποι£ωντας στοιχει£ωδεις γν£ωσεις νευτ£ωνειας µηχανικ�η επι1ε-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1αι£ωστε τα αποτελ�εσµατα του παραδε�ιγµατος για την ολ�ισθηση εν�ος σωµατιδ�ιου στο
κεκλιµ�ενο επιπ�εδο =�L­U G�° Q ± µ�εσα στο οµογεν�ες πεδ�ιο βαρ�υτητας.
�Οπως διαπιστ£ωνουµε, η απα�ιτηση να προκ�υπτει η κ�ινηση του σωµα-

τιδ�ιου απ�ο την εφαρµογ�η της αρχ�ης του Χ�αµιλτον οδ�ηγησε �οχι µ�ονο σε



4.5. ∆ΙΕΥΡΥΜΕΝΗ ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ ΤΗΣ ΑΡΧΗΣ ΤΟΥ ΧΑΜΙΛΤΟΝ 99

µια ν�εα δ�υναµη, την αντ�ιδραση του συνδ�εσµου, αλλ�α και σε συγκεκριµ�ενη
µορφ�η γι� αυτ�η τη δ�υναµη �� � � hkjml �Z } � (4.26)

Με �αλλα λ�ογια προκ�υπτει �οτι η αντ�ιδραση ε�ιναι κ�αθετη στη συνθ�ηκη δ�ε-
σµευσης

} ���
. Θυµηθε�ιτε �οτι αυτ�ο προ�εκυψε απ�ο την απα�ιτηση οι νοη-

τ�ες µετατοπ�ισεις να ικανοποιο�υν την εξ�ισωση του δεσµο�υ (4.23), δηλαδ�η
να εκτελο�υνται επ�ι του επιπ�εδου, £ωστε το σωµατ�ιδιο να µην µετακινε�ιται
εκτ�ος του επιπ�εδου.

4.5 ∆ιευρυµ�ενη διατ�υπωση της αρχ�ης του

Χ�αµιλτον

Στο προηγο�υµενο εδ�αφιο χειριστ�ηκαµε τους δεσµο�υς του φυσικο�υ συ-
στ�ηµατος ως δεσµε�υσεις στις επιτρεπτ�ες νοητ�ες µετατοπ�ισεις κατ�α την επι-
1ολ�η της αρχ�ης του Χ�αµιλτον στο κατ�α τ� �αλλα ελε�υθερο απ�ο δεσµο�υς
φυσικ�ο σ�υστηµα. Στο παρ�ον εδ�αφιο θα προσπαθ�ησουµε να ενσωµατ£ω-
σουµε στην αρχ�η του Χ�αµιλτον τους δεσµο�υς κατασκευ�αζοντας µια ν�εα
Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος. Αν και η τεχνικ�η αυτ�η µοι�αζει περισσ�ο-
τερο µε µαθηµατικ�ο τ�εχνασµα, ε�ιναι στην ουσ�ια παρ�οµοια µε τη φυσικ�η
µ�εθοδο που ακολουθ�ησαµε στο προηγο�υµενο κεφ�αλαιο �οταν κατασκευ�α-
σαµε ν�εα υποθετικ�α δυναµικ�α, τα οπο�ια επ�ε1αλαν µε τεχνητ�ο τρ�οπο τους
δεσµο�υς. (Θυµηθε�ιτε τα σκληρ�α ελατ�ηρια που αν�αγκαζαν το σ£ωµα να κι-
νε�ιται επ�ι του επιπ�εδου

t �"� στο Εδ�αφιο 3.5!)
Ας εξετ�ασουµε �αλλη µια φορ�α το πρ�ο1ληµα προσδιορισµο�υ της κ�ινη-

σης % σωµατιδ�ιων υπ�ο την επ�ιδραση δυν�αµεων, που προ�ερχονται απ�ο το
δυναµικ�ο Y , τα οπο�ια δεσµε�υονται να ικανοποιο�υν τις � σχ�εσεις} !ih �' .9� �w�w� � �'�² �mjml �"� � για # ��� � �w�w� � � � (4.27)

Προς το�υτο θα χρησιµοποι�ησουµε τη Λαγκρανζιαν�η Προσθ�ετοντας στη

Λαγκρανζιαν�η τους

δεσµο�υς αν£ωδυνα

αλλ�α �εξυπνα

¤ � *� !-,/. �¥ � ! ¦u§�' ! ¦ q � Y h �' .9� �w�w� � �' * l�
³��  ,/. �  hkjml }  � (4.28)

η οπο�ια αριθµητικ�α δεν διαφ�ερει απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η του αδ�εσµευτου
συστ�ηµατος, αφο�υ �εχουµε προσθ�εσει σε αυτ�ην � µηδενικ�α (βλ. σχ�εση
(4.27)). Ξεχν�αµε προς το παρ�ον �οτι πρ�επει να ικανοποιο�υνται οι δεσµο�ι
(4.27) και θεωρο�υµε το φυσικ�ο σ�υστηµα που δι�επεται απ�ο την περ�ιεργη
Λαγκρανζιαν�η της �εκφρασης (4.28), η οπο�ια ε�ιναι συν�αρτηση των θ�εσεων�' !
, των ταχυτ�ητων

§�' ! και των ν�εων µετα1λητ£ων �  (αλλ�α �οχι των ταχυτ�η-
των µετα1ολ�ης το�υτων). Προτε�ινουµε ως ν�εα αρχ�η του Χ�αµιλτον την ακ�ο-
λουθη : η φυσικ�η κ�ινηση ε�ιναι αυτ�η που καθιστ�α τη δρ�αση που παρ�αγε-
ται απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η (4.28) στ�ασιµη ως προς ανεξ�αρτητες µετα1ολ�ες
των θ�εσεων των σωµατιδ�ιων �' ! κατ�α & �' ! και των µετα1λητ£ων �  hkjml κατ�α&)�  hkjml , µε µ�ονη απα�ιτηση οι µετα1ολ�ες των θ�εσεων & �' ! να ε�ιναι µηδενικ�ες
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στην αρχικ�η και την τελικ�η χρονικ�η στιγµ�η. Θα δε�ιξουµε �οτι αυτ�η η ν�εα
αρχ�η του Χ�αµιλτον παρ�αγει τις εξισ£ωσεις κ�ινησης των δεσµευµ�ενων σω-
µατιδ�ιων.
Πρ�αγµατι, η πρ£ωτης τ�αξης µετα1ολ�η της δρ�ασης &)] πρ�επει να µηδεν�ι-

ζεται για µετα1ολ�ες των �  hkjml κατ�α &)�  hkjml οπ�οτε η φυσικ�η κ�ινηση πρ�επειΟι εξισ£ωσεις Euler -

Lagrange ως προς ταRw´ παρ�αγουν τους
δεσµο�υς...

να ικανοποιε�ι τη σχ�εση ^ `cb`ed ��  ,/. &)�  hkjml }  nAj ��� �
για κ�αθε &)�  hkjml . Ο µ�ονος τρ�οπος για να ικανοποιε�ιται η παραπ�ανω σχ�εση
για κ�αθε &)�  hkjml ε�ιναι να ικανοποιο�υνται �ολες οι εξισ£ωσεις των δεσµ£ων}  h �' .S� �w�w� � �' * �mjml �"� � για $ ��� � �w�w� � � �
Με �αλλα λ�ογια η στασιµ�οτητα της δρ�ασης ως προς τις µετα1ολ�ες των �  hkjml
επι1�αλλει την ικανοπο�ιηση των δεσµε�υσεων κατ�α την κ�ινηση.
Ας δο�υµε τ£ωρα τι συµ1α�ινει µε τις µετα1ολ�ες των θ�εσεων των σωµατι-

δ�ιων. Η στασιµ�οτητα της δρ�ασης ως προς αυτ�ες τις µετα1ολ�ες οδηγε�ι στις...και ως προς τις

συντεταγµ�ενες δ�ινουν

τις εξισ£ωσεις κ�ινησης

µαζ�ι µε τις αντιδρ�ασεις

ακ�ολουθες σχ�εσεις :��� *� !-,/. ^ `cb`ed
µ � ! §�' !10 & §�' !phkjml<� �Z�! Y 0 & �' !phkjml~
 ��  ,/. �  hkjml �Z�! }  0 & �' !ihkjmli¶anAj� *� !-,/. ^ `cb`ed
µ � � !gf�' !/� �Z�! Y 
 ��  ,/. �  hkjml �Z�! }  ¶�0 & �' !phkjmlpnAj �

Η τελευτα�ια σχ�εση προκ�υπτει, ως συν�ηθως, κατ�οπιν ολοκλ�ηρωσης κατ�α
µ�ερη και εφαρµογ�ης της συνθ�ηκης & �' !ihkjV.Vl � & �' !phkjiqSl �"� 4. Η ικανοπο�ιηση
της παραπ�ανω σχ�εσης για αυθα�ιρετες νοητ�ες µετατοπ�ισεις,5 & �' ! , οδηγε�ι
σε φυσικ�η κ�ινηση, η οπο�ια ικανοποιε�ι τις εξισ£ωσεις� !gf�' ! � � �Z�! Y 
���  ,/. �  hkjml �Z�! }  �
που δεν ε�ιναι �αλλες απ�ο τις εξισ£ωσεις (4.22) που προ�εκυψαν απ�ο την κλα-
σικ�η Λαγκρανζιαν�η µε δεσµευµ�ενες νοητ�ες µετατοπ�ισεις. Το �αθροισµα
που εµφαν�ιζεται στο δεξι�ο σκ�ελος της παραπ�ανω εξ�ισωσης ε�ιναι το σ�υ-
νολο των αντιδρ�ασεων εξαιτ�ιας �ολων των επ�ι µ�ερους δεσµ£ων.
Με την εισαγωγ�η των πολλαπλασιαστ£ων Lagrange στη Λαγκρανζιαν�η

η διευρυµ�ενη αρχ�η του Χ�αµιλτον οδηγε�ι συγχρ�ονως και στην ε�υρεση των
εξισ£ωσεων κ�ινησης και των δεσµε�υσεων που πρ�επει να ικανοποιε�ι η κ�ι-
νηση. Η τεχνικ�η αυτ�η εισ�ηχθη απ�ο τον Lagrange και η εφαρµογ�η της στην

4Η µη εξ�αρτηση της Λαγκρανζιαν�ης απ�ο τις ταχ�υτητες των Rv´ µας επιτρ�επει να απο-
φ�υγουµε τη συν�ηθη απα�ιτηση ISRw´ Q¸· στην αρχικ�η και την τελικ�η χρονικ�η στιγµ�η κατ�α
την εφαρµογ�η της αρχ�ης του Χ�αµιλτον.

5Προσ�εξτε �οτι τ£ωρα, µε τη ν�εα Λαγκρανζιαν�η, οι νοητ�ες µετατοπ�ισεις ε�ιναι απολ�υτως
ελε�υθερες και δεν οφε�ιλουν να υπακο�υουν σε καν�ενα δεσµ�ο.
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ε�υρεση των στ�ασιµων τιµ£ων συναρτ�ησεων και συναρτησοειδ£ων υπ�ο συν-
θ�ηκες παρουσι�αζεται στο Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα. Αξ�ιζει να σηµει£ω-
σουµε �οτι η τεχνικ�η αυτ�η δεν αποτελε�ι απλ�α �ενα κοµψ�ο τ�εχνασµα, αλλ�α
�εχει βαθει�α φυσικ�η σηµασ�ια, �οπως συµ1α�ινει συν�ηθως µε �ολες τις µη τε-
τριµµ�ενες µαθηµατικ�ες θεωρ�ησεις. Η τεχνικ�η αυτ�η βρ�ισκει εφαρµογ�η στις
δι�αφορες θεωρ�ιες πεδ�ιου στις οπο�ιες οι πολλαπλασιαστ�ες Lagrange, � , α-
ποκτο�υν φυσικ�η οντ�οτητα ως ν�εα πεδ�ια που απαιτο�υνται για την ικανο-
πο�ιηση των συµµετρι£ων της φ�υσης �η �αλλων επι1ε1ληµ�ενων συνθηκ£ων. Με
αυτ�η τη µ�εθοδο µπορο�υν να εισαχθο�υν οι πηγ�ες (τα ρε�υµατα) σε �ενα ελε�υ-
θερο ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο, εν£ωστην υδροδυναµικ�η των ιδανικ£ωνρευ-
στ£ων το πεδ�ιο της π�ιεσης του ρευστο�υ ε�ιναι ο πολλαπλασιαστ�ης Lagrange
που πρ�επει να εισαχθε�ι ο�υτως £ωστε να ικανοποιε�ιται αν�α π�ασα στιγµ�η η
εξ�ισωση συν�εχειας του ρευστο�υ.

�Ασκηση 4.3. Θεωρ�ηστε �ενα µαθηµατικ�ο εκκρεµ�ες στο χ£ωρο. Ηθ�εση της µ�αζας του ΑΣΚΗΣΕΙΣ
εκκρεµο�υς δεσµε�υεται απ�ο τη συνθ�ηκη¹ L)ºHU�¯vº/U ° º Q T)»
Η κ�ινηση του εκκρεµο�υς προσδιορ�ιζεται απ�ο δ�υο βαθµο�υς ελευθερ�ιας στο ρ�ολο των ο-
πο�ιων µπορο�υµε να επιλ�εξουµε τη γων�ια ¼ που σχηµατ�ιζει το ν�ηµα του εκκρεµο�υς µε την
κατακ�ορυφο ηµιευθε�ια που δι�ερχεται απ�ο το σηµε�ιο αν�αρτησης του εκκρεµο�υς και την
αζιµουθιακ�η γων�ια ½ . Επιλ�εγοντας ως τρ�ιτη συντεταγµ�ενη την απ�οσταση της µ�αζας απ�ο
το σηµε�ιο αν�αρτησης ¾ Q ¹ L)º£U�¯vº/U ° º συν�αγουµε �οτι η δ�εσµευση στην κ�ινηση µπορε�ι
να εκφραστε�ι ως ¾À¿ T QÁ· , εν£ω η κ�ινηση δι�επεται απ�ο τη Λαγκρανζιαν�ηÂ�Q�Ã ÄÆÅ�Ç¾ ºÈ U ¾ º Ç¼ º U ¾ ºKÉ�Ê ËDº ¼ Ç½ ºpÌ U Ã�Í ¾�ÎiÏ É ¼ U R��-¾À¿ T � »
Προσδιορ�ιστε τη δ�υναµη που ασκε�ιται στη µ�αζα του εκκρεµο�υς απ�ο το ν�ηµα καθ£ως και
τις εξισ£ωσεις κ�ινησης του εκκρεµο�υς.

4.6 Ολ�ονοµοι και µη ολ�ονοµοι δεσµο�ι

∆ε�ιξαµε �οτι, ε�αν η κ�ινηση των σωµατιδ�ιων περιορ�ιζεται απ�ο κ�αποια
συναρτησιακ�η σχ�εση µεταξ�υ των συντεταγµ�ενων που ορ�ιζουν τη θ�εση των
σωµατιδ�ιων στο χ£ωρο, τ�οτε η φυσικ�η κ�ινησ�η τους µπορε�ι να προσδιορι-
στε�ι ε�ιτε απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η

¤ �ÑÐ � Y , �οπου η κινητικ�η και η δυ-
ναµικ�η εν�εργεια εκφρ�αζονται ως συν�αρτηση των ελε�υθερων συντεταγµ�ε-
νων του συστ�ηµατος στις οπο�ιες �οµως �εχουν ληφθε�ι υπ�οψη οι περιορι-
σµο�ι, ε�ιτε απ�ο την �ιδια Λαγκρανζιαν�η προσαυξηµ�ενη κατ�α τις συναρτ�η- Ολ�ονοµοι δεσµο�ι : οι

συντεταγµ�ενες του συ-

στ�ηµατος συνδ�εονται

µεταξ�υ τους µ�εσω

µιας συναρτησιακ�ης

σχ�εσης

σεις των δεσµ£ων µ�εσω κ�αποιων πολλαπλασιαστ£ων Lagrange. ∆εσµο�ι της
µορφ�ης

} hÓÒ9!ª�mjml �"�
, �οπου

}
κ�αποια συν�αρτηση των συντεταγµ�ενων

Ò9!
και

�ισως και του χρ�ονου, καλο�υνται ολ�ονοµοι δεσµο�ι. Το πλ�ηθος των ανε-
ξ�αρτητων συντεταγµ�ενων που απαιτο�υνται για να προσδιοριστε�ι η θ�εση
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Σχ�ηµα 4.4: To επ�ιπεδο του νοµ�ισµατος ε�ιναι κ�αθετο στο επ�ιπεδο L ¿ ¯ . Το ν�οµισµα κυ-
λ�ιεται χωρ�ις να ολισθα�ινει επ�ανω στο επ�ιπεδο L ¿ ¯ , κινο�υµενο στιγµια�ια στη διε�υθυνση
της ευθε�ιας, η οπο�ια σχηµατ�ιζει γων�ια Ô µε τον �αξονα L . Κ�αθε σηµε�ιο στην περιφ�ερεια
του νοµ�ισµατος προσδιορ�ιζεται απ�ο τη γων�ια ¼ κατ�α την οπο�ια �εχει περιστραφε�ι συνο-
λικ�α το ν�οµισµα καθ£ως κυλ�ιεται.

του συστ�ηµατος, αφο�υ �εχουν ληφθε�ι υπ�οψη οι περιορισµο�ι της κ�ινησης,
ε�ιναι οι πραγµατικο�ι βαθµο�ι ελευθερ�ιας του φυσικο�υ συστ�ηµατος. �Ετσι
�ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο στο χ£ωρο �εχει τρεις βαθµο�υς ελευθερ�ιας

0
�οταν,

�οµως, το σωµατ�ιδιο υπ�οκειται στο δεσµ�ο Õ �Ö� 
"×uj
(θεωρο�υµε σφαιρι-

κ�ες συντεταγµ�ενες) µε � �u× σταθερ�ες, �οταν δηλαδ�η αυτ�ο υποχρε£ωνεται να
κινηθε�ι σε µια σφα�ιρα µετα1αλλ�οµενης ακτ�ινας, τ�οτε το σωµατ�ιδιο αυτ�ο
�εχει µ�ονο δ�υο βαθµο�υς ελευθερ�ιας, την πολικ�η και την αζιµουθιακ�η γων�ια
που προσδιορ�ιζουν σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η τη θ�εση του επ�ανω στη συγκε-
κριµ�ενη σφαιρικ�η επιφ�ανεια. Ωστ�οσο δεν ε�ιναι δυνατ�ον �ολοι οι δεσµο�ι να
λ�α1ουν τ�ετοια µορφ�η. Υπ�αρχουν δεσµο�ι, οι οπο�ιοι δεν µπορο�υν να γρα-
φο�υν στη µορφ�η

} hÓÒ9!ª�mjml �Ø�
, �οπως για παρ�αδειγµα εκε�ινοι που επι1�αλ-

λουν σε �ενα σωµατ�ιδιο να κινε�ιται στην περιοχ�η
t
Ù �

. Τ�ετοιου ε�ιδους
δεσµο�ι καλο�υνται µη ολ�ονοµοι δεσµο�ι. �Ενα �αλλο παρ�αδειγµα µη ολ�ο-
νοµου δεσµο�υ �εχουµε �οταν οι ταχ�υτητες υπ�οκεινται σε τ�ετοια δ�εσµευση,
£ωστε να µην µπορο�υν να ολοκληρωθο�υν οι σχ�εσεις δ�εσµευσης των συντε-
ταγµ�ενων για να καταλ�ηξουν σε µια ολοκληρωτικ�η σχ�εση µεταξ�υ των συ-
ντεταγµ�ενων.

Το πιο κοιν�ο παρ�αδειγµα µη ολ�ονοµου δεσµο�υ ε�ιναι η περ�ιπτωση εν�οςΤο κυλι�οµενο ν�οµισµα

χαρακτηριστικ�ο

παρ�αδειγµα µη

ολ�ονοµου δεσµο�υ

νοµ�ισµατος που κυλ�ιεται επ�ανω σε επ�ιπεδο δ�απεδο (βλ. Σχ�ηµα 4.4). Ας
θεωρ�ησουµε �οτι �ενα ν�οµισµα ακτ�ινας � παραµ�ενει κατακ�ορυφο,6 εν£ω κυ-
λ�ιεται επ�ανω στην επιφ�ανεια του δαπ�εδου χωρ�ις να ολισθα�ινει. Η θ�εση
του νοµ�ισµατος προσδιορ�ιζεται γενικ�α απ�ο το σηµε�ιο επαφ�ης του νοµ�ι-
σµατος µε το δ�απεδο

h ' �Vs�l
, τη γων�ια Ú που σχηµατ�ιζει το κατακ�ορυφο

επ�ιπεδο του νοµ�ισµατος µε τον �αξονα ' και τη γων�ια κ�υλισης x γ�υρω απ�ο
τον �αξονα του νοµ�ισµατος. Απ�ο τις τ�εσσερις συντεταγµ�ενες

h ' �Vs/� Ú � x l
που απαιτο�υνται για τον προσδιορισµ�ο της θ�εσης του νοµ�ισµατος µ�ονο
δ�υο ε�ιναι πραγµατικ�α ανεξ�αρτητες. Η συνθ�ηκη κ�υλισης του νοµ�ισµατος

6Η παραδοχ�η �οτι το ν�οµισµα παραµ�ενει κατακ�ορυφο ε�ιναι προ1ληµατικ�η, δι�οτι, ε�αν
το ν�οµισµα εκτελε�ι καµπ�υλη τροχι�α, τ�οτε για να ισορροπε�ι πρ�επει το επ�ιπεδ�ο του να µην
ε�ιναι κατακ�ορυφο Û κ�ατι αν�αλογο συµ1α�ινει µε το µοτοσυκλετιστ�η �οταν στρ�ι1ει. Το συ-
µπ�ερασµα β�ε1αια, �οσον αφορ�α στο χαρακτ�ηρα του δεσµο�υ, δεν αλλ�αζει.
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συνεπ�αγεται τις δ�υο ακ�ολουθες σχ�εσεις :n 'Á�"�ÝÜgÞAß Ú n x �Àn�s ���Ýßmàâá Ú n x � (4.29)

Ε�ιναι δυνατ�ον να ολοκληρ£ωσουµε αυτ�ες τις σχ�εσεις £ωστε να εκφρ�ασουµε
δ�υο οποιεσδ�ηποτε συντεταγµ�ενες συναρτ�ησει των �αλλων; Θα αποδε�ιξου-
µε στη συν�εχεια �οτι κ�ατι τ�ετοιο δεν ε�ιναι δυνατ�ον να ισχ�υει. �Εστω �οτι
υπ�αρχουν συναρτ�ησειςÚ ��� h ' �Vs�l και x � } h ' �Vs�l �
Ε�ιναι αδ�υνατον, �οµως, να υπ�αρξει τ�ετοια συν�αρτηση � h ' �Vs�l . Για κ�αθε
σηµε�ιο επαφ�ης του νοµ�ισµατος µε το δ�απεδο µπορο�υµε να στρ�εψουµε το
επ�ιπεδο του νοµ�ισµατος σε οποιαδ�ηποτε γων�ια Ú 0 ως εκ το�υτου η γων�ια Ú
δεν µπορε�ι να ε�ιναι συν�αρτηση των ' �Vs . Ο�υτε �οµως συν�αρτηση } h ' �Vs�l δεν
µπορε�ι να υπ�αρχει. Για να το αποδε�ιξουµε αυτ�ο, ας θεωρ�ησουµε την κ�ι-
νηση του νοµ�ισµατος κατ�α µ�ηκος της ευθ�υγραµµης τροχι�ας Ú � Ú<ã µε αρ-
χικ�η γων�ια κ�υλισης x ��� . Το ν�οµισµα κυλ�ιεται κατ�α γων�ια xwã , σταµατ�α,
στρ�εφεται γ�υρω απ�ο την κατακ�ορυφη δι�αµετρ�ο του κατ�α ä και επαν�ερχε-
ται κυλι�οµενο στην αρχικ�η του θ�εση, στο σηµε�ιο εκκ�ινησ�ης του. Σε αυτ�ο
το σηµε�ιο το ν�οµισµα θα �εχει περιστραφε�ι κατ�α γων�ια

� ¥ xwã και �ετσι στο
�ιδιο σηµε�ιο θα αντιστοιχο�υν δ�υο γων�ιες x , η � και η � ¥ xvã . Συνεπ£ως, δεν
ε�ιναι δυνατ�ον ο�υτε η x να ε�ιναι συν�αρτηση των ' �Vs .
Εν£ω για ολ�ονοµους δεσµο�υς η φυσικ�η κ�ινηση και οι αντιδρ�ασεις µπο-

ρο�υν να προκ�υψουν, �οπως ε�ιδαµε, απ�ο τη διευρυµ�ενη αρχ�η του Χ�αµιλ-
τον µε την επαυξηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η (4.28) στην οπο�ια εµφαν�ιζονται οι
δεσµο�ι σε ολοκληρωµ�ενη µορφ�η, η διευρυµ�ενη αυτ�η αρχ�η δεν µπορε�ι, εν
γ�ενει, να εφαρµοστε�ι �οταν οι δεσµο�ι δεν ε�ιναι ολ�ονοµοι. Στην περ�ιπτωση,
β�ε1αια, που το φυσικ�ο σ�υστηµα περιορ�ιζεται απ�ο µη ολ�ονοµους δεσµο�υς
που δ�ινονται σε διαφορικ�η µορφ�η, �οπως αυτο�ι για την κυλι�οµενη κ�ινηση
�ανευ ολ�ισθησης (4.29), η διαδικασ�ια που ακολουθ�ησαµε στο εδ�αφιο 4.3 ε�ι- Για κ�αποιους

µη ολ�ονοµους δεσµο�υς

µπορο�υµε να κατα-

σκευ�ασουµε

τις εξισ£ωσεις κ�ινησης

ναι δυνατ�ον να οδηγ�ησει σε προσδιορισµ�ο και της κ�ινησης και των αντι-
δρ�ασεων. Ας εφαρµ�οσουµε αυτ�η τη µ�εθοδο για να προσδιορ�ισουµε την
κ�ινηση του κυλι�οµενου νοµ�ισµατος.

Η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του νοµ�ισµατος ε�ιναι¤ � �¥1å ã §x q 
 �¥1å . §Ú q 
 �¥ �çæ §' q 
 §s qVè �
(4.30)

�οπου
å ã ε�ιναι η ροπ�η αδρ�ανειας του νοµ�ισµατος γ�υρω απ�ο τον �αξονα συµ-

µετρ�ιας κ�αθετα στο επ�ιπεδο του νοµ�ισµατος,
å .
η ροπ�η αδρ�ανειας αυτο�υ

για περιστροφ�ες γ�υρω απ�ο µια δι�αµετρ�ο του, � η µ�αζα του νοµ�ισµατος
και

h ' �Vs�l οι συντεταγµ�ενες του κ�εντρου του νοµ�ισµατος. Οι γων�ιες x καιÚ ε�ιναι αυτ�ες που παρουσι�αζονται στο Σχ�ηµα 4.4. Η �εκφραση της παρα-
π�ανω Λαγκρανζιαν�ης ε�ιναι η �εκφραση της συνολικ�ης κινητικ�ης εν�εργειας
του νοµ�ισµατος που ε�ιναι το �αθροισµα της µεταφορικ�ης κινητικ�ης εν�ερ-
γειας του κ�εντρου µ�αζας και της περιστροφικ�ης κινητικ�ης εν�εργειας του
νοµ�ισµατος.
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Ησυνθ�ηκη στασιµ�οτητας της δρ�ασης που προκ�υπτει απ�ο τη Λαγκραν-
ζιαν�η (4.30) για νοητ�ες µετατοπ�ισεις & ' , & s , &Dx και &EÚ ε�ιναιå ã fxé&Dx 
 å . fÚ¢&EÚ 
 � f' & ' 
 � fs & s �"� (4.31)

και σ�υµφωνα µε αυτ�η το δι�ανυσµα των νοητ£ων µετατοπ�ισεων
h &Dx � &EÚ � & ' �& s�l ε�ιναι κ�αθετο στο δι�ανυσµα h å ã fx � å . fÚ � � f' � � fsPl , δηλαδ�ηh å ã fx � å . fÚ � � f' � � fsPl { h &Dx � &EÚ � & ' � & s�l � (4.32)

Οι νοητ�ες µετατοπ�ισεις, �οµως, πρ�επει να ικανοποιο�υν τις συνθ�ηκες (4.29)& ' � �ÝÜgÞAß ÚÆ&Dx �"� � & s2� �Ýßmàâá Ú¢&Dx ��� � (4.33)

οι οπο�ιες επι1�αλλουν στις νοητ�ες µετατοπ�ισεις
h &Dx � &EÚ � & ' � & s�l να ε�ιναι κ�α-

θετες στα διαν�υσµαταhi� �ÝÜgÞAß Ú � � � � � � l και hi� �Ýßmàâá Ú � � � � � � l � (4.34)

Συνεπ£ως, αφο�υ το δι�ανυσµαh å ã fx � å . fÚ � � f' � � fsPl
ικανοποιε�ι την (4.32) για κ�αθε νοητ�η µετατ�οπιση συµ1ατ�η µε τους δεσµο�υς
της κ�υλισης, πρ�επει να αν�ηκει στον υποχ£ωρο που σχηµατ�ιζεται απ�ο τα
διαν�υσµατα της �εκφρασης (4.34). ∆ηλαδ�η, πρ�επει να ε�ιναιh å ã fx � å . fÚ � � f' � � fsPl � � hi� �ÝÜgÞAß Ú � � � � � � lH
 � hi� �Ýßmàâá Ú � � � � � � l��
οπ�οτε οι εξισ£ωσεις κ�ινησης διαµορφ£ωνονται ως εξ�ης :å ã fx � � � �ÝÜgÞAß Ú � � �Ýßmàâá Ú � (4.35)å . fÚ � � �

(4.36)� f'¨� � � (4.37)� fs � � � (4.38)

Για να προσδιορ�ισουµε την κ�ινηση του νοµ�ισµατος διαιρο�υµε τις εκφρ�α-
σεις (4.29) µε τον απειροστ�ο χρ�ονο στον οπο�ιο πραγµατοποιο�υνται οι απει-
ροστ�ες µετα1ολ�ες των συντεταγµ�ενων, οπ�οτε λαµ1�ανουµε τις σχ�εσεις�ÝÜgÞAß Ú � §' ¬ §x και �Ýßmàâá Ú � §s ¬ §x � (4.39)

Ε�αν αντικαταστ�ησουµε αυτ�ες τις εκφρ�ασεις στην εξ�ισωση κ�ινησης (4.35)
και χρησιµοποι�ησουµε και τις εξισ£ωσεις (4.37, 4.38), καταλ�ηγουµε στην
εξ�ισωση å ã §x fx � � � §' � � §s � � � h §' f' 
 §s fsPl � (4.40)

Η διαφορικ�η εξ�ισωση (4.40) ολοκληρ£ωνεται αµ�εσως και δ�ινει τη διατ�η-
ρηση της ποσ�οτητας �¥/å ã §x q 
 �¥ �çæ §' q 
 §s qVè �"ê . �

(4.41)
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κατ�α την κ�ινηση του νοµ�ισµατος. Απ�ο τη συνθ�ηκη κ�υλισης (4.39) συν�α-
γουµε επιπλ�εον �οτι §' q 
 §s q ��� q §x q �
οπ�οτε η (4.41) µετατρ�επεται στην ακ�ολουθη σχ�εση :�¥ æ å ã 
 �\� qSè §x q ��ê . �
Η εξ�ισωση αυτ�η συνεπ�αγεται �οτι το ν�οµισµα κυλ�ιεται µε σταθερ�η γωνιακ�η
ταχ�υτητα,

§x �ìë , οπ�οτε η γων�ια κ�υλισης ε�ιναιx hkjml ��ë j~
 x h � l �
Απ�ο την (4.36) προκ�υπτει �οτι η γωνιακ�η ταχ�υτητα περιστροφ�ης γ�υρω απ�ο
την κατακ�ορυφο δι�αµετρο ε�ιναι επ�ισης σταθερ�η§Ú �"í
και συνεπ£ως Ú hkjml �"í j�
 Ú h � l �
�Εχοντας προσδιορ�ισει την εξ�ελιξη των γωνι£ων στροφ�ης, προσδιορ�ιζουµε
αµ�εσως την κ�ινηση του κ�εντρου µ�αζας ολοκληρ£ωνοντας τις σχ�εσεις (4.39) Το ν�οµισµα

κυλ�αει διαγρ�αφοντας

�εναν κ�υκλο
' hkjml � ' h � l~
 � ëí"î ßmàâá h Ú h � l~
 í jml<� ßmàâá h Ú h � lmlªï«�s£hkjml � s£h � l£
 � ëí"î ÜgÞAß h Ú h � lmlo� ÜgÞAß h Ú h � l~
 í jmlªï �

H τροχι�α, λοιπ�ον, που διαγρ�αφει το κ�εντρο µ�αζας ε�ιναι κυκλικ�ηh ' hkjml<� ' ã l q 
"hÓs£hkjml<��s ã l q �"� q ë qí q �
µε κ�εντρο το σηµε�ιο

h ' ã �Vs ã l , �οπου' ã ��' h � l<� � ëí ßmàâá h Ú h � lml��Às ã � s£h � l£
 � ëí ÜgÞAß h Ú h � lml��
και ακτ�ινα �)ë ¬ í . Η κυκλικ�η αυτ�η τροχι�α διαγρ�αφεται µε σταθερ�η γωνι-
ακ�η ταχ�υτητα í .
Απ�ο τις (4.37) και (4.38) µπορο�υµε τ£ωρα να υπολογ�ισουµε και τους

πολλαπλασιαστ�ες � και � , οι οπο�ιοι προσδιορ�ιζουν τις αντιδρ�ασεις που
υποχρε£ωνουν το ν�οµισµα να εκτελε�ι κυκλικ�η κ�ινηση. Οι αντιδρ�ασεις ε�ι-
ναι � � � �\�)ë5í\ßmàâá î Ú h � l~
 í jªïH� � ���\�)ë5í\ÜgÞAß î Ú h � l~
 í jªï �
Οι αντιδρ�ασεις αυτ�ες ε�ιναι οι συνιστ£ωσες της κεντροµ�ολου δ�υναµης η
οπο�ια ε�ιναι κ�αθετη στην ταχ�υτητα του νοµ�ισµατος. Αυτ�η η φυγ�οκεντρος
δ�υναµη ασκε�ιται απ�ο το δ�απεδο και ε�ιναι υπε�υθυνη για το γεγον�ος �οτι το
ν�οµισµα δεν ολισθα�ινει στην κατε�υθυνση την κ�αθετη στην κυκλικ�η του
τροχι�α. Η �ιδια η κ�υλιση του νοµ�ισµατος, για να πραγµατοποιηθε�ι, δεν
απαιτε�ι καµ�ια δ�υναµη και εξασφαλ�ιζεται απ�ο τη µορφ�η της κ�ινησης, αφο�υ
η ταχ�υτητα µε την οπο�ια διαγρ�αφεται η κυκλικ�η τροχι�α ισο�υται µε τη γω-
νιακ�η ταχ�υτητα κ�υλισης επ�ι την ακτ�ινα του νοµ�ισµατος.
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�Ασκηση 4.4. Εξειδικε�υστε και προσδιορ�ιστε την κ�ινηση του νοµ�ισµατος και τηνΑΣΚΗΣΕΙΣ
αντ�ιδραση που ασκε�ιται σε αυτ�ο, �οταν (i) το ν�οµισµα κυλ�ιεται αλλ�α δεν περιστρ�εφεται
γ�υρω απ�ο τον κατακ�ορυφο �αξονα ( ð Q"· ) και (ii) �οταν περιστρ�εφεται γ�υρω απ�ο τον
κατακ�ορυφο �αξονα αλλ�α δεν κυλ�ιεται ( B Q\· ).
4.7 Φαιν�οµενες δυν�αµεις σε �ενα επιταχυν�οµενο

σ�υστηµα αναφορ�ας και η αρχ�η της

ισοδυναµ�ιας

�Οπως αναφ�εραµε και σε προηγο�υµενο εδ�αφιο η ιδ�εα του D’ Alem-
bert οδ�ηγησε τον Lagrange µ�εσω της αρχ�ης των δυνατ£ων �εργων στις εξι-
σ£ωσεις Euler - Lagrange. Η µετατροπ�η εν�ος προ1λ�ηµατος δυναµικ�ης σε
�ενα πρ�ο1ληµα στατικ�ης, τουλ�αχιστον φορµαλιστικ�α, δεν φα�ινεται να πε-
ρικλε�ιει τ�ιποτε βαθ�υτερο απ�ο µια απλ�η επαναδιατ�υπωση του δυναµικο�υ
ν�οµου του Νε�υτωνα µε τη µορφ�η της αρχ�ης του Χ�αµιλτον. ∆εν µπορο�υµε
β�ε1αια να παρα1λ�εψουµε τη σπουδαι�οτητα αυτ�ης της αρχ�ης, την οπο�ια
�εχουµε αναλ�υσει εκτεν£ως, �οσον αφορ�α στη ν�εα θε£ωρηση της φυσικ�ης που
αυτ�η εισ�αγει. Πρ�οκειται για �ενα επ�ιτευγµα, η σηµασ�ια του οπο�ιου ανα-
γνωρ�ιστηκε αρκετ�α αργ�οτερα, απ�ο τονHamilton.7 Π�ερα �οµως απ�ο αυτ�ο η
ιδ�εα �οτι σε �ενα σωµατ�ιδιο ασκε�ιται µια ν�εα “δ�υναµη”, η δ�υναµη της αδρ�α-
νειας, η οπο�ια δρα �οπως �ολες οι πραγµατικ�ες δυν�αµεις µε αποτ�ελεσµα
�ολες οι δυν�αµεις, πραγµατικ�ες και αδρανειακ�ες, που ασκο�υνται στο σω-
µατ�ιδιο να βρ�ισκονται σε ισορροπ�ια, κρ�υ1ει κ�ατι επαναστατικ�ο.

Η αρχ�η του D’ Alembert δεν αναφ�ερεται σε κ�αποιο συγκεκριµ�ενο σ�υ-
στηµα αναφορ�ας

0
ισχ�υει σε �ολα τα συστ�ηµατα αναφορ�ας. Απ�ο την �αλλη

πλευρ�α στη διατ�υπωση της αρχ�ης του D’ Alembert η δ�υναµη της αδρ�α-
νειας ορ�ιστηκεως προς κ�αποιο αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας ñ και επο-
µ�ενως εξαρτ�αται απ�ο το σ�υστηµα αναφορ�ας. Αν θεωρ�ησουµε �ενα επιτα-
χυν�οµενο σ�υστηµα αναφορ�ας ñÝò , το οπο�ιο κινε�ιται µε ταχ�υτητα �ó hkjml ως
προς το αρχικ�ο αδρανειακ�ο σ�υστηµα ñ , �ετσι £ωστε η θ�εση των σωµατιδ�ιων�Õôò να δ�ινεται απ�ο τη σχ�εση�Õ hkjml �ç�Õ ò hkjml~
 ^ `��ó hkõ1lpnAõÁ�
η δ�υναµη αδρ�ανειας που θα αποδ�ιδεται στο σ£ωµα στο σ�υστηµα ñ ò θα ε�ιναι�	Á����� ò � � � f �Õ ò � �	Á����� 
 ���� �

7Σηµειωτ�εον �οτι απ�ο την εποχ�η του Lagrange �εως την εποχ�η του Hamilton η ν�εα µ�ε-
θοδος αποτ�ελεσε απλ£ως µια τεχνικ�η βελτ�ιωσης των εξισ£ωσεων του Νε�υτωνα, αφο�υ δεν
απαιτο�υσε καµ�ια αναφορ�α στις δυν�αµεις των συνδ�εσµων.
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�οπου ��|� n �ó ¬ nAj η στιγµα�ια επιτ�αχυνση του ñ5ò ως προς το ñ . Αν η αρχ�η
του D’ Alembert στο αρχικ�ο σ�υστηµα ñ επ�ε1αλλε την “ισορροπ�ια”���
 �	������ � �� �
στο ν�εο σ�υστηµα ñÝò η “ισορροπ�ια” θα αποκτο�υσε τη µορφ�η���
 �y�
 �	Á����� ò � �� � (4.42)

�οπου �y � � ������
Η σχ�εση “ισορροπ�ιας” (4.42) στο ν�εο σ�υστηµα αναφορ�ας ñÝò επιδ�εχε-

ται δ�υο ερµηνε�ιες. Σ�υµφωνα µε την πρ£ωτη ερµηνε�ια ο παρατηρητ�ης ε�ι-
ναι αποµονωµ�ενος και δεν γνωρ�ιζει �οτι κινε�ιται σε �ενα επιταχυν�οµενο σ�υ-
στηµα αναφορ�ας οπ�οτε µε β�αση την επιτ�αχυνση του σωµατιδ�ιου που µε-
τρ�α θα υπολογ�ισει τη δ�υναµη αδρ�ανειας

�	 ����� ò και θα θεωρ�ησει �οτι στο
σωµατ�ιδιο ασκο�υνται εξωτερικ�α οι πραγµατικ�ες δυν�αµεις

��ì
 �y
£ωστε να

ικανοποιε�ιται η σχ�εση “ισορροπ�ιας” (4.42)h ���
 �yHl~
 �	������ ò � �� �
εκλαµ1�ανοντας ως πραγµατικ�η δ�υναµη και τη φαιν�οµενη δ�υναµη

�y
. Για

τον αποµονωµ�ενο παρατηρητ�η, ο οπο�ιος δεν γνωρ�ιζει τη µη αδρανειακ�ο-
τητα του συστ�ηµατος αναφορ�ας του, οι φαιν�οµενες δυν�αµεις �εχουν πραγ-
µατικ�η υπ�οσταση και δεν υπ�αρχει τρ�οπος να τις διαχωρ�ισει απ�ο τις πραγ-
µατικ�ες δυν�αµεις.

Σχ�ηµα 4.5: Ο παρατηρητ�ης βρ�ισκεται µ�εσα σε �εναν ανελκυστ�ηρα, ο οπο�ιος ε�ιναι ακ�ι-
νητος στην επιφ�ανεια της Γης. Μια µπ�αλα και �ενα κλαδ�ι εκτελο�υν ελε�υθερη πτ£ωση και
επιταχ�υνονται προς το �εδαφος µε επιτ�αχυνση Í . Υποθ�ετουµε �οτι ο ανελκυστ�ηρας ε�ιναι
κεν�ος και δεν υπ�αρχει αντ�ισταση.

Σ�υµφωνα µε τη δε�υτερη ερµηνε�ια της κατ�αστασης “ισορροπ�ιας” του
σ£ωµατος στο ñ ò , ο παρατηρητ�ης, γνωρ�ιζοντας �οτι κινε�ιται σε επιταχυν�ο-
µενο σ�υστηµα, αντιλαµ1�ανεται �οτι οι δυν�αµεις αδρ�ανειας στο επιταχυν�ο-
µενο σ�υστηµα πρ�επει να διορθωθο�υν και προσθ�ετει στη δ�υναµη αδρ�α-
νειας του σωµατιδ�ιου τη δ�υναµη αδρ�ανειας του επιταχυν�οµενου συστ�η-
µατος αναφορ�ας οπ�οτε η κατ�ασταση “ισορροπ�ιας” ερµηνε�υεται ως���
"h �y�
 �	Á����� ò l � ��z�
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Σχ�ηµα 4.6: Ο ανελκυστ�ηρας τ£ωρα βρ�ισκεται µακρι�α απ�ο �ολα τα σ£ωµατα και δεν ασκε�ι-
ται σε αυτ�ον καµ�ια βαρυτικ�η δ�υναµη. Επιταχ�υνεται, �οµως, µε επιτ�αχυνση Í σε αντ�ιθετη
κατε�υθυνση απ�ο αυτ�η της βαρ�υτητας στο προηγο�υµενο πε�ιραµα. Ο παρατηρητ�ης, ο
οπο�ιος βρ�ισκεται µ�εσα στον ανελκυστ�ηρα, δεν µπορε�ι απ�ο τις κιν�ησεις των σωµ�ατων να
διακρ�ινει αν στο εσωτερικ�ο του ανελκυστ�ηρα ασκε�ιται βαρυτικ�η δ�υναµη προς τα κ�ατω,
�η αν ο ανελκυστ�ηρας επιταχ�υνεται προς τα π�ανω. Θεωρο�υµε �οτι οι ανελκυστ�ηρες και
στα δ�υο Σχ�ηµατα ε�ιναι µικροσκοπικο�ι σε µ�εγεθος. Αν υποθ�εσουµε �οτι δεν συµ1α�ινει κ�ατι
τ�ετοιο, µπορε�ιτε να προτε�ινετε εσε�ις �ενα πε�ιραµα µε το οπο�ιο να ε�ιναι σε θ�εση ο παρατη-
ρητ�ης να αντιληφθε�ι αν βρ�ισκεται στο πεδ�ιο βαρ�υτητας της Γης �η σε �ενα επιταχυν�οµενο
σ�υστηµα;

Ας συγκρ�ινουµε στη συν�εχεια αυτ�ες τις δ�υο ερµηνε�ιες στην περ�ιπτωση
της ελε�υθερης πτ£ωσης εν�ος σ£ωµατος µ�εσα σε οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο.
Σ�υµφωνα µε την αρχ�η του D’ Alembert �ενας αδρανειακ�ος παρατηρητ�ης
(βλ. Σχ�ηµα 4.5) γρ�αφει τη σχ�εση “ισορροπ�ιας” ως ακολο�υθως :Β�αρος συν δ�υναµη

αδρ�ανειας ���� 
 �	 ����� � ��z�
(4.43)

Αυτ�η η σχ�εση �οµως επιδ�εχεται, �οπως ε�ιδαµε, και �αλλη ερµηνε�ια (βλ. Σχ�η-
µα 4.6). Ας εξαφαν�ισουµε τη βαρυτικ�η δ�υναµη και ας επιταχ�υνουµε µε
επιτ�αχυνση

� �� τον παρατηρητ�η που παρακολουθε�ι την κ�ινηση του σ£ωµα-
τος. Ηεπιτ�αχυνση που επιλ�εξαµε ε�ιναι �ιση και αντ�ιθετη µε την επιτ�αχυνση
της βαρ�υτητας. Η “ισορροπ�ια” του σ£ωµατος γι� αυτ�ον τον παρατηρητ�η θα
λ�α1ει τη µορφ�η∆�υναµη αδρ�ανειας

µ�ονο �� 
 � � � hi� �� l~
 �	Á����� ò � � ��z� (4.44)

Αν το πεδ�ιο βαρ�υτητας �ηταν απ�ολυτα οµογεν�ες –πρ�αγµα που θα �ισχυε
αν ε�ιχαµε θεωρ�ησει �ενα πολ�υ µικρ�ο εργαστ�ηριο– �ενας παρατηρητ�ης κλει-
σµ�ενος στο εργαστ�ηριο δεν θα µπορο�υσε να διακρ�ινει αν στο σωµατ�ιδιο
ασκε�ιται η δ�υναµη της βαρ�υτητας (πραγµατικ�η δ�υναµη) �η αν το εργαστ�η-
ρι�ο του επιταχ�υνεται στην αντ�ιθετη κατε�υθυνση και αυτ�ο που “βλ�επει” ως
βαρ�υτητα του σωµατιδ�ιου ε�ιναι µια δ�υναµη αδρ�ανειας, αφο�υ και στις δ�υο
περιπτ£ωσεις (4.43, 4.44) η δ�υναµη αδρ�ανειας που µετρ�αει ε�ιναι �ιδια�	Á����� � �	������ ò �



4.7. Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ 109

λ�ογω κοιν�ης επιτ�αχυνσης του σ£ωµατος και για τους δ�υο παρατηρητ�ες. Β�ε-
1αια, �ολα �οσα αναφ�εραµε παραπ�ανω ισχ�υουν επειδ�η η βαρυτικ�η δ�υναµη
ε�ιναι αν�αλογη της µ�αζας του σ£ωµατος που δ�εχεται τη βαρυτικ�η δ�υναµη,
�οπως ακρι1£ως συµ1α�ινει και µε τις δυν�αµεις αδρ�ανειας.

Ισοδυν�αµως, �ενας παρατηρητ�ης που βρ�ισκεται µ�εσα σε �ενα εργαστ�η-
ριο που εκτελε�ι ελε�υθερη πτ£ωση µ�εσα σε �ενα βαρυτικ�ο πεδ�ιο δεν αισθ�ανε-
ται τη δ�υναµη της βαρ�υτητας. Αυτ�ο συµ1α�ινει δι�οτι η φαιν�οµενη δ�υναµη
κατ�α την “ισορροπ�ια” D’ Alembert ε�ιναι �ιση και αντ�ιθετη µε τη δ�υναµη
της βαρ�υτητας και τα αποτελ�εσµατα οποιουδ�ηποτε φυσικο�υ πειρ�αµατος
που θα εκτελο�υταν σε αυτ�ο το σ�υστηµα αναφορ�ας ε�ιναι πανοµοι�οτυπα µε
εκε�ινα που θα λαµ1�ανονταν αν το πε�ιραµα εκτελο�υταν σε �ενα αδρανειακ�ο
σ�υστηµα στο οπο�ιο ισχ�υουν οι ν�οµοι του Νε�υτωνα. Αυτ�ο ακρι1£ως συµ1α�ι-
νει σε πειρ�αµατα, τα οπο�ια εκτελο�υνται µ�εσα σε �ενα διαστηµ�οπλοιο που
βρ�ισκεται σε τροχι�α γ�υρω απ�ο τη Γη. Το διαστηµ�οπλοιο, επειδ�η βρ�ισκε-
ται σε ελε�υθερη πτ£ωση µ�εσα στο πεδ�ιο βαρ�υτητας, ε�ιναι κατ�α προσ�εγγιση8

�ενα αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας.9 Συνεπ£ως, �ενα οµαλ£ως επιταχυν�ο-
µενο σ�υστηµα αναφορ�ας στο οπο�ιο δεν ασκε�ιται η δ�υναµη της βαρ�υτη-
τας και �ενα µη επιταχυν�οµενο σ�υστηµα αναφορ�ας στο οπο�ιο ασκε�ιται η
δ�υναµη της βαρ�υτητας, µε �ενταση �ιση µε την επιτ�αχυνση του προηγο�υ-
µενου συστ�ηµατος, ε�ιναι ισοδ�υναµα. Απ�ο τη στιγµ�η, λοιπ�ον, που αυτ�ο
που �εχουµε συνηθ�ισει να θεωρο�υµε ως αδρανειακ�ο σ�υστηµα, υπ�ο την πα-
ρουσ�ια εν�ος πεδ�ιου βαρ�υτητας ε�ιναι ισοδ�υναµο µε �ενα επιταχυν�οµενο σ�υ-
στηµα σε �εναν χ£ωρο δ�ιχως βαρ�υτητα, τα αδρανειακ�α συστ�ηµατα, �οπως τα
�εχουµε συνηθ�ισει στη νευτ£ωνεια µηχανικ�η, πα�υουν να ε�ιναι πλεονεκτικ�α.
Καταλληλ�οτερο, ως αδρανειακ�ο σ�υστηµα, θα �ηταν εκε�ινο, το οπο�ιο πα-
ρουσ�ια κ�αποιου βαρυτικο�υ πεδ�ιου θα �επεφτε ελε�υθερα µ�εσα σε αυτ�ο το
πεδ�ιο. Σε�ενα τ�ετοιο σ�υστηµα τα �αλλα σ£ωµατα που π�εφτουν αποκλειστικ�α
εξαιτ�ιας του πεδ�ιου θα αιωρο�υνται δ�ιπλα στον παρατηρητ�η �η θα κινο�υ-
νται ως ελε�υθερα σ£ωµατα µε σταθερ�η ταχ�υτητα ως προς αυτ�ον. Η ιδ�εα
της απουσ�ιας βαρ�υτητας σε �ενα σ�υστηµα που π�εφτει ελε�υθερα �ηταν, �οπως
συν�ηθιζε να λ�εει ο Albert Einstein [1879-1955], “η ευτυχ�εστερη σκ�εψη της
ζω�ης του” και �ηταν αυτ�η που τον οδ�ηγησε �υστερα απ�ο αγωνι£ωδη και πο-
λυετ�η προσπ�αθεια στη διατ�υπωση της Γενικ�ης Θεωρ�ιας της Σχετικ�οτη-
τας. Πρ�οκειται για τη λεγ�οµενη αρχ�η της ισοδυναµ�ιας που εισ�ηγαγε αρ-
χικ�α ο Einstein το 1916 για να εξηγ�ησει τη δ�υναµη της βαρ�υτητας προτο�υ
διατυπ£ωσει τη Γενικ�η Θεωρ�ια της Σχετικ�οτητας. Η αρχ�η του D’ Alem-
bert υπ�ηρξε, σε επ�ιπεδο αρχ£ων β�ε1αια, ο προποµπ�ος της αρχ�ης της ισο-
δυναµ�ιας σ�υµφωνα µε την οπο�ια η δ�υναµη της βαρ�υτητας ε�ιναι µ�ια φαι-
ν�οµενη δ�υναµη.

�Οµως, η ισοδυναµ�ια επιταχυν�οµενων συστηµ�ατων αναφορ�ας και βα-
ρ�υτητας ε�ιναι, �οπως αναφ�εραµε, δυνατ�η επειδ�η η βαρυτικ�η µ�αζα ��ö –η
µ�αζα που υπεισ�ερχεται στο ν�οµο της Παγκ�οσµιας �Ελξης– ε�ιναι �ιδια µε
την αδρανειακ�η µ�αζα � που υπεισ�ερχεται στο δε�υτερο ν�οµο τουΝε�υτωνα.

8Η προσ�εγγιση ε�ιναι τ�οσο ακρι1�εστερη, �οσο µικρ�οτερο ε�ιναι το διαστηµ�οπλοιο �η �οσο
πιο µακρι�α βρ�ισκεται αυτ�ο απ�ο τη Γη,£ωστε το βαρυτικ�ο πεδ�ιο εντ�ος αυτο�υ να µπορε�ι να
εκληφθε�ι ως οµογεν�ες.

9Βλ. το βι1λ�ιο των Taylor&Wheeler, Spacetime Physics, εδ�αφιο 1.2.
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Πρ�αγµατι, για την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου µ�εσα σε οµογεν�ες πεδ�ιο βαρ�υ-
τητας ο δε�υτερος ν�οµος του Νε�υτωνα απαιτε�ι������
��ö~��
και αφο�υ υποθ�ετουµε �οτιΙσ�οτητα βαρυτικ�ης

αδρανειακ�ης µ�αζας �÷����ö �
συν�αγουµε �οτι ����ø����

(4.45)

Η ισ�οτητα αυτ�η αποτελε�ι το κλειδ�ι στη διατ�υπωση της αρχ�ης της ισοδυ-
ναµ�ιας.

Η ισ�οτητα βαρυτικ�ης και αδρανειακ�ης µ�αζας στο πλα�ισιο της νευτ£ω-
νειας θεωρ�ιας για τη βαρ�υτητα ε�ιναι �ακρως αξιοπερ�ιεργη και απασχ�ολησε
και τον �ιδιο το Νε�υτωνα �οταν διατ�υπωνε το ν�οµο της Παγκ�οσµιας �Ελ-
ξης. Θ�ελοντας, µ�αλιστα, να ελ�εγξει ο �ιδιος την ακρ�ι1εια αυτ�ης της ισ�οτη-
τας πρ�οτεινε το ακ�ολουθο πε�ιραµα :10 Κατασκε�υασε �ενα εκκρεµ�ες αποτε-
λο�υµενο απ�ο �ενα κο�υφιο σφαιρ�ιδιο µ�εσα στο οπο�ιο τοποθετο�υσε δι�αφορα
σ£ωµατα �ιδιας µ�αζας αλλ�α απ�ο διαφορετικ�ο υλικ�ο κ�αθε φορ�α. Με αυτ�ο
τον τρ�οπο προσπ�αθησε να µετρ�ησει τις διαφορ�ες στην περ�ιοδο του εκ-
κρεµο�υς, εν£ω το εξωτερικ�ο σφαιρικ�ο κ�ελυφος του εξασφ�αλιζε �οτι η αντ�ι-
σταση απ�ο τον α�ερα θα �ηταν κ�αθε φορ�α η �ιδια. Ο Νε�υτωνας δεν µπ�ο-
ρεσε να εντοπ�ισει καµ�ια διαφορ�α µεταξ�υ αδρανειακ�ης και βαρυτικ�ης µ�α-
ζας. Αργ�οτερα, το 1889 και το 1922, ο ο�υγγρος πειραµατικ�ος φυσικ�ος
Roland von Eötvös [1848-1919] πραγµατοπο�ιησε αν�αλογα πειρ�αµατα µε
ζυγ�ο στρ�εψης βελτι£ωνοντας την ακρ�ι1εια σ�υµπτωσης των δ�υο µαζ£ων απ�ο
το �v�Kù�ú που ε�ιχε επιτ�υχει ο Νε�υτωνας στο ûÝü �v��ù�ý . Η ακρ�ι1εια αυτ£ων των
πειραµ�ατων σ�ηµερα �εχει ξεπερ�ασει το �v�Kù .�q !
Μια τ�ετοιας ακρ�ι1ειας σ�υµπτωση δ�υο τ�οσο διαφορετικ£ωνφυσικ£ωνπο-

σοτ�ητων πρ�επει να κρ�υ1ει κ�ατι πολ�υ πιο βαθ�υ. Αυτ�η η σκ�εψη αποτ�ελεσε
τη βασικ�η ιδ�εα που £ωθησε τον Einstein να αντικαταστ�ησει τη νευτ£ωνεια
θε£ωρηση για τη βαρ�υτητα µε αυτ�η της Γενικ�ης Θεωρ�ιας της Σχετικ�οτη-
τας. Σ�υµφωνα µε τη ν�εα θε£ωρηση µια µ�αζα � παραµορφ£ωνει το χ£ωρο

10Το περ�ιφηµο πε�ιραµα του Γαλιλα�ιου στον π�υργο της Π�ιζας, στ�οχος του οπο�ιου �ηταν
να αποδε�ιξει �οτι �ολα τα σ£ωµατα, ανεξαρτ�ητως της µ�αζας τους, π�εφτουν στη Γη σε �ιδιο
χρ�ονο, �ηταν στην ουσ�ια απ�οδειξη της ισ�οτητας µεταξ�υ βαρυτικ�ης και αδρανειακ�ης µ�α-
ζας. Ο Γαλιλα�ιος, β�ε1αια, επιθυµο�υσε να επι1ε1αι£ωσει πειραµατικ�α, �οπως �εκανε και µε
κεκλιµ�ενα επ�ιπεδα και βολ�ες, �οτι η επιτ�αχυνση της βαρ�υτητας ε�ιναι η �ιδια για �ολα τα σ£ω-
µατα σε αντ�ιθεση µε την επικρατο�υσα αντ�ιληψη του Αριστοτ�ελη, ο οπο�ιος στο �εργο του
Φυσικ�α IV, 8 216a 12-16, υποστ�ηριζε �οτι τα βαρ�υτερα σ£ωµατα πρ�επει να φτ�ανουν στην
επιφ�ανεια της Γης γρηγορ�οτερα απ� �ο,τι τα ελαφρ�οτερα. Ο Γαλιλα�ιος ε�ιχε εκλογικε�υσει
την παρατ�ηρησ�η του �οτι ο χρ�ονος που απαιτε�ιται ε�ιναι ανεξ�αρτητος απ�ο τη µ�αζα του
σ£ωµατος µε τον εξ�ης ενδιαφ�εροντα συλλογισµ�ο : ας υποθ�εσουµε �οτι δ�υο σ£ωµατα, το �ενα
ελαφρ�υ και το �αλλο βαρ�υ, π�εφτουν µε διαφορετικ�η επιτ�αχυνση. Αν δ�εσουµε αυτ�α τα
δ�υο σ£ωµατα µαζ�ι, θα πρ�επει λογικ�α να π�εφτουν µε µια ενδι�αµεση επιτ�αχυνση, πρ�αγµα
το οπο�ιο �ερχεται σε αντ�ιθεση µε τον ισχυρισµ�ο �οτι το συσσωµ�ατωµα, �οντας βαρ�υτερο και
απ�ο τα δ�υο σ£ωµατα, θα π�εφτει ακ�οµη πιο γρ�ηγορα απ�ο το κ�αθε σ£ωµα χωριστ�α.
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(και το χρ�ονο) γ�υρω της µε τ�ετοιο τρ�οπο £ωστε �ολα τα σ£ωµατα που βρ�ι-
σκονται µ�εσα στο πεδ�ιο της µ�αζας � να κινο�υνται µ�εσα στον παραµορ-
φωµ�ενο αυτ�ο χ£ωρο ακολουθ£ωντας τις συντοµ�οτερες διαδροµ�ες, ανεξαρ-
τ�ητως της µ�αζας που �εχει το καθ�ενα απ�ο αυτ�α. �Ετσι, αυτ�ο που εκλαµ-
1�ανουµε εµε�ις ως βαρυτικ�η δ�υναµη ε�ιναι η µετ�αφραση τ�ης κατ�α τα �αλλα
απλο�υστατης γεωδαισιακ�ης τροχι�ας των σωµ�ατων σε συµ1ατικ�ες ευκλε�ι-
δειες συντεταγµ�ενες που λανθασµ�ενα θεωρο�υµε �οτι περιγρ�αφουν το χ£ωρο
που µας περι1�αλλει. Επειδ�η, λοιπ�ον, παρακολουθο�υµε �ολα τα σ£ωµατα να
κινο�υνται µε τον �ιδιο τρ�οπο µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο και η δ�υναµη που
θεωρο�υµε ως α�ιτιο της µη οµαλ�ης φαιν�οµενης κ�ινησης των σωµ�ατων ε�ι-
ναι �ιση µε τη µ�αζα του εκ�αστοτε σ£ωµατος επ�ι την επιτ�αχυνση αυτο�υ, θεω-
ρο�υµε υπε�υθυνη για την επιταχ�υνοµενη κ�ινηση του σ£ωµατος µια δ�υναµη
η οπο�ια ε�ιναι αν�αλογη της αδρανειακ�ης του µ�αζας. Αυτ�ο εξηγε�ι και την
ισ�οτητα βαρυτικ�ης και αδρανειακ�ης µ�αζας.

4.8 Το φαιν�οµενο των παλιρροι£ων

Τοφαιν�οµενο των παλιρροι£ων εµφαν�ιζεται σε εκτεταµ�ενα σ£ωµατα που
βρ�ισκονται µ�εσα σε βαρυτικ�α πεδ�ια και ε�ιναι συν�επεια µιας καταπληκτι-
κ�ης ιδι�οτητας του βαρυτικο�υ ν�οµου σ�υµφωνα µε την οπο�ια η βαρυτικ�η
�ελξη µεταξ�υ δ�υο σωµ�ατων ε�ιναι αν�αλογη των αδρανειακ£ων µαζ£ων των
σωµ�ατων. Αντιλαµ1αν�οµαστε, λοιπ�ον, �οτι η παλιρρο°κ�η δ�υναµη αποτε-
λε�ι καθηµεριν�η �εκφανση της αρχ�ης της ισοδυναµ�ιας.
Ας θεωρ�ησουµε �ενα ουρ�ανιο σ£ωµα, για παρ�αδειγµα τη Γη, που για λ�ο-

γους απλο�υστευσης θα υποθ�εσουµε �οτι �εχει σφαιρικ�ο σχ�ηµα. Το ερ£ωτηµα
που τ�ιθεται ε�ιναι ποια δ�υναµη ασκε�ιται σε κ�αθε σηµε�ιο του σ£ωµατος αυ-
το�υ απ�ο κ�αποιο �αλλο σφαιρικ�ο ουρ�ανιο σ£ωµα, �οπως για παρ�αδειγµα τη
Σελ�ηνη �η τον �Ηλιο. Απ�ο το καταπληκτικ�ο θε£ωρηµα του Νε�υτωνα γνωρ�ι-
ζουµε �οτι η δ�υναµη που ασκε�ιται απ�ο το µακριν�ο σ£ωµα σε �ενα τµ�ηµα της
Γης ε�ιναι �� � �éþ � � �Õ � ��

| �Õ � ��
|
ú � (4.46)

�οπου � ε�ιναι η µ�αζα του µακρινο�υ σφαιρικο�υ σ£ωµατος του οπο�ιου το κ�ε-
ντρο βρ�ισκεται στη θ�εση

��
και � ε�ιναι η µ�αζα του εν λ�ογω τµ�ηµατος της

Γης που βρ�ισκεται στη θ�εση �Õ (�ολες οι θ�εσεις θεωρο�υµε �οτι µετρ£ωνται απ�ο
το κ�εντρο της Γης). Θ�ελουµε να υπολογ�ισουµε τη δ�υναµη που ασκε�ιται
στην επιφ�ανεια της Γης, η οπο�ια προσδιορ�ιζεται απ�ο την εξ�ισωση

¦ �Õ ¦ ��� ,
λαµ1�ανοντας ως αρχ�η των αξ�ονων το κ�εντρο της Γης. Σε ολ�οκληρη τη Γη
ασκε�ιται β�ε1αια µια δ�υναµη�� ã � þ � � Γ ��

|
��
|
ú �

µε αποτ�ελεσµα ολ�οκληρη η Γη να επιταχ�υνεται προς το ουρ�ανιο σ£ωµα µε
την αντ�ιστοιχη επιτ�αχυνση. Ο παρατηρητ�ης που βρ�ισκεται επ�ανω στη Γη
και κινε�ιται µαζ�ι µε αυτ�η θεωρε�ι �οτι σε κ�αθε µ�αζα � ασκε�ιται η φαιν�οµενη
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δ�υναµη �	 � �éþ � � ��
|
��
|
ú �

οπ�οτε στο επιταχυν�οµενο, λ�ογω τροχιακ�ης κ�ινησης, σ�υστηµα της Γης σε
κ�αθε µ�αζα � φα�ινεται να ασκε�ιται η συνολικ�η δ�υναµη��

π
� ���
 �	 � �éþ � � µ �Õ � ��

| �Õ � ��
|
ú 
 ��

|
��
|
ú ¶ �

(4.47)

Η δ�υναµη αυτ�η ε�ιναι η παλιρρο°κ�η δ�υναµη. Ας υπολογ�ισουµε το µ�εγεθος
αυτ�ης της δ�υναµης στην επιφ�ανεια της Γης

¦ �Õ ¦ �³�
, υπ�ο την προ¶π�ο-

θεση �οτι το ουρ�ανιο σ£ωµα ε�ιναι αρκετ�α µακρι�α απ�ο τη Γη, £ωστε η ακτ�ινα
της Γης � να ε�ιναι πολ�υ µικρ�οτερη απ�ο την απ�οσταση των δ�υο σωµ�ατων
(
� ÿ¡ÿ |

��
|) και ως εκ το�υτου να µπορο�υµε να αµελ�ησουµε στον υπολογι-

σµ�ο της δ�υναµης �ορους τ�αξης � q ¬ ¦ �� ¦ q . Για να αντιληφθο�υµε την ακρ�ι1εια
µιας τ�ετοιας προσ�εγγισης αρκε�ι να αναφ�ερουµε �οτι η ακτ�ινα της Γης ε�ιναι� � � � ��� ü �v�)ú km εν£ω η απ�οσταση Γης-Σελ�ηνης ε�ιναι � � ��� ü �v��� km µε
αποτ�ελεσµα ο λ�ογος � ¬ | �� | να ε�ιναι τ�αξης � h �v�Kù q l . Στην περ�ιπτωση της
παλιρρο°κ�ης δ�υναµης που προκαλε�ιται απ�ο τον �Ηλιο, επειδ�η η τροχι�α
της Γης γ�υρω απ�ο τον �Ηλιο �εχει ακτ�ινα �A� ��	 ü �v��
 km ο αντ�ιστοιχος λ�ο-
γος ε�ιναι � ¬ | �� | � � h �v�Kù�� l . Αν ορ�ισουµε τη διανυσµατικ�η συν�αρτηση�} � �� � � þ � � ��

|
��
|
ú �

τ�οτε η παλιρρο°κ�η δ�υναµη ε�ιναι απλ£ως η διαφορ�α��
π
� �} � ��
� �Õ � � �} � �� � � (4.48)

�Οταν
¦ �Õ ¦ �÷��ÿ¡ÿ |

��
|, η µετα1ολ�η της συν�αρτησης

�}
που παρουσι�αζε-

ται στην �εκφραση (4.48) προσεγγ�ιζεται µε πολ�υ µεγ�αλη ακρ�ι1εια απ�ο τον
πρ£ωτο �ορο τ�αξης

¦ �Õ ¦ της σειρ�ας Taylor της �} h ��
� �Õ l��
π � � � � �Õ 0 �Z � �}�


��� 
 � h � q ¬ ¦ �� ¦ q l � (4.49)

�οπου
�Z
ε�ιναι η βαθµ�ιδα ως προς τη µετα1λητ�η

��
. Συνεπ£ως, η παλιρρο°κ�η

δ�υναµη σε πρ£ωτη τ�αξη ως προς � ¬ | �� | ε�ιναι��
π
� �éþ � � � �Õ 0 �Z �_��� ú 
 � þ � � ����� �Õ 0 �Z�� � (4.50)

Για να υπολογ�ισουµε την (4.50) θα χρειαστο�υµε αφεν�ος τη βαθµ�ιδα
�Z��

του µ�ετρου του διαν�υσµατος θ�εσης� � |
��
| ��� ��
0 ��_�

η οπο�ια προκ�υπτει (βλ. Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα) �οτι ε�ιναι το µοναδια�ιο
ακτινικ�ο δι�ανυσµα �Z�� � ��� �
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και αφετ�ερου την τιµ�η της �εκφρασης� �Õ 0 �Z � ��_�
που υπολογ�ιζεται ε�υκολα αν χρησιµοποι�ησουµε δε�ικτες. Επειδ�η η # -οστ�η
συντεταγµ�ενη του παραπ�ανω διαν�υσµατος β�ασει της αθροιστικ�ης σ�υµ1α-
σης ε�ιναι Õ  [ ��![ �  � Õ  & !  � Õ !£�
θα �εχουµε � �Õ 0 �Z �_�� �ø�Õ �
Συνοψ�ιζοντας τα προηγο�υµενα αποτελ�εσµατα καταλ�ηγουµε στο συµπ�ε-
ρασµα �οτι η παλιρρο°κ�η δ�υναµη (4.50) ε�ιναι��

π
� �éþ � � �Õ� ú 
 � þ � � h �Õ 0 ��¡l ��� �� þ � � � h �Õ 0 ��¡l ��
��� q �Õ� � �

(4.51)

Τι ακρι1£ως µορφ�η δ�υναµης περιγρ�αφει µια τ�ετοια �εκφραση; Για να κατα-
νο�ησουµε την παραπ�ανω �εκφραση θα υπολογ�ισουµε την παλιρρο°κ�η δ�υ-
ναµη που ασκε�ιται στην περιφ�ερεια της Γης σε �ενα επ�ιπεδο, το οπο�ιο δι-
�ερχεται απ�ο το κ�εντρο της Γης και το µακριν�ο σ£ωµα. Αν γνωρ�ιζουµε τη
δ�υναµη που ασκε�ιται επ�ανω σε αυτ�ο το µ�εγιστο κ�υκλο, τ�οτε γνωρ�ιζουµε
και τη δ�υναµη που ασκε�ιται σε κ�αθε σηµε�ιο της επιφ�ανειας της Γης, αρ-
κε�ι να περιστρ�εψουµε το προηγο�υµενο επ�ιπεδο γ�υρω απ�ο τον �αξονα που
συνδ�εει τα κ�εντρα των δ�υο ουρ�ανιων σωµ�ατων. Ας ονοµ�ασουµε ' τη δι-
ε�υθυνση απ�ο το κ�εντρο της Γης προς το µακριν�ο ουρ�ανιο σ£ωµα και

t
την

κ�αθετη σε αυτ�η διε�υθυνση επ�ι του εν λ�ογω επιπ�εδου. Τ�οτε µε αρχ�η το κ�ε-
ντρο του πλαν�ητη το µακριν�ο σ£ωµα βρ�ισκεται στη θ�εση

�� � ������
, �οπου���� ε�ιναι το µοναδια�ιο δι�ανυσµα στη διε�υθυνση ' , εν£ω τα σηµε�ια της περι-

φ�ερειας της Γης βρ�ισκονται στις θ�εσεις�Õ ��� h ÜgÞAß x ���� 
 ßmàâá x ���� l �
�οπου

���� ε�ιναι το µοναδια�ιο δι�ανυσµα στη διε�υθυνση t και � ε�ιναι η ακτ�ινα
της Γης. Η παλιρρο°κ�η, λοιπ�ον, δ�υναµη (4.51) που ασκε�ιται στην περιφ�ε-
ρεια της Γης δ�ινεται απ�ο την �εκφραση��

π
� þ � �� q �� h ¥ ÜgÞAß x ���� � ßmàâá x ���� l �

και �εχει σχεδιαστε�ι στο Σχ�ηµα 4.7 σε δι�αφορες θ�εσεις. Κατ� αρχ�ας παρα-

τηρο�υµε �οτι η δ�υναµη
��
π �εχει µ�εγεθος µικρ�οτερο κατ�α τον παρ�αγοντα

� ¬ �
απ� �ο,τι η �αµεση βαρυτικ�η δ�υναµη

þ � � ¬ � q που ασκε�ιται απ�ο το µακριν�ο
ουρ�ανιο σ£ωµα στη µ�αζα � . Επειδ�η �οµως η συνολικ�η παλιρρο°κ�η δ�υναµη
ε�ιναι αν�αλογη της µ�αζας του µακρινο�υ σ£ωµατος, ουρ�ανια σ£ωµατα µεγ�α-
λης µ�αζας που ε�ιναι πολ�υ αποµακρυσµ�ενα ασκο�υν παλιρρο°κ�η δ�υναµη
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Σχ�ηµα 4.7: Η παλιρρο°κ�η δ�υναµη σε διαφορετικ�α σηµε�ια στην επιφ�ανεια της Γης. Το
σ£ωµα που ασκε�ι την παλιρρο°κ�η δ�υναµη βρ�ισκεται επ�ι του �αξονα L .
συγκρ�ισιµη µε εκε�ινη που ασκο�υν �αλλα ουρ�ανια σ£ωµατα µικρ�οτερης µ�α-
ζας που βρ�ισκονται εγγ�υτερα. Ας υπολογ�ισουµε το λ�ογο της παλιρρο°κ�ης
δ�υναµης που ασκε�ι ο �Ηλιος στη Γη µε την παλιρρο°κ�η δ�υναµη που ασκε�ι
η Σελ�ηνη στη Γη. Επειδ�η η µ�αζα του Ηλ�ιου ε�ιναι � Η � �A� 	�	 ü �v�)ú ã kg,
εν£ω η µ�αζα της Σελ�ηνης � Σ � � � � û�ü �v� qªq kg, ο λ�ογος των παλιρρο°κ£ων
δυν�αµεων που ασκο�υν τα δ�υο σ£ωµατα στη Γη ε�ιναι περ�ιπου�

(Η)
π�
(Σ)
π � �P� � �

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι, παρ�ολο που η κ�υρια παλιρρο°κ�η δ�υναµη προ�ερχεται
απ�ο τη Σελ�ηνη, ο �Ηλιος επηρε�αζει και αυτ�ος σηµαντικ�α τα παλιρρο°κ�α
φαιν�οµενα στη Γη. Η συµ1ολ�η του �Ηλιου στη δηµιουργ�ια των παλιρ-
ροι£ων ε�ιναι σηµαντικ�η και λαµ1�ανεται πολ�υ σο1αρ�α υπ�οψη στη ναυσι-
πλο²α. Η µετα1ολ�η επ�ισης του πλ�ατους των παλιρροι£ων αν�αλογα µε τη
θ�εση του �Ηλιου αξιοποιε�ιται απ�ο τους επιστ�ηµονες στον υπολογισµ�ο της
ηλικ�ιας των απολιθωµ�ατων και συν�αγονται πολ�υ χρ�ησιµες πληροφορ�ιες
για το παλαιοκλ�ιµα της Γης.

�Ασκηση 4.5. Π�οτε αναµ�ενονται εντον�οτερα παλιρρο°κ�α φαιν�οµενα, �οταν �εχουµεΑΣΚΗΣΕΙΣ
ν�εα Σελ�ηνη, µισ�ο φεγγ�αρι, �η �οταν ε�ιναι πανσ�εληνος; Σκεφθε�ιτε τη σχετικ�η θ�εση �Ηλιου-
Γης-Σελ�ηνης.

Λαµ1�ανοντας το εσωτερικ�ο γιν�οµενο της παλιρρο°κ�ης δ�υναµης µε το
µοναδια�ιο ακτινικ�ο δι�ανυσµα, βρ�ισκουµε �οτι η ακτινικ�η συνιστ£ωσα της
παλιρρο°κ�ης δ�υναµης ε�ιναι�

π � � þ � �\�� ú h ¥ ÜgÞAß q x � ßmàâá q x l � þ � �\�� ú � 
 � ÜgÞAß ¥ x¥ �
Απ�ο το πρ�οσηµο της ακτινικ�ης συνιστ£ωσας της δ�υναµης, παρατηρο�υµε
�οτι η παλιρρο°κ�η δ�υναµη �εχει την τ�αση να δηµιουργε�ι �αµπωτη στα πλ�ατη
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για τα οπο�ια ε�ιναι � 
 � ÜgÞAß ¥ x ÿ�� , δηλαδ�η για τις περιοχ�ες � ¥ û � �� "! x !û ��� �  (η γων�ια x µετρι�εται απ�ο τον �αξονα ' ) 0 στις υπ�ολοιπες περιοχ�ες η
δ�υναµη �εχει θετικ�η ακτινικ�η συνιστ£ωσα και οι υδ�ατινες µ�αζες �εχουν την
τ�αση να κινηθο�υν σε αυτ�ες τις περιοχ�ες δηµιουργ£ωντας πληµµυρ�ιδα. Αξ�ι-
ζει επ�ισης να παρατηρ�ησουµε �οτι η παλιρρο°κ�η δ�υναµη εξαρτ�αται απ�ο τοÜgÞAß ¥ x , οπ�οτε ε�ιναι συµµετρικ�η ως προς τον �αξονα περιστροφ�ης της Γης,
αν θεωρ�ησουµε ως �αξονα

t
τον �αξονα περιστροφ�ης της Γης (αγνο£ωντας

τη µικρ�η λ�οξωση του �αξονα της Γης), αφο�υ και η Σελ�ηνη και ο �Ηλιος βρ�ι-
σκονται περ�ιπου στο επ�ιπεδο το κ�αθετο σε αυτ�ον. Αυτ�ο �εχει ως συν�επεια,
καθ£ως περιστρ�εφεται η Γη και παρασ�υρει τις υδ�ατινες µ�αζες, η παλ�ιρροια
να εµφαν�ιζει δ�υο φορ�ες πληµµυρ�ιδα και δ�υο φορ�ες �αµπωτη αν�α εικοσιτε-
τρ�αωρο. Με �αλλα λ�ογια, οι παλ�ιρροιες �εχουν περ�ιοδο σχεδ�ον11 12 £ωρες.
Η εξ�ηγηση αυτ�η για την περ�ιοδο των παλιρροι£ων δ�οθηκε για πρ£ωτη φορ�α
απ�ο τον Νε�υτωνα και αποτ�ελεσε συγκλονιστικ�η απ�οδειξη των δυνατ�οτη-
των της ν�εας δυναµικ�ης θεωρ�ιας που εισ�ηγαγε.

�Ασκηση 4.6. Υπολογ�ιστε την παλιρρο°κ�η δ�υναµη που δ�εχεται το σ£ωµα εν�ος ανθρ£ω- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
που �οταν αυτ�ος βρ�ισκεται �ορθιος επ�ανω σε �ενα σφαιρικ�ο βαρυτικ�ο σ£ωµα σαν αυτ�ο του
�Ηλιου. Yποθ�εστε τ£ωρα �οτι ο �Ηλιος αρχ�ιζει να συρρικν£ωνεται διατηρ£ωντας τη µ�αζα
του. Σε τι διαστ�ασεις θα πρ�επει να φτ�ασει ο �Ηλιος £ωστε ο �ανθρωπος να αρχ�ισει να αι-
σθ�ανεται �εντονη δυσφορ�ια λ�ογω της διαφορ�ας των παλιρρο°κ£ων δυν�αµεων που ασκο�υ-
νται στο κεφ�αλι και τα π�οδια του; Η αλ�ηθεια ε�ιναι �οτι, πολ�υ πριν ο �Ηλιος φτ�ασει σε
αυτ�ες τις διαστ�ασεις, η βαρυτικ�η δ�υναµη θα �εχει γ�ινει τ�οσο µεγ�αλη, £ωστε τα π�οδια του
ανθρ£ωπου θα �εχουν �ηδη υποστε�ι ανεπαν�ορθωτες βλ�α1ες. Π�οση θα �επρεπε να ε�ιναι η
µ�αζα του �Ηλιου και η ακτ�ινα του £ωστε οι παλιρρο°κ�ες δυν�αµεις να γ�ινουν τ�οσο µεγ�α-
λες για να αρχ�ισει ο �ανθρωπος να αισθ�ανεται δυσφορ�ια, προτο�υ η �ιδια η βαρ�υτητα γ�ινει
επικ�ινδυνη;

Προτο�υ εγκαταλε�ιψουµε την αν�αλυση του φαινοµ�ενου των παλιρροι£ων,
ας βε1αιωθο�υµε �οτι αντιλαµ1αν�οµαστε το λ�ογο για τον οπο�ιο η παλιρρο-
°κ�η δ�υναµη στον Ισηµεριν�ο της Γης �εχει θετικ�η ακτινικ�η διε�υθυνση (προς
τα �εξω) και στο σηµε�ιο που βρ�ισκεται πλησι�εστερα στο µακριν�ο ουρ�ανιο
σ£ωµα x �"� αλλ�α και στο αντιδιαµετρικ�ο του σηµε�ιο x � ä που βρ�ισκεται
στη µακριν�οτερη απ�οσταση απ�ο αυτ�ο. �Εχουµε �ηδη αναφ�ερει �οτι λ�ογω
της αρχ�ης της ισοδυναµ�ιας σε µ�ια στοιχει£ωδη µ�αζα ασκο�υνται δ�υο δυν�α-
µεις, η ελκτικ�η δ�υναµη του µακρινο�υ σ£ωµατος και η φαιν�οµενη δ�υναµη
εξαιτ�ιας του γεγον�οτος �οτι η Γη επιταχ�υνεται προς το µακριν�ο σ£ωµα. Η
τελευτα�ια δ�υναµη ε�ιναι �ιση και αντ�ιθετη µε αυτ�ην που θα ασκο�υταν στη
µ�αζα αν η µ�αζα βρισκ�οταν στο κ�εντρο της Γης. Στην πρ£ωτη περ�ιπτωση,
�οταν x �"� , η ελκτικ�η δ�υναµη ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο τη φαιν�οµενη δ�υναµη
µε αποτ�ελεσµα η παλιρρο°κ�η δ�υναµη να �εχει διε�υθυνση προς το µακριν�ο

11Για την ακρ�ι1εια η περ�ιοδος ε�ιναι
± Ä
£ωρες και # Ä λεπτ�α δι�οτι η Σελ�ηνη περιστρ�εφε-

ται και αυτ�η γ�υρω απ�ο τη Γη µε την �ιδια φορ�α που περιστρ�εφεται και η Γη γ�υρω απ�ο
τον εαυτ�ο της, οπ�οτε χρει�αζεται λ�ιγο παραπ�ανω χρ�ονος απ�ο τις 12£ωρες για να βρεθε�ι ο
αντ�ιποδας εν�ος σηµε�ιου του Ισηµερινο�υ ακρι1£ως “κ�ατω” απ�ο τη Σελ�ηνη.
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ουρ�ανιο σ£ωµα. Στη δε�υτερη περ�ιπτωση, �οταν x � ä , η ελκτικ�η δ�υναµη ε�ι-
ναι µικρ�οτερη απ�ο τη φαιν�οµενη δ�υναµη µε αποτ�ελεσµα να εµφαν�ιζεται
και π�αλι τ�αση για πληµµυρ�ιδα.
Για να επιστρ�εψουµε στη σχ�εση της αρχ�ης της ισοδυναµ�ιας µε τη βα-

ρ�υτητα και να κλε�ισουµε µε αυτ�ην το παρ�ον κεφ�αλαιο, σηµει£ωνουµε �οτι οι
παλ�ιρροιες αποτελο�υν µια ξεχωριστ�η �εκφανση της βαρ�υτητας, π�ερα απ�ο
την εκδ�ηλωση της βαρ�υτητας που µπορο�υµε να εξαφαν�ισουµε π�εφτοντας
ελε�υθερα µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο (βλ. εδ�αφιο 4.7). Αυτ�η η λεπτ�η διαφο-
ροπο�ιηση της βαρ�υτητας, η οπο�ια εκδηλ£ωνεται µ�εσω της περ�ιεργης ιδι-
�οτητ�ας της να ωθε�ι τα σ£ωµατα να αποµακρυν�ονται σε µ�ια κατε�υθυνση
και να πλησι�αζουν σε κατευθ�υνσεις κ�αθετες στην πρ£ωτη, ε�ιναι δυνατ�ον
να περιγραφε�ι µε µια αν�αλογη καµπ�υλωση του χ£ωρου που δεν µπορο�υµε
µε καν�ενα τρ�οπο να εξαλε�ιψουµε µολον�οτι ο καµπυλωµ�ενος αυτ�ος χ£ω-
ρος περιγρ�αφεται τοπικ�α πολ�υ καλ�α απ�ο �εναν επ�ιπεδο χ£ωρο. Ο Einstein
�ηταν αυτ�ος που πρ£ωτος αντιλ�ηφθηκε �οτι η µορφ�η των παλιρρο°κ£ων δυ-
ν�αµεων επι1�αλλει την περιγραφ�η της βαρ�υτητας µε γεωµετρικο�υς �ορους
καµπ�υλωσης. Σ�ηµερα, π�αντως, �οπου η Γενικ�η Θεωρ�ια της Σχετικ�οτητας
�οχι απλ£ως ε�ιναι γενικ£ως αποδεκτ�η, αλλ�α και �εχει ελεγχθε�ι �οσον αφορ�α σε
πολλ�ες απ�ο τις προ1λ�εψεις της, βρισκ�οµαστε πολ�υ κοντ�α στην παρατη-
ρησιακ�η επι1ε1α�ιωση µιας απ�ο τις σπουδαι�οτερες προ1λ�εψεις αυτ�ης της
θεωρ�ιας : της �υπαρξης βαρυτικ£ων κυµ�ατων. Τα βαρυτικ�α κ�υµατα µετα-
φ�εροντας ως διαταραχ�η την ουσ�ια της �ιδιας της βαρ�υτητας δεν ε�ιναι τ�ι-
ποτε �αλλοπαρ�α εγκ�αρσια κ�υµατα παλιρρο°κ£ων δυν�αµεων που, καθ£ως δια-
δ�ιδονται, συστ�ελλουν και διαστ�ελλουν το χ£ωρο κ�αθετα στη διε�υθυνση δι�α-
δοσης τους, εν£ω η συστολ�η και η διαστολ�η συµ1α�ινουν σε συγκεκριµ�ενες
κ�αθετες διευθ�υνσεις σε αυτ�ο το επ�ιπεδο.12 Οι συγκεκριµ�ενες αυτ�ες διευ-
θ�υνσεις ε�ιναι το αν�αλογο των διευθ�υνσεων π�ολωσης των ηλεκτροµαγνη-
τικ£ων κυµ�ατων.

12Αξ�ιζει να δια1�ασετε την περιγραφ�η των φαινοµ�ενων αυτ£ων απ�ο τον Kip Thorne στο
βι1λ�ιο του (ιδια�ιτερα τα Κεφ. 2 και 10): Μα�υρες τρ�υπες και Στρε1λ£ωσεις του Χρ�ονου,
εκδ. Κ�ατοπτρο.
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4.9 Προ1λ�ηµατα

1. Η Λαγκρανζιαν�η εν�ος συστ�ηµατος ε�ιναι

¤ ��$ !  hÓÒAl §Ò9! §Ò  
(υπονοε�ι-

ται η αθροιστικ�η σ�υµ1αση). Να δειχθε�ι �οτι ο π�ινακας $ !  µπορε�ι να
ληφθε�ι ως συµµετρικ�ος και �οτι η

¤
του συστ�ηµατος διατηρε�ιται κατ�α

την κ�ινηση. Να δειχθε�ι περαιτ�ερω �οτι για κ�αθε συν�αρτηση
	
, η
	 h ¤ l

και η

¤
οδηγο�υν στην �ιδια φυσικ�η κ�ινηση. Στις περιπτ£ωσεις αυτ�ες

οι δυναµικ�ες εξισ£ωσεις µπορο�υν να παραχθο�υν απ�ο µια πολ�υ γενι-
κευµ�ενη κλ�αση Λαγκρανζιαν£ων.

2. Θεωρο�υµε �ενα σ�υστηµα % ελε�υθερων σωµατιδ�ιων που δεν αλληλε-
πιδρο�υν µεταξ�υ τους. Τα σωµατ�ιδια δεσµε�υονται µε

� % � � σκληρ�ο-
νοµους ολ�ονοµους δεσµο�υς (δηλαδ�η, υπ�αρχουν

� % � � σχ�εσεις της
µορφ�ης

	 !ph �' .9� �' qw� �w�w� l � �
, µε # � � � ¥ � �w�w� � � % � � )13. Μπορο�υµε

τ�οτε να ορ�ισουµε
�
συντεταγµ�ενες

ÒE.9�VÒgqw� �w�w� �VÒ �
, οι οπο�ιες αρκο�υν

για να προσδιοριστο�υν οι αρχικ�ες
� % συντεταγµ�ενες µ�εσω σχ�εσεων

της µορφ�ης : ' ! ��' !phÓÒE.S�VÒgqv� �w�w� �VÒ � l . Να δειχθε�ι �οτι η Λαγκρανζιαν�η
δ�ινεται απ�ο την

¤ �&$ !  hÓÒAl §Ò9! §Ò  
(υπονοε�ιται η αθροιστικ�η σ�υµ1αση).

Η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο παρ�α η �εκφραση της
κινητικ�ης εν�εργειας στις γενικευµ�ενες συντεταγµ�ενες

Ò
. ∆ε�ιξτε �οτι ο

π�ινακας $ !  ε�ιναι συµµετρικ�ος. ∆ε�ιξτε �οτι κατ�α την κ�ινηση διατη-
ρε�ιται η εν�εργεια

¤
.

Για �οσους αρ�εσκονται να αντιµετωπ�ιζουν τα προ1λ�ηµατα απ�ο µια
πιο µαθηµατικ�η σκοπι�α : Ας ορ�ισουµε στο χ£ωρο που ορ�ιζεται απ�ο
τις συντεταγµ�ενες

Ò
(tonεσεογραφικ�ο χ£ωρο του φυσικο�υ συστ�ηµα-

τος) το διαφορικ�ο µ�ηκος καµπ�υλης ωςn�' ��( $ !  hÓÒAlpn�Ò9!kn�Ò  �
Μπορε�ιτε να σκεφτε�ιτε γιατ�ι επιλ�εξαµε αυτ�η την �εκφραση (σε µαθη-
µατικ�η γλ£ωσσα θα λ�εγαµε αυτ�η τη µετρικ�η) για το διαφορικ�ο µ�ηκος;
Σε αυτ�ο το θεσεογραφικ�ο χ£ωρο, γεωδαισιακ�ες γραµµ�ες ε�ιναι οι κα-
µπ�υλες

Ò � hkõ1l
, �οπου

õ
κ�αποια παρ�αµετρος, οι οπο�ιες καθιστο�υν το

µ�ηκος µεταξ�υ δ�υο δοσµ�ενων σηµε�ιων του χ£ωρου αυτο�υ ακρ�οτατο.
∆ε�ιξτε �οτι η τροχι�α της φυσικ�ης κ�ινησης µεταξ�υ δ�υο σηµε�ιων του
θεσεογραφικο�υ χ£ωρου ταυτ�ιζεται µε τη γεωδαισιακ�η που τα εν£ω-
νει και �οτι το µ�ετρο της ταχ�υτητας

n�' ¬ nAõ
ε�ιναι σταθερ�ο κατ�α την κ�ι-

νηση. Με τον τρ�οπο αυτ�ο γενικε�υουµε την κ�ινηση ελε�υθερου σωµα-
τιδ�ιου σε οποιονδ�ηποτε χ£ωρο.

3. Υπολογ�ιστε για τη µηχαν�η του Atwood που περιγρ�αψαµε στο Πρ�ο-
1ληµα 4 του Κεφαλα�ιου 3 την τ�αση του ν�ηµατος χρησιµοποι£ωντας
πολλαπλασιαστ�ες Lagrange.

4. Κυκλικ�ος δακτ�υλιος κυλ�ιεται χωρ�ις να ολισθα�ινει επ�ανω σε �ενα κε-
κλιµ�ενο επ�ιπεδο που σχηµατ�ιζει γων�ια � µε το οριζ�οντιο επ�ιπεδο

13Σκληρ�ονοµος ονοµ�αζεται �ενα δεσµ�ος ο οπο�ιος δεν �εχει χρονικ�η εξ�αρτηση.
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µ�εσα στο οµογεν�ες κατακ�ορυφο πεδ�ιο βαρ�υτητας. Γρ�αψτε τη λα-
γκρανζιαν�η συν�αρτηση και την εξ�ισωση κ�ινησης του δακτυλ�ιου. Υ-
πολογ�ιστε µε λαγκρανζιαν�ο φορµαλισµ�ο τη δ�υναµη που προ�ερχεται
απ�ο την επι1ολ�η της συνθ�ηκης µη ολ�ισθησης. Τι συµ1α�ινει στη δ�υ-
ναµη αυτ�η, �οταν ���Ö�

; Μπορε�ιτε να δ£ωσετε µια φυσικ�η εξ�ηγηση
στο αποτ�ελεσµ�α σας;

5. Μια χ�αντρα µ�αζας � δ�υναται να ολισθα�ινει σε λε�ιο σ�υρµα που �εχει
τη µορφ�η�ελικας και βρ�ισκεται µ�εσα σε οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο που
ε�ιναι παρ�αλληλο µε τον �αξονα της �ελικας. Η εξ�ισωση της �ελικας
σε κυλινδρικ�ες συντεταγµ�ενες ε�ιναι : ) � σταθ �ut � � y

. Γρ�αψτε
τη Λαγκραζιαν�η της χ�αντρας και υπολογ�ιστε την εξ�ισωση κ�ινησ�ης
της, θεωρ£ωντας �οτι για

j �Ø� η χ�αντρα ε�ιναι ακ�ινητη. Με τη βο�η-
θεια των πολλαπλασιαστ£ων Lagrange υπολογ�ιστε τις δυν�αµεις που
ασκο�υνται στη χ�αντρα εν£ω αυτ�η ολισθα�ινει επ�ανω στη συρµ�ατινη
�ελικα. Στη συν�εχεια επιχειρ�ηστε να επιλ�υσετε το �ιδιο πρ�ο1ληµα µε
νευτ£ωνεια αντιµετ£ωπιση. Π£ως θα σχεδι�αζατε σε αυτ�η την περ�ιπτω-
ση τις δυν�αµεις; Αντιλαµ1�ανεστε τ£ωρα την ευκολ�ια που σας προ-
σφ�ερει στην επ�ιλυση προ1ληµ�ατων η λαγκρανζιαν�η αντιµετ£ωπιση;

6. Επιλ�υστε µια υπερ1ατικ�η εξ�ισωση µε καν�ονα και ...αλυσ�ιδα : Υπο-
θ�εστε πως κρατ�ατε τα δ�υο �ακρα µιας αλυσ�ιδας µ�ηκους

¥ ¤
στο �ιδιο

οριζ�οντιο επ�ιπεδο σε απ�οσταση

¤
το �ενα απ�ο το �αλλο. Η αλυσ�ιδα

αποκτ�α κατ�αλληλο καµπ�υλο σχ�ηµα προσπαθ£ωντας να “χαµηλ£ωσει”
το κ�εντρο β�αρους της �οσο το δυνατ�ον περισσ�οτερο. Κατασκευ�αστε
τη διαφορικ�η εξ�ισωση, την οπο�ια πρ�επει να ικανοποιε�ι η συν�αρτηση
του σχ�ηµατος της αλυσ�ιδας προκειµ�ενου να επιτευχθε�ι αυτ�ος ο στ�ο-
χος, υπ�ο την προ¶π�οθεση �οτι το µ�ηκος της αλυσ�ιδας παραµ�ενει στα-
θερ�ο. Τη συνθ�ηκη αυτ�η µπορε�ιτε να την εισαγ�αγετε µ�εσω εν�ος πολ-
λαπλασιαστ�η Lagrange. ∆ε�ιξτε �οτι η συν�αρτηση :s£h ' l � �� î ÜgÞAß+* h � ' � � ¤ ¬ ¥ l<� ÜgÞAß+* h � ¤ ¬ ¥ lªï
ικανοποιε�ι τη διαφορικ�η εξ�ισωση στην οπο�ια καταλ�ηξατε και δι�ερ-
χεται απ�ο τη θ�εση των �ακρων της αλυσ�ιδας ( '\�"� � '\� ¤ ). Σε συν-
δυασµ�ο µε τη σχ�εση που δ�ινει το µ�ηκος της αλυσ�ιδας υπολογ�ιστε τη
ρ�ιζα της υπερ1ατικ�ης εξ�ισωσηςßmàâá,* h ' l � ¥ '
εκτελ£ωντας το πε�ιραµα µε µια αλυσ�ιδα και µετρ£ωντας το

s
στο µ�εσο

αυτ�ης.

7. �Ενας δορυφ�ορος ακτ�ινας Õ εκτελε�ι οµαλ�η κυκλικ�η κ�ινηση γ�υρω
απ�ο κ�αποιο κεντρικ�ο πλαν�ητη, το κ�εντρο του οπο�ιου βρ�ισκεται σε
απ�οσταση

�
απ�ο το κ�εντρο του δορυφ�ορου. ∆�υο �ισες µ�αζες, � ,

τοποθετηµ�ενες αντιδιαµετρικ�α στο δορυφ�ορο συνδ�εονται µε ρ�α1δο
µ�ηκους

¥ Õ που διαπερν�α το δορυφ�ορο. Ο δορυφ�ορος περιφ�ερεται
γ�υρω απ�ο το πλαν�ητη αλλ�α δεν περιστρ�εφεται γ�υρω απ�ο τον εαυτ�ο
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του. �Ετσι η ρ�α1δος κατ�α την περιφορ�α του δορυφ�ορου γ�υρω απ�ο
τον πλαν�ητη σχηµατ�ιζει γων�ια µε την επι1ατικ�η ακτ�ινα του δορυφ�ο-
ρου η οπο�ια µετα1�αλλεται γραµµικ�α µε το χρ�ονο. Αγνο�ηστε τη βα-
ρυτικ�η �ελξη του �ιδιου του δορυφ�ορου στις µ�αζες και υποθ�εστε �οτι η
ρ�α1δος δεν κινε�ιται ως προς το δορυφ�ορο. Προσδιορ�ιστε την τ�αση
της ρ�α1δου συναρτ�ησει του χρ�ονου. Αν αντικαταστ�ησετε τη ρ�α1δο
µε �ενα ελατ�ηριο σταθερ�ας

�
και µε συντελεστ�η απ�οσ1εσης

�
, σε ποια

γων�ια ελατηρ�ιου-επι1ατικ�ης ακτ�ινας οι µ�αζες θα βρ�ισκονται στη µε-
γαλ�υτερη δυνατ�η απ�οσταση µεταξ�υ τους;Μπορε�ιτε βασισµ�ενοι στα
παραπ�ανω αποτελ�εσµατα να εξηγ�ησετε γιατ�ι το µ�εγιστο των παλιρ-
ροι£ων δεν συµ1α�ινει στο σηµε�ιο της Γης στο οπο�ιο η Σελ�ηνη βρ�ισκε-
ται ακρι1£ως στο ζεν�ιθ της ;

8. �Ενα τραπ�εζι µπιλι�αρδου �εχει κυκλικ�ο σχ�ηµα. Μια µπ�αλα ξεκιν�α
απ�ο την περιφ�ερεια του τραπεζιο�υ µε ταχ�υτητα µ�ετρου ó και �υστερα
απ�ο % ελαστικ�ες κρο�υσεις καταλ�ηγει π�αλι στο σηµε�ιο εκκ�ινησ�ης της.
(α) Υποθ�εστε �οτι η µπ�αλα κτυπ�αει στο το�ιχωµα του µπιλι�αρδου
πρ£ωτα στο σηµε�ιο Α και �επειτα στο Β. Αποδε�ιξτε �οτι η ελ�αχιστη
δρ�αση για το δι�αστηµα αυτ�ο επιτυγχ�ανεται �οταν η µπ�αλα κινε�ιται
µε σταθερ�η ταχ�υτητα επ�ι της ευθε�ιας ΑΒ. (β)Αν η µπ�αλα διαγρ�αψει
�ενα κανονικ�ο % -γωνο µε σταθερ�η ταχ�υτητα ó , υπολογ�ιστε τη δρ�αση
που αντιστοιχε�ι στην τροχι�α αυτ�η συναρτ�ησει της ακτ�ινας του µπι-
λι�αρδου Õ , της ταχ�υτητας ó , και της γων�ιας y � ¥ ä ¬ % . (γ) �Εστω
τ£ωρα µ�ια µη φυσικ�η κ�ινηση $ . $ q �w�w�+$�²�$ . (�οπου $ . $ q �w�w�+$�² µη κα-
νονικ�ο % -γωνο), κατ�α την οπο�ια στον �ιδιο συνολικ�ο χρ�ονο µε τη
τροχι�α (β) το σωµατ�ιδιο εκτελε�ι τη διαδροµ�η $ . $ q �w�w�+$�²�$ . , µε δια-
φορετικ�ες �οµως ταχ�υτητες στο κ�αθε τµ�ηµα. Αποδε�ιξτε, κ�ανοντας
χρ�ηση των πολλαπλασιαστ£ων Lagrange, �οτι η δρ�αση καθ�ισταται στ�α-
σιµη στην περ�ιπτωση (β) δηλαδ�η �οταν το $ . $ q �w�w�+$�²�$ . ε�ιναι κα-
νονικ�ο πολ�υγωνο και �οταν το µ�ετρο της ταχ�υτητας ε�ιναι σταθερ�ο.
Θα µπορο�υσατε να καταλ�ηξετε σε κ�αποιο συµπ�ερασµα �οσον αφορ�α
στην ελαστικ�η κρο�υση σωµατιδ�ιου π�ανω σε µ�ια καµπ�υλη επιφ�ανεια
κατ� αντιστοιχ�ια µε αυτ�ο που συµ1α�ινει κατ�α την ελαστικ�η κρο�υση
σε επ�ιπεδη επιφ�ανεια;



§


