
Κεφ�αλαιο 3

Συν�αρτηση Lagrange

“Αυτ�ο που πραγµατικ�α µε ενδιαφ�ερει ε�ιναι
το αν ο Θε�ος ε�ιχε τη δυνατ�οτητα επιλογ�ης

κατ�α τη δηµιουργ�ια του κ�οσµου”
Albert Einstein

3.1 Η Λαγκρανζιαν�η και το φυσικ�ο της

περιεχ�οµενο

Στο πρ£ωτο κεφ�αλαιο δε�ιξαµε �οτι ο δυναµικ�ος ν�οµος του Νε�υτωνα ε�ι-
ναι ισοδ�υναµος µε την απα�ιτηση η δρ�αση, που περιγρ�αφεται ως το ολο-
κλ�ηρωµα της Λαγκρανζιαν�ης, στο χρ�ονο να καθ�ισταται στ�ασιµη. Το γε-
γον�ος αυτ�ο µας δ�ινει τη δυνατ�οτητα να αναγ�αγουµε το πρ�ο1ληµα της δι-
ερε�υνησης της εξ�ελιξης εν�ος µηχανικο�υ συστ�ηµατος στην κατασκευ�η της
λαγκρανζιαν�ης συν�αρτησης του συστ�ηµατος, η οπο�ια και εµπερι�εχει �ολη
τη “φυσικ�η” του προ1λ�ηµατος. Ηλαγκρανζιαν�η συν�αρτηση (�η συν�αρτηση Η φυσικ�η κρυµµ�ενη

µ�εσα στη συν�αρτηση

Lagrange

Lagrange) περι�εχει κ�ατι περισσ�οτερο � µ�εσα σε αυτ�ην κρ�υ1ονται �ολες οι
συµµετρ�ιες του συστ�ηµατος και απ�ο αυτ�ες τις συµµετρ�ιες, �οπως θα δο�υµε
στο Κεφ�αλαιο 5, µπορο�υµε ε�υκολα να κατασκευ�ασουµε τις διατηρο�υµε-
νες ποσ�οτητες, οι οπο�ιες θα µας διευκολ�υνουν στην επ�ιλυση των εξισ£ω-
σεων κ�ινησης του προ1λ�ηµατος.
�Εχουµε µ�αθει �εως τ£ωρα �οτι η κατ�αλληλη επιλογ�η για τη λαγκρανζι-

αν�η συν�αρτηση εν�ος µηχανικο�υ συστ�ηµατος ε�ιναι η διαφορ�α µεταξ�υ της
κινητικ�ης και της δυναµικ�ης εν�εργειας του συστ�ηµατος. Στο κεφ�αλαιο
αυτ�ο θα προσπαθ�ησουµε να καταλ�α1ουµε το λ�ογο για τον οπο�ιο η Λα-
γκρανζιαν�η �εχει αυτ�η τη µορφ�η. Στη συν�εχεια θα δο�υµε �οτι η λαγκραν-
ζιαν�η περιγραφ�η ε�ιναι, εν γ�ενει, ακατ�αλληλη για συστ�ηµατα µε αν�αλωση
στα οπο�ια εµφαν�ιζονται µη συντηρητικ�ες δυν�αµεις. Θα εξηγ�ησουµε, �οµως,
�οτι αυτ�ο δεν αποτελε�ι ουσιαστικ�ο πρ�ο1ληµα, αφο�υ σε θεµελι£ωδες επ�ιπεδο
�ολες οι δυν�αµεις στη φ�υση ε�ιναι συντηρητικ�ες. Τ�ελος, θα κλε�ισουµε αυτ�ο
το κεφ�αλαιο γρ�αφοντας τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση που δι�επει την κ�ι-
νηση σωµατιδ�ιων στο ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο και θα προσδιορ�ισουµε την
κανονικ�η ορµ�η των σωµατιδ�ιων σε αυτ�η την περ�ιπτωση.
Θα αρχ�ισουµε µελετ£ωντας µερικ�ες βασικ�ες ιδι�οτητες της λαγκρανζια-
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ν�ης συν�αρτησης καθ£ως και τους µετασχηµατισµο�υς αυτ�ης, οι οπο�ιοι δεν
αλλοι£ωνουν την περιγραφ�η του µηχανικο�υ συστ�ηµατος.� Αν πολλαπλασι�ασουµε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση �

εν�ος συστ�ηµατοςΤο µ�ετρο της

Λαγκρανζιαν�ης

στερε�ιται φυσικο�υ

περιεχοµ�ενου

µε �εναν αριθµ�ο � , η ν�εα Λαγκρανζιαν�η � � που θα προκ�υψει θα περιγρ�α-
φει και π�αλι το �ιδιο φυσικ�ο σ�υστηµα. Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσει κανε�ις
�οτι οι εξισ£ωσεις κ�ινησης θα ε�ιναι οι �ιδιες, αφο�υ οι εξισ£ωσεις Euler - La-
grange ε�ιναι οµογενε�ις διαφορικ�ες εξισ£ωσεις παραγ£ωγων της Λαγκραν-
ζιαν�ης. Εξ�αλλου, πολλαπλασι�αζοντας τη Λαγκρανζιαν�η µε �εναν αριθµ�ο,
πολλαπλασι�αζουµε και τη δρ�αση µε τον �ιδιο αριθµ�ο δ�ιχως να µετα1�αλ-
λουµε τη “θ�εση” του στασ�ιµου αυτ�ης : Η διαδροµ�η που καθιστ�α την αρ-
χικ�η δρ�αση στ�ασιµη καθιστ�α στ�ασιµη και τη ν�εα δρ�αση, �οπως ακρι1£ως τα
�ιδια σηµε�ια αποτελο�υν ακρ�οτατα και της συν�αρτησης �����
	 και της �������
	 .� ΗΛαγκρανζιαν�η εν�ος συστ�ηµατος σωµατιδ�ιων, που δεν αλληλεπιδρο�υν,Αν µ�ια Λαγκρανζιαν�η

µπορε�ι να διαχωριστε�ι

σε δ�υο ανεξ�αρτητες,

το φυσικ�ο πρ�ο1ληµα

“σπ�αει” σε δ�υο

απλο�υστερα

προ1λ�ηµατα

ε�ιναι απλ£ως το �αθροισµα των επ�ι µ�ερους Λαγκρανζιαν£ων του κ�αθε σωµα-
τιδ�ιου. Η ιδι�οτητα αυτ�η µ�ας επιτρ�επει να εκφρ�ασουµε τη Λαγκρανζιαν�η
εν�ος σ�υνθετου συστ�ηµατος που αποτελε�ιται απ�ο υποσυστ�ηµατα που δεν
αλληλεπιδρο�υν µεταξ�υ τους ως το �αθροισµα των Λαγκρανζιαν£ων των επ�ι
µ�ερους συστηµ�ατων. Η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση, για παρ�αδειγµα, που
δι�επει την κ�ινηση � µη αλληλεπιδρ£ωντων ελε�υθερων σωµατιδ�ιων, εκ�α-
στου µ�αζας 
�� , ε�ιναι ������ ����� �� 
���������� � !#" (3.1)

Πολλ�ες φορ�ες �ενας τ�ετοιος διαχωρισµ�ος της Λαγκρανζιαν�ης δεν ε�ι-
ναι προφαν�ης. �Οταν υπ�αρχει κ�αποιος µετασχηµατισµ�ος των συντεταγ-
µ�ενων τ�ετοιος £ωστε να µπορε�ι η Λαγκρανζιαν�η να γραφε�ι ως �αθροισµα
ανεξ�αρτητων Λαγκρανζιαν£ων, τ�οτε αποκαλ�υπτεται η απλο�υστερη δοµ�η
του συστ�ηµατος. Θα δο�υµε αργ�οτερα, στο Κεφ�αλαιο 8, �οτι αυτ�η η ιδι�ο-
τητα µ�ας δ�ινει τη δυνατ�οτητα να αναλ�υσουµε �ενα οσοδ�ηποτε πολ�υπλοκο
µηχανικ�ο σ�υστηµα, το οπο�ιο βρ�ισκεται κοντ�α σε κ�αποια κατ�ασταση ευ-
σταθο�υς ισορροπ�ιας, ως �ενα σ�υνολο πολλ£ων ανεξ�αρτητων µονοδι�αστα-
των αρµονικ£ων ταλαντωτ£ων.
Ας εξετ�ασουµε �ενα παρ�αδειγµα τ�ετοιου µη προφανο�υς διαχωρισµο�υ

µιας Λαγκρανζιαν�ης σε δ�υο επ�ι µ�ερους ανεξ�αρτητες Λαγκρανζιαν�ες : ∆�υο
σωµατ�ιδια µ�αζας 
$� και 
 ! που κινο�υνται σε µ�ια δι�ασταση υπ�ο την επ�ι-
δραση κ�αποιας αµοι1α�ιας αλληλεπ�ιδρασης η οπο�ια περιγρ�αφεται απ�ο το
δυναµικ�ο %���� �&�(')� ! � 	 . �Ενα τ�ετοιο δυναµικ�ο καλε�ιται δυναµικ�ο νευτ£ω-
νειου τ�υπου, δι�οτι απ�ο �ενα τ�ετοιο δυναµικ�ο πηγ�αζουν δυν�αµεις αλληλεπ�ι-
δρασης των σωµατιδ�ιων οι οπο�ιες ε�ιναι �ισες και αντ�ιθετες µεταξ�υ τους και
εποµ�ενως ε�ιναι σ�υµφωνες µε τον τρ�ιτο ν�οµο του Νε�υτωνα. Ε�ιναι ε�υκολο
να γρ�αψει κανε�ις τη Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος των δ�υο σωµατιδ�ιων
ως εξ�ης : ��� �� 
$� ��*! �,+ �� 
 ! ��*!! '-%���� �&�.'/� ! � 	0" (3.2)

Στις φυσικ�ες συντεταγµ�ενες �&�21 � ! ηΛαγκρανζιαν�η δεν ε�ιναι διαχωρ�ισιµη,
αφο�υ το δυναµικ�ο αλληλοεµπλ�εκει και τις δ�υο συντεταγµ�ενες. Αν, �οµως,
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για την περιγραφ�η του συστ�ηµατος χρησιµοποιο�υσαµε ως συντεταγµ�ενες
τη θ�εση του κ�εντρου µ�αζας Ο διαχωρισµ�ος

επιτυγχ�ανεται σε

ν�εες συντεταγµ�ενες,

πολλ�ες φορ�ες �οχι

τ�οσο προφανε�ις

3540687 
$�9�&� + 
 ! � !
$� + 
 !
και τη σχετικ�η θ�εση των σωµατιδ�ιων� 7 �&��'/� ! 1
θα διαπιστ£ωναµε µε απλ�η αντικατ�ασταση �οτι η Λαγκρανζιαν�η θα λ�αµ-
1ανε τη διαχωρ�ισιµη µορφ�η���;: ��&< �3 !406>= + : ���? ��*!@'-%���� �0� 	 = 1 (3.3)

�οπου < � 
$� + 
 !
ε�ιναι η ολικ�η µ�αζα και ? � 
$�A
 !<
ε�ιναι η ανηγµ�ενη µ�αζα του συστ�ηµατος. Την τελευτα�ια αυτ�η µορφ�η την
αναµ�εναµε, αφο�υ �ηδη γνωρ�ιζουµε π£ως κινε�ιται �ενα σ�υστηµα δ�υο σωµατι-
δ�ιων που αλληλεπιδρο�υν µε δυν�αµεις νευτ£ωνειου τ�υπου. Το σ�υστηµα θα
κινηθε�ι �ολο µαζ�ι συµπεριφερ�οµενο ως �ενα ελε�υθερο σ£ωµα, το οπο�ιο βρ�ι-
σκεται στο κ�εντρο µ�αζας του συστ�ηµατος και �εχει µ�αζα �ιση µε την ολικ�η
µ�αζα του συστ�ηµατος (πρ£ωτος �ορος της Λαγκρανζιαν�ης). Συγχρ�ονως, η
σχετικ�η κ�ινηση των δ�υο σωµατιδ�ιων θα ε�ιναι αυτ�η εν�ος σ£ωµατος µ�αζας
�ισης µε την ανηγµ�ενη µ�αζα του συστ�ηµατος, η οπο�ια κινε�ιται στο δυνα-
µικ�ο αλληλεπ�ιδρασης που τ£ωρα φα�ινεται να προ�ερχεται απ�ο κ�αποια εξω-
τερικ�η πηγ�η (τελευτα�ιοι δ�υο �οροι της Λαγκρανζιαν�ης). Η ν�εα αυτ�η µορφ�η
της Λαγκρανζιαν�ης µ�ας επιτρ�επει να διαπιστ£ωσουµε �οτι οι εξισ£ωσεις Eu-
ler - Lagrange του συστ�ηµατος καταλ�ηγουν στην οµαλ�η κ�ινηση του κ�ε-
ντρου µ�αζας και στη σχετικ�η κ�ινηση της ανηγµ�ενης µ�αζας στο δυναµικ�ο
αλληλεπ�ιδρασης.� Μια �αλλη ιδι�οτητα της λαγκρανζιαν�ης συν�αρτησης ε�ιναι η ακ�ολουθη :
αν στη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση εν�ος συστ�ηµατος προσθ�εσουµε µ�ια �αλ- Μετασχηµατισµ�ος

βαθµον�οµησηςλη συν�αρτηση, η οπο�ια αποτελε�ι τ�ελεια χρονικ�η παρ�αγωγο κ�αποιας συ-
ν�αρτησης των θ�εσεων και του χρ�ονου,B� �DCE1 �CE1 F 	 �G� �DCE1 �CE1 F 	 +8H ���DCE1 F 	H F 1 (3.4)

η ν�εα Λαγκρανζιαν�η
B�
που προκ�υπτει περιγρ�αφει και π�αλι το �ιδιο µηχα-

νικ�ο σ�υστηµα.1 Μπορο�υµε να επι1ε1αι£ωσουµε �οτι η παραπ�ανω πρ�οταση
ισχ�υει αν υπολογ�ισουµε προσεκτικ�α τις εξισ£ωσεις Euler - Lagrange που
προκ�υπτουν απ�ο τη ν�εα Λαγκρανζιαν�η και καταλ�ηξουµε στις αντ�ιστοιχες

1Το σ�υµ1ολο I παριστ�ανει γενικ�α �ενα σ�υνολο συντεταγµ�ενων I�J�KLIAM2KANANAN και αντ�ι-
στοιχα το OI συµ1ολ�ιζει τη χρονικ�η παρ�αγωγο �ολων αυτ£ων των συντεταγµ�ενων.
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εξισ£ωσεις της αρχικ�ης Λαγκρανζιαν�ης (βλ.Πρ�ο1ληµα 1). Οαπλο�υστερος,
ωστ�οσο, τρ�οπος να αποδε�ιξουµε �οτι ο παραπ�ανω µετασχηµατισµ�ος αφ�η-
νει αναλλο�ιωτες τις εξισ£ωσεις κ�ινησης και να κατανο�ησουµε το βαθ�υτερο
ν�οηµα αυτο�υ του µετασχηµατισµο�υ ε�ιναι να υπολογ�ισουµε τη δρ�αση στην
οπο�ια οδηγε�ι η ν�εα Λαγκρανζιαν�η,BP � Q-RTSR�U B� H F� Q RTSR�U � H F + ���DCE1 F 	V� RTSR�U� P + ���DCW��FAX,	Y1 FAX,	.')���DCW��F[Z&	Y1 F[Z&	0" (3.5)

Οι τελευτα�ιοι δ�υο �οροι της παραπ�ανω παρ�αστασης ε�ιναι κ�αποιοι καθορι-
σµ�ενοι αριθµο�ι, αφο�υ το αρχικ�ο και το τελικ�ο σηµε�ιο της διαδροµ�ης κατ�α
την εφαρµογ�η της αρχ�ης ελ�αχιστης δρ�ασης θεωρο�υνται δεδοµ�ενα. Επο-
µ�ενως, η ε�υρεση ακροτ�ατου της

BP
δεν εξαρτ�αται απ�ο τη συν�αρτηση � � το

ακρ�οτατο της
BP
ε�ιναι το �ιδιο µε το ακρ�οτατο της

P
και συνεπ£ως η φυσικ�η

τροχι�α που προκ�υπτει απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η
B�
ε�ιναι �ιδια µε τη φυσικ�η

τροχι�α που προκ�υπτει απ�ο την
�
.

Αυτ�ος ο µετασχηµατισµ�ος , ο οπο�ιος αποτελε�ι συµµετρ�ια της Λαγκραν-
ζιαν�ης, αφο�υ αφ�ηνει αναλλο�ιωτες τις εξισ£ωσεις Euler - Lagrange, ονοµ�α-
ζεται gauge transformation. Στα ελληνικ�α �εχει αποδοθε�ι µε τον �ορο µετα-
σχηµατισµ�ος βαθµ�ιδας. �Ισως, �οµως, πιο σωστ�α θα �επρεπε να ονοµ�αζε-
ται µετασχηµατισµ�ος βαθµον�οµησης. Ουσιαστικ�α µε αυτ�ον το µετασχη-Τι ανα1αθµονοµε�ιται;

µατισµ�ο ε�ιναι σαν να ανα1αθµονοµε�ι –εξ ου και ο προτειν�οµενος �ορος–
κανε�ις την τιµ�η της δρ�ασης κατ�α µ�ηκος του �αξονα του χρ�ονου ανεξαρ-
τ�ητως της διαδροµ�ης που ακολουθε�ι το σ�υστηµα, µε τον �ιδιο τρ�οπο που
θα µπορο�υσε να ανα1αθµονοµ�ησει κανε�ις το �οργανο ελ�εγχου της στ�αθµης
της βενζ�ινης εν�ος αυτοκιν�ητου � ο οδηγ�ος του αυτοκιν�ητου θα συν�ηθιζε
τις ανα1αθµονοµηµ�ενες ενδε�ιξεις του οργ�ανου και θα γν£ωριζε, π�αλι, π�οτε
τελει£ωνει η βενζ�ινη. Μετασχηµατισµο�υς βαθµον�οµησης συναντ�α κανε�ις
πολ�υ συχν�α στη φυσικ�η, �οταν υπ�αρχει κ�αποια ελευθερ�ια στον καθορισµ�ο
εν�ος µεγ�εθους δ�ιχως να διαφοροποιε�ιται το φυσικ�ο περιεχ�οµενο του προ-
1λ�ηµατος. Παρ�αδειγµα εν�ος τ�ετοιου µετασχηµατισµο�υ ανα1αθµον�οµη-
σης που �εχουµε �ηδη συναντ�ησει κατ�α τη µελ�ετη προ1ληµ�ατων νευτ£ωνειας
µηχανικ�ης ε�ιναι η αυθα�ιρετη επιλογ�η του σηµε�ιου στο οπο�ιο θεωρε�ι κανε�ις
�οτι η δυναµικ�η εν�εργεια µηδεν�ιζεται. Στην περ�ιπτωση αυτ�η, �οµως, αυτ�ο
που �εχει σηµασ�ια ε�ιναι ο τρ�οπος µε τον οπο�ιο µετα1�αλλεται η δυναµικ�η
εν�εργεια και �οχι η �ιδια η τιµ�η της.
Τ�ελος, προτο�υ κλε�ισουµε τη γενικ�η συζ�ητηση σχετικ�α µε τη Λαγκραν-Ο καθορισµ�ος των

µετα1λητ£ων στη

Λαγκρανζιαν�η

ε�ιναι σηµαντικ�ος

ζιαν�η συν�αρτηση, θα πρ�επει να τον�ισουµε �ενα σηµε�ιο 2που �ισως εκ πρ£ω-
της �αποψης να φα�ινεται τετριµµ�ενο και αν�αξιο λ�ογου. �Οταν γρ�αφουµε
τη συναρτησιακ�η µορφ�η µιας Λαγκρανζιαν�ης, θα πρ�επει κατ� αρχ�ας να
επισηµ�ανουµε ποιες ποσ�οτητες ε�ιναι παρ�αµετροι και ποιες ε�ιναι µετα1λη-
τ�ες. Ωστ�οσο, �οσο και αν αυτ�ο φα�ινεται να ε�ιναι µια ανο�υσια επισ�ηµανση,
κατ�α τη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση των πεδ�ιων (γεν�ικευση των σωµατιδ�ιων),

2Θα θ�ελαµε να ευχαριστ�ησουµε τον Φ. Χατζηιω�αννου για την επισ�ηµανση αυτ�η.
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το ποιες ποσ�οτητες αναφ�ερονται σε πεδ�ια και ποιες �οχι, ενδ�εχεται να �εχει
δραµατικ�η επ�ιπτωση στις εξισ£ωσεις κ�ινησης (βλ. �Ασκηση 3.1).

�Ασκηση 3.1. �Εστω η Λαγκρανζιαν�η του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου ΑΣΚΗΣΕΙΣ\]_^ O` M N
Ελ�εγξτε π£ως τροποποιο�υνται οι εξισ£ωσεις κ�ινησης αν θεωρ�ησουµε �οτι �αγνωστη µετα-
1λητ�η δεν ε�ιναι µ�ονο η ` (

`ba�ced
), αλλ�α και η ^gf ε�ιναι δηλαδ�η ^ a�ced

.

3.2 Κατασκευ�η της Λαγκρανζιαν�ης β�ασει

συµµετρι£ων

Η βαθ�υτερη προ�ελευση της λαγκρανζιαν�ης συν�αρτησης θα αποκαλυ-
φθε�ι στη συν�εχεια, �οταν κατασκευ�ασουµε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση
του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου στηριζ�οµενοι αποκλειστικ�α στις συµµετρ�ιες
του χ£ωρου και του χρ�ονου και στο παρατηρησιακ�ο δεδοµ�ενο �οτι µ�ονο η
αρχικ�η θ�εση και η ταχ�υτητα του φυσικο�υ συστ�ηµατος αρκο�υν για να πε-
ριγραφε�ι πλ�ηρως η εξ�ελιξη του συστ�ηµατος. Το τελευτα�ιο αυτ�ο δεδοµ�ενο
ενσωµατ£ωνεται �αµεσα στη µορφ�η της Λαγκρανζιαν�ης, �οταν θεωρο�υµε �οτι
αυτ�η ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο των θ�εσεων και των ταχυτ�ητων και �οχι αν£ω-
τερων χρονικ£ων παραγ£ωγων. Ας ξεκιν�ησουµε, λοιπ�ον, µε κ�αποια γενικ�η
λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση για το ελε�υθερο σωµατ�ιδιο που �εχει την ακ�ο-
λουθη µορφ�η : ���G� � ��h1 ���,1 F 	0"
Λ�ογω της οµογ�ενειας του χρ�ονου, που απαιτε�ι να �εχουν οι ν�οµοι της φ�υ- Οι συµµετρ�ιες του

Σ�υµπαντος

αντικατοπτρ�ιζονται

στη Λαγκρανζιαν�η

του ελε�υθερου

σωµατιδ�ιου

σης την �ιδια µορφ�η σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η, δεν ε�ιναι δυνατ�ον η Λαγκραν-
ζιαν�η του σωµατιδ�ιου να εξαρτ�αται απ�ο το χρ�ονο. Οποιαδ�ηποτε χρονικ�η
στιγµ�η η Λαγκρανζιαν�η πρ�επει να ε�ιναι η �ιδια, αφο�υ �ολες οι χρονικ�ες στιγ-
µ�ες ε�ιναι ισοδ�υναµες. Εποµ�ενως, η οµογ�ενεια του χρ�ονου µας οδηγε�ι στην
απλο�υστερη Λαγκρανζιαν�η ���i�)j ��,1,����kl"
Αντιστο�ιχως, λ�ογω της οµογ�ενειας του χ£ωρου, που απαιτε�ι να ε�ιναι �ιδιοι
οι φυσικο�ι ν�οµοι σε κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου, η Λαγκρανζιαν�η δεν ε�ιναι
δυνατ�ον να εξαρτ�αται ο�υτε απ�ο τη θ�εση του σωµατιδ�ιου. Το ελε�υθερο
σωµατ�ιδιο, �οπου και αν βρ�ισκεται, πρ�επει να περιγρ�αφεται απ�ο την �ιδια
λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση, αφο�υ κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου ε�ιναι ισοδ�υναµο.
Εποµ�ενως, η µορφ�η της Λαγκρανζιαν�ης πρ�επει να ε�ιναι ακ�οµη πιο απλ�η���G�)j ����km"
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Τ�ελος, η ισοτροπ�ια του χ£ωρου, δηλαδ�η η ανεξαρτησ�ια της περιγραφ�ης
του σωµατιδ�ιου απ�ο την κατε�υθυνση της κ�ινησ�ης του, �οποια και αν ε�ι-
ναι αυτ�η, αφο�υ �ολες οι κατευθ�υνσεις του χ£ωρου θεωρο�υνται ισοδ�υναµες,3

επι1�αλλει η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου να ε�ιναι
συν�αρτηση µ�ονο του µ�ετρου της ταχ�υτητας���G� j �Y���0� k "
Ε�ιναι ενδιαφ�ερον �οτι οι τρεις βασικ�ες και προφανε�ις συµµετρ�ιες του Σ�υ-
µπαντος (η ισοτροπ�ια του χ£ωρου, η οµογ�ενεια του χ£ωρου και του χρ�ονου)
δεν ε�ιναι αρκετ�ες για τον προσδιορισµ�ο της Λαγκρανζιαν�ης εν�ος ελε�υθε-
ρου σωµατιδ�ιου, η οπο�ια κρ�υ1ει και �ολη τη δυναµικ�η του σωµατιδ�ιου. Η
ανακ�αλυψη, ωστ�οσο, µιας ν�εας συµµετρ�ιας απ�ο τον Γαλιλα�ιο �ηταν κα-
θοριστικ�ης σηµασ�ιας για τον προσδιορισµ�ο της δυναµικ�ης του ελε�υθερου
σωµατιδ�ιου.
Η γαλιλαι°κ�η συµµετρ�ια, δηλαδ�η η συµµετρ�ια περιγραφ�ης του συστ�η-

µατος σε διαφορετικ�α αδρανειακ�α συστ�ηµατα, απαιτε�ι να µην αλλ�αζει το
φυσικ�ο περιεχ�οµενο της Λαγκρανζιαν�ης, �οταν η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου
περιγρ�αφεται απ�ο κ�αποιο �αλλο αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας. �Ετσι,
ο µετασχηµατισµ�ος ��on ��qp � ��5' �%rF(1
�οπου

�% ε�ιναι η σταθερ�η σχετικ�η ταχ�υτητα κ�ινησης των δ�υο αδρανειακ£ων
συστηµ�ατων –του καινο�υργιου ως προς το αρχικ�ο– δεν µπορε�ι να επιφ�ε-
ρει τ�ιποτε περισσ�οτερο απ�ο �ενα µετασχηµατισµ�ο βαθµον�οµησης στη Λα-
γκρανζιαν�η, ο οπο�ιος, �οπως �εχουµε αναφ�ερει, δεν αλλ�αζει το φυσικ�ο πε-
ριεχ�οµενο της Λαγκρανζιαν�ης αφο�υ οδηγε�ι σε �ιδιες εξισ£ωσεις κ�ινησης. Το
αποτ�ελεσµα, δηλαδ�η, του γαλιλαι°κο�υ µετασχηµατισµο�υ στη Λαγκρανζι-
αν�η πρ�επει να ε�ιναι4� j �����qpL� ! k �G� j �Y���0� ! k + H ��� ��,1 F 	H F " (3.6)

�Οµως,Η γαλιλαι°κ�η

συµµετρ�ια κρ�υ1εται

µ�εσα σε �ενα

µετασχηµατισµ�ο

βαθµον�οµησης

�)j � ��� p � ! k �i�)j � ���5' �%s� ! k �G�)j ��� � ��� + �% � �%t' � �% � ����km"
Παρατηρο�υµε �οτι, επειδ�η το

�% ε�ιναι σταθερ�ο δι�ανυσµα, οι δ�υο τελευτα�ιοι
�οροι στο �ορισµα της συν�αρτησης αποτελο�υν µια τ�ελεια χρονικ�ηπαρ�αγωγο,
αφο�υ �% � �%t' � �% � ��� � HH F j �% � �%rF.' � �% � ���kl" (3.7)

3Φα�ινεται, �ισως, περ�ιεργο που αναφ�ερουµε για το χ£ωρο τα χαρακτηριστικ�α και της
οµογ�ενειας και της ισοτροπ�ιας, εν£ω για το χρ�ονο µ�ονο αυτ�ο της οµογ�ενειας. Ο λ�ογος
ε�ιναι �οτι ο χρ�ονος ε�ιναι µονοδι�αστατος, οπ�οτε η �εννοια της ισοτροπ�ιας του χρ�ονου ση-
µα�ινει απλ£ως �οτι ο χρ�ονος θα µπορο�υσε να ρ�εει στα µηχανικ�α συστ�ηµατα ε�ιτε προς το
µ�ελλον ε�ιτε προς το παρελθ�ον χωρ�ις καµ�ια διαφορ�α.

4Για να διευκολυνθο�υµε στην εκτ�ελεση των πρ�αξεων θα θεωρ�ησουµε την u , χωρ�ις να
αλλοι£ωσουµε το περι�εχοµεν�ο της, συν�αρτηση �οχι του | Ov` |, αλλ�α του | Ov` | M .
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Εποµ�ενως, αναζητο�υµε µια συν�αρτηση
� ��� �w � ! 	 για την οπο�ια να ισχ�υει�yx � �w � ! + H{zH FW| �i� ��� �w � !Y	 + H �H F 1

�οπου z µια δεδοµ�ενη συν�αρτηση –η συν�αρτηση εντ�ος της παρ�ενθεσης στησχ�εση (3.7)– και � µια οποιαδ�ηποτε συν�αρτηση των �� και F . Φα�ινεται αµ�ε-
σως �οτι µια τ�ετοια κατ�αλληλη συν�αρτηση ε�ιναι η γραµµικ�η συν�αρτηση� ��� �w � !Y	 �i} � �w � ! +)~ "
Ε�ιναι διαισθητικ�α προφαν�ες �οτι δεν ε�ιναι δυνατ�ον κ�αποια �αλλη συν�αρ-
τηση εκτ�ος απ�ο τη γραµµικ�η να ικανοποιε�ι τη ζητο�υµενη συνθ�ηκη, αφο�υ
οποιαδ�ηποτε µη γραµµικ�οτητα της συν�αρτησης θα ε�ιχε ως αποτ�ελεσµα
να εµφανιστε�ι το τετρ�αγωνο της H{zW��H F , το οπο�ιο δεν αποτελε�ι τ�ελεια χρο-νικ�η παρ�αγωγο. Βασιζ�οµενοι σε αυτ�η την παρατ�ηρηση, ε�ιµαστε σε θ�εση Μ�ονο η γραµµικ�η

συν�αρτηση ικανοποιε�ι

τις απαιτ�ησεις µας

να αποδε�ιξουµε αυστηρ�οτερα �οτι η γραµµικ�η συν�αρτηση ε�ιναι η µοναδικ�η
που µπορο�υµε να κατασκευ�ασουµε µε την παραπ�ανω ιδι�οτητα. Ας θεω-
ρ�ησουµε �οτι η συν�αρτηση z ε�ιναι καταλλ�ηλως µικρ�η � αυτ�ο µπορο�υµε νατο επιτ�υχουµε επιλ�εγοντας µικρ�η σχετικ�α ταχ�υτητα

�% . Αν αναπτ�υξουµε
την

�
σε �ορους µ�εχρι τ�αξης

�% λαµ1�ανουµε�yx � �w � ! + H{zH F | �i�/� � �w � !�� + H � �D�W	H ������ � �&���� � � H �[' � �% � ��
	H F +�� ��� �%o� !Y	(" (3.8)

Για να ε�ιναι ο γραµµικ�ος ως προς
�% �ορος µια τ�ελεια χρονικ�η παρ�αγωγος,

πρ�επει ο παρ�αγοντας H � �D�W	H � ���� � �&� �� � � 1
να ε�ιναι µια σταθερ�α

}
, δηλαδ�η,� ��� �w � !Y	 �i} � �w � ! +)~ "

Συνοψ�ιζοντας, θα λ�εγαµε �οτι η Λαγκρανζιαν�η του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου
σε �εναν κ�οσµο που παρουσι�αζει �ολες τις παραπ�ανω συµµετρ�ιες οφε�ιλει να
�εχει την ακ�ολουθη µορφ�η�

ελ. σωµ.

� �� 
/�Y���0� !�" (3.9)

Η προσθετικ�η σταθερ�α ~ αφαιρ�εθηκε απ�ο τον παραπ�ανω τ�υπο, αφο�υ,
�οπως �εχουµε µ�αθει, µια τ�ετοια σταθερ�α δεν �εχει φυσικ�η σηµασ�ια (τετριµ-
µ�ενος µετασχηµατισµ�ος βαθµον�οµησης), εν£ω η σταθερ�α

}
απλ£ως αντικα-

ταστ�αθηκε µε τη σταθερ�α 
 � � . Η τελευτα�ια αυτ�η επιλογ�η ε�ιναι εντελ£ωςαυθα�ιρετη, αφο�υ οποιοσδ�ηποτε πολλαπλασιαστικ�ος παρ�αγοντας θα �ηταν
ικανοποιητικ�ος. Πρ�οκειται, ωστ�οσο, για µια λογικ�η επιλογ�η, αφο�υ στην
κλασικ�η φυσικ�η η µοναδικ�η ιδι�οτητα εν�ος υλικο�υ σωµατιδ�ιου που το δια-
κρ�ινει απ�ο τα �αλλα ε�ιναι η µ�αζα του. �Οσο για το

� � � ε�ιναι και αυτ�ο αυ-θα�ιρετο και �εχει επιλεγε�ι για να µας θυµ�ιζει µια γνωστ�η φυσικ�η ποσ�οτητα,
την κινητικ�η εν�εργεια.
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Ας θεωρ�ησουµε στη συν�εχεια δ�υο σωµατ�ιδια που δεν αλληλεπιδρο�υν.
Η συνολικ�η Λαγκρανζιαν�η αυτο�υ του συστ�ηµατος σωµατιδ�ιων ε�ιναι το
�αθροισµα των Λαγκρανζιαν£ων των δ�υο επιµ�ερους σωµατιδ�ιων,��� �� 
$�������&�V� ! + �� 
 ! �Y��� ! � !#1 (3.10)

�οπου
��&�21 �� ! οι θ�εσεις των δ�υο σωµατιδ�ιων.

Η Λαγκρανζιαν�η δ�υο

µη αλληλεπιδρ£ωντων

σωµατιδ�ιων

�Εστω, τ£ωρα, �οτι τα δ�υο σωµατ�ιδια αλληλεπιδρο�υν. Στο �οριο που η
αλληλεπ�ιδραση ε�ιναι αµελητ�εα, η ολικ�η Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος
πρ�επει να τε�ινει στην παραπ�ανω Λαγκρανζιαν�η, οπ�οτε η Λαγκρανζιαν�η
που περιγρ�αφει την αλληλεπ�ιδραση µεταξ�υ των σωµατιδ�ιων, η οπο�ια εξαρ-
τ�αται απ�ο τις συντεταγµ�ενες και τις ταχ�υτητες και των δ�υο σωµατιδ�ιων,
θα πρ�επει να εµφαν�ιζεται προσθετικ�α. Θα µπορο�υσε, β�ε1αια, να αναζη-
τ�ησει κανε�ις �εναν �ορο αλληλεπ�ιδρασης, ο οπο�ιος να πολλαπλασι�αζει τη
Λαγκρανζιαν�η των δ�υο ελε�υθερων σωµατιδ�ιων και να ε�ιναι τ�ετοιος £ωστε,
�οταν τα δ�υο σωµατ�ιδια αποµακρυνθο�υν πολ�υ το �ενα απ�ο το �αλλο, ο �ορος
αυτ�ος να τε�ινει στη µον�αδα, �η ακ�οµη να κατασκευ�ασει µια ακ�οµη πιο περ�ι-
πλοκη συναρτησιακ�η µορφ�η για να περιγρ�αψει την αλληλεπ�ιδραση. Κ�ατι
τ�ετοιο, �οµως, θα οδηγο�υσε σε πολ�υ πιο σ�υνθετους φυσικο�υς ν�οµους κ�ι-
νησης οι οπο�ιοι �οµως δεν επαληθε�υονται πειραµατικ�α. Οπ�οτε, η απλο�υ-
στερη Λαγκρανζιαν�η δ�υο αλληλεπιδρ£ωντων σωµατιδ�ιων ε�ιναι ηΗ γενικ�οτερη

Λαγκρανζιαν�η δ�υο

αλληλεπιδρ£ωντων

σωµατιδ�ιων

��� �� 
$�������&�V� ! + �� 
 ! �Y��� ! � ! + �
αλληλ � ��&�21 �� ! 1����&�Y1,��� ! 1 F 	(" (3.11)

Τι µορφ�η µπορε�ι να �εχει η
�
αλληλ; Για να την προσδιορ�ισουµε, θα χρησι-

µοποι�ησουµε και π�αλι τις συµµετρ�ιες του Σ�υµπαντος. Η Λαγκρανζιαν�η
αυτ�η δεν ε�ιναι δυνατ�ον να εξαρτ�αται απ�ο το χρ�ονο και συνεπ£ως πρ�επει
να παραµ�ενει αναλλο�ιωτη σε χρονικ�ες µεταθ�εσεις, δι�οτι οι φυσικο�ι ν�οµοι
λ�ογω της οµογ�ενειας του χρ�ονου ε�ιναι �ιδιοι σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η. Πρ�ε-
πει να εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο τη σχετικ�η θ�εση και τη σχετικ�η ταχ�υτητα των
σωµατιδ�ιων, �ετσι£ωστε οι φυσικο�ι ν�οµοι να παραµ�ενουν αναλλο�ιωτοι (συµ-
µετρικο�ι) ως προς τις χωρικ�ες µεταθ�εσεις (οµογ�ενεια του χ£ωρου) και να
ικανοποιο�υν τη γαλιλαι°κ�η συµµετρ�ια. Συνεπ£ως, η Λαγκρανζιαν�η της αλ-
ληλεπ�ιδρασης πρ�επει να ε�ιναι της µορφ�ης�

αλληλ

�G�
αλληλ

j ��,1,����kl1
�οπου

�� � ��&��' �� ! η σχετικ�η θ�εση των σωµατιδ�ιων και ��� � ���&��'���� ! η σχε-
τικ�η τους ταχ�υτητα. Τ�ελος, η Λαγκρανζιαν�η πρ�επει να �εχει µορφ�η ανε-
ξ�αρτητη απ�ο την κατε�υθυνση των αξ�ονων που επιλ�εξαµε για να περιγρ�α-
ψουµε το σ�υστηµα, �ετσι £ωστε να ικανοποιε�ιται η ισοτροπ�ια του χ£ωρου.
Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι η Λαγκρανζιαν�η παραµ�ενει αναλλο�ιωτη στις στροφ�ες
και συνεπ£ως εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο τις βαθµωτ�ες µετα1λητ�ες που µπορο�υν
να κατασκευαστο�υν απ�ο τα

�� , ��� . Αυτ�ες ε�ιναι οι� ��0�{1������0��1 �� � ����1�� ��������0�{"
Ειδικ�α η τελευτα�ια ποσ�οτητα µπορε�ι να κατασκευαστε�ι απ�ο τις υπ�ολοιπες
τρεις αφο�υ � ��������
	[! � � ��
	[!��b���
	[!�'i� �� � ���
	[!�1
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οπ�οτε µ�ονο οι τρεις πρ£ωτες ποσ�οτητες ε�ιναι ανεξ�αρτητες η µ�ια απ�ο την
�αλλη. Επ�ισης, στις παραπ�ανω εκφρ�ασεις δεν συµπεριλ�α1αµε ποσ�οτητες
της µορφ�ης

�} � �� , �οπου �}
κ�αποιο σταθερ�ο δι�ανυσµα, δι�οτι αυτ�ο θα σ�ηµαινε

�οτι στο φυσικ�ο κ�οσµο υπ�αρχει κ�αποια προεξ�αρχουσα διε�υθυνση που
προσδιορ�ιζεται απ�ο το δι�ανυσµα

�}
. Συνεπ£ως, µια Λαγκρανζιαν�η αλλη-

λεπ�ιδρασης που ικανοποιε�ι τις ευκλε�ιδειες συµµετρ�ιες (οµογ�ενεια και ισο-
τροπ�ια του χ£ωρου), τη γαλιλαι°κ�η συµµετρ�ια και την οµογ�ενεια του χρ�ο-
νου πρ�επει να ε�ιναι της µορφ�ης�

αλληλ
j � ��&��' �� ! ��1������&��'���� ! ��1�� ��&��' �� ! 	 � �b���&��'���� ! 	 k "

Στην κατασκευ�η της λαγκρανζιαν�ης αλληλεπ�ιδρασης �εχουµε υποθ�εσει �ο-
τι οι αλληλεπιδρ�ασεις µεταξ�υ των σωµατιδ�ιων ε�ιναι ακαρια�ιες � αυτ�ο ση-
µα�ινει �οτι η αλλαγ�η της θ�εσης �η της ταχ�υτητας του εν�ος σωµατιδ�ιου επη-
ρε�αζει ακαρια�ια το �αλλο σωµατ�ιδιο. Στην κλασικ�η µηχανικ�η η παραδοχ�η
�οτι ο χρ�ονος ε�ιναι απ�ολυτος, �ιδιος δηλαδ�η σε �ολα τα συστ�ηµατα αναφο-
ρ�ας, και η αρχ�η της γαλιλαι°κ�ης σχετικ�οτητας απαιτο�υν οι αλληλεπιδρ�α-
σεις µεταξ�υ των σωµατιδ�ιων να ε�ιναι ακαρια�ιες. Ε�αν δεν συν�ε1αινε αυτ�ο
και οι αλληλεπιδρ�ασεις διαδ�ιδονταν µε κ�αποια πεπερασµ�ενη ταχ�υτητα,
αυτ�η η ταχ�υτητα θα �ηταν διαφορετικ�η σε �ενα �αλλο σ�υστηµα αναφορ�ας,
γεγον�ος που θα σ�ηµαινε �οτι �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα θα φαιν�οταν να αλληλε-
πιδρ�α µε διαφορετικ�ο τρ�οπο (λ�ογω διαφορετικ£ων χρονικ£ων αποκρ�ισεων)
σε κ�αθε σ�υστηµα αναφορ�ας, κ�ατι που αποτελε�ι σαφ�η παρα1�ιαση της γα-
λιλαι°κ�ης αρχ�ης της σχετικ�οτητας.
Ο τρ�ιτος ν�οµος του Νε�υτωνα που απαιτε�ι η δ�υναµη

�� � ! , η οπο�ια ασκε�ι-
ται στο πρ£ωτο σωµατ�ιδιο απ�ο το δε�υτερο, να ε�ιναι �ιση και αντ�ιθετη µε τη
δ�υναµη

�� ! � που ασκε�ιται στο δε�υτερο σωµατ�ιδιο απ�ο το πρ£ωτο, δεν επι-
τρ�επει καµ�ια �αλλη εξ�αρτηση της λαγκρανζιαν�ης αλληλεπ�ιδρασης παρ�α
µ�ονο απ�ο τη σχετικ�η θ�εση των σωµατιδ�ιων. �Ετσι, η Λαγκρανζιαν�η δ�υο
αλληλεπιδρ£ωντων µε νευτ£ωνειες δυν�αµεις σωµατιδ�ιων θα �εχει τη µορφ�η��� �� 
$�V�Y���&��� ! + �� 
 ! ����� ! � !(')%���� ��&�.' �� ! � 	0" (3.12)

Πριν ολοκληρ£ωσουµε τη συζ�ητηση σχετικ�α µε τη Λαγκρανζιαν�η δ�υο
σωµατιδ�ιων, πρ�επει να σηµει£ωσουµε �οτι οι παρ�αµετροι 
$�21�
 ! της παρα-
π�ανω Λαγκρανζιαν�ης δεν �εχουν στην κατασκευ�η µας το φυσικ�ο ν�οηµα
της µ�αζας των σωµατιδ�ιων, αφο�υ ο πολλαπλασιαστικ�ος παρ�αγοντας που
ε�ιχαµε εισαγ�αγει στη Λαγκρανζιαν�η του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου, στην Π£ως προκ�υπτουν οι

µ�αζες;οπο�ια βασ�ισαµε την κατασκευ�η µας, �ηταν εντελ£ως αυθα�ιρετος. Η σχ�εση,
�οµως, µεταξ�υ αυτ£ων των παραµ�ετρων µπορε�ι να καθοριστε�ι πειραµατικ�α
µε τον �ιδιο ουσιαστικ�α τρ�οπο που ο Νε�υτωνας επιχε�ιρησε να µετρ�ησει την
αδρ�ανεια των σωµ�ατων. Οι σχετικ�ες επιταχ�υνσεις των δ�υο αλληλεπιδρ£ω-
ντων σωµατιδ�ιων ε�ιναι αντιστρ�οφως αν�αλογες µε το λ�ογο των παραµ�ε-
τρων 
$� και 
 ! , �οπως µπορε�ι να αποδε�ιξει κανε�ις απ�ο τις εξισ£ωσεις Eu-
ler - Lagrange για την παραπ�ανω Λαγκρανζιαν�η. �Ετσι, θεωρ£ωντας τη
$� �ιση µε τη µον�αδα, µπορε�ι κανε�ις να “ζυγ�ισει” τις παραµ�ετρους–µ�αζες
�ολων των �αλλων σωµατιδ�ιων και µ�αλιστα ανεξ�αρτητα απ�ο τη µορφ�η του
δυναµικο�υ αλληλεπ�ιδρασης της εκ�αστοτε µ�αζας µε τη µ�αζα–πρ�οτυπο.
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Με τον �ιδιο τρ�οπο µπορο�υµε να κατασκευ�ασουµε τη Λαγκρανζιαν�η
εν�ος αποµονωµ�ενου συστ�ηµατος � σωµατιδ�ιων, τα οπο�ια αλληλεπιδρο�υνΗ Λαγκρανζιαν�η

αποµονωµ�ενου

συστ�ηµατος

σωµατιδ�ιων

µε νευτ£ωνειες δυν�αµεις και στα οπο�ια δεν ασκε�ιται καµ�ια εξωτερικ�η δ�υ-
ναµη, ������ ����� �� 
�� �Y������� !(' �� �� ����� ��� ���9� ����b� %���� ����*' �� � � 	0" (3.13)

Το
� � � στο διπλ�ο �αθροισµα �εχει συµπεριληφθε�ι �ετσι £ωστε �ολα τα ζε�υγητων δυναµικ£ων αλληλεπ�ιδρασης να λαµ1�ανονται µ�ονο µ�ια φορ�α.
Η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η δεν ε�ιναι η πιο γενικ�η Λαγκρανζιαν�η που µπο-

ρο�υµε να κατασκευ�ασουµε για �ενα τ�ετοιο σ�υστηµα τηρ£ωντας τις συµµε-
τρ�ιες του χ£ωρου και του χρ�ονου και επιλ�εγοντας αλληλεπιδρ�ασεις που ε-
ξαρτ£ωνται µ�ονο απ�ο τις θ�εσεις των σωµατιδ�ιων. Θα µπορο�υσαµε για πα-
ρ�αδειγµα να θεωρ�ησουµε δυναµικ�α αλληλεπ�ιδρασης που εξαρτ£ωνται απ�ο
τις θ�εσεις τρι£ων �η και περισσ�οτερων σωµατιδ�ιων. Απλ£ως η Λαγκρανζιαν�η
της σχ�εσης (3.13) ε�ιναι η απλο�υστερη επ�εκταση της Λαγκρανζιαν�ης των
δ�υο σωµατιδ�ιων. Απ�ο φυσικ�ης �αποψης, η Λαγκρανζιαν�η της �εκφρασης
(3.13) θα µπορο�υσε να δικαιολογηθε�ι, αν το σωµατ�ιδιο–φορ�εας της αλλη-
λεπ�ιδρασης, το οπο�ιο ανταλλ�ασσεται µεταξ�υ των αλληλεπιδρ£ωντων σω-
µατιδ�ιων, �εχει τ�οσο ασθεν�η σταθερ�α σ�υζευξης £ωστε η ανταλλαγ�η περισ-
σ�οτερων του εν�ος τ�ετοιων σωµατιδ�ιων–φορ�εων µεταξ�υ δ�υο σωµατιδ�ιων
να ε�ιναι εξαιρετικ�α απ�ιθανο να συµ1ε�ι. Αυτ�ο αποτελε�ι µια αρκετ�α ικανο-
ποιητικ�η προσ�εγγιση για τις ηλεκτρασθενε�ις και τις βαρυτικ�ες, �οχι �οµως
και για τις ισχυρ�ες αλληλεπιδρ�ασεις.

�Ασκηση 3.2. ∆ε�ιξτε �οτι η Λαγκρανζιαν�η (3.13)οδηγε�ι σε αλληλεπιδρ�ασεις, οι οπο�ιεςΑΣΚΗΣΕΙΣ
ικανοποιο�υν τον τρ�ιτο ν�οµο του Νε�υτωνα, δηλαδ�η οι δυν�αµεις που ασκο�υνται απ�ο το�ενα
σωµατ�ιδιο στο �αλλο ικανοποιο�υν τις σχ�εσεις

v b¡ ¢�£�¤ v _¢L¡
.

3.3 Το ε�υρος ισχ�υος της αρχ�ης του Χ�αµιλτον

Ε�ιδαµε �οτι η φυσικ�η κ�ινηση εν�ος σωµατιδ�ιου σε συντηρητικ�ο πεδ�ιο �ο-
που η δ�υναµη προκ�υπτει απ�ο κ�αποιο δυναµικ�ο % ,��m� ' �¥ %m1
ικανοποιε�ι την αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης του Χ�αµιλτον µε Λαγκρανζιαν�η 5���§¦ ')%m1
�οπου

¦
η κινητικ�η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου και % η δυναµικ�η του εν�ερ-

γεια. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση οι ν�οµοι του Νε�υτωνα ε�ιναι ισοδ�υναµοι µε

5Στο εξ�ης στο βι1λ�ιο θα χρησιµοποιο�υµε τα σ�υµ1ολα ¨ και © , αντ�ι των ª κιν, ª δυν,
ακολουθ£ωντας τη διεθν�η βι1λιογραφ�ια.
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την αρχ�η τουΧ�αµιλτον. Εδ£ωβε1α�ιως αναφερ�οµαστε µ�ονο στους δ�υο πρ£ω-
τους ν�οµους � ο πρ£ωτος ν�οµος του Νε�υτωνα αποτυπ£ωνεται στη µορφ�η της
κινητικ�ης εν�εργειας

¦
που εισ�ερχεται στη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση, εν£ω

ο δε�υτερος ν�οµος αποτυπ£ωνεται µε τον �ορο της δυναµικ�ης εν�εργειας που
εισ�ερχεται αθροιστικ�α (και �οχι πολλαπλασιαστικ�α �η µε �αλλο τρ�οπο) στη
λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση. Οι ν�οµοι του Νε�υτωνα, �οµως, ε�ιναι υπ�ο µια �εν-
νοια γενικ�οτεροι απ�ο την αρχ�η του Χ�αµιλτον, αφο�υ για �ενα οποιοδ�ηποτε
µηχανικ�ο σ�υστηµα δεν υπ�αρχει κατ� αν�αγκη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση, η
οπο�ια να οδηγε�ι µ�εσω των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange στις εξισ£ωσεις κ�ι-
νησης του συστ�ηµατος. Για παρ�αδειγµα, για συστ�ηµατα στα οπο�ια υπ�αρ-
χει αν�αλωση εν�εργειας, εξαιτ�ιας, λ�ογου χ�αρη, της τρι1�ης, δεν ε�ιναι, εν γ�ε-
νει, εφικτ�η η κατασκευ�η λαγκρανζιαν�ης συν�αρτησης που να περιγρ�αφει
το σ�υστηµα. �Ετσι, εν£ω η κ�ινηση εν�ος ιδανικο�υ ρευστο�υ, που ε�ιναι �ενα
συνονθ�υλευµα αλληλεπιδρ£ωντων σωµατιδ�ιων, µπορε�ι να προκ�υψει µ�εσω
των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange απ�ο µ�ια κατ�αλληλη Λαγκρανζιαν�η, η κ�ι-
νηση πραγµατικ£ων ρευστ£ων µε ιξ£ωδες στα οπο�ια υπεισ�ερχεται αν�αλωση
δεν µπορε�ι6 να περιγραφε�ι απ�ο κ�αποια Λαγκρανζιαν�η.
Βασιζ�οµενοι επ�ισης στην αρχ�η του Χ�αµιλτον, �οπως τουλ�αχιστον την

�εχουµε διατυπ£ωσει, αδυνατο�υµε να περιγρ�αψουµε την κ�ινηση σωµατιδ�ιων
σε γενικ�οτερα µη συντηρητικ�α πεδ�ια. Τ�ελος, �οταν το δυναµικ�ο εξαρτ�αται
απ�ο τις ταχ�υτητες, οπ�οτε οι δυναµικο�ι ν�οµοι δεν ε�ιναι αναλλο�ιωτοι στους
µετασχηµατισµο�υς του Γαλιλα�ιου, η φυσικ�η κ�ινηση δεν δι�επεται συν�ηθως
απ�ο κ�αποια Λαγκρανζιαν�η.

�Ασκηση 3.3. ΗΛαγκρανζιαν�η u a�` K_O` K ced £ JM¬« ­�®T¯L° a ^ O` M ¤�± ` M d περιγρ�αφει κ�αποιο ΑΣΚΗΣΕΙΣ
γνωστ�ο σας φυσικ�ο σ�υστηµα; Πρ�οκειται για κ�ινηση σωµατιδ�ιου σε συντηρητικ�ο πεδ�ιο
δυν�αµεων;

�Ασκηση 3.4. Να βρεθε�ι η Λαγκρανζιαν�η που περιγρ�αφει τη µονοδι�αστατη κ�ινηση
σωµατιδ�ιου µ�αζας ^ , που κινε�ιται υπ�ο την επεν�εργεια µιας χρονοεξαρτ£ωµενης δ�υναµης
της µορφ�ης

  a�ced
.

�Ολα, �οµως, τα θεµελι£ωδη πεδ�ια δυν�αµεων που γνωρ�ιζουµε ε�ιναι συ-
ντηρητικ�α και ως εκ το�υτου η δυναµικ�η συµπεριφορ�α τους µπορε�ι να προ-
κ�υψει απ�ο κ�αποια Λαγκρανζιαν�η. Παρ�α το γεγον�ος, λοιπ�ον, �οτι οι ν�οµοι
του Νε�υτωνα εφαρµ�οζονται σε ευρ�υτερα µηχανικ�α συστ�ηµατα απ� �ο,τι η
αρχ�η της ελ�αχιστης δρ�ασης του Χ�αµιλτον, η αρχ�η του Χ�αµιλτον �εχει ευ-
ρ�υτερη φυσικ�η σηµασ�ια απ�ο τους ν�οµους του Νε�υτωνα, δι�οτι µας δ�ινει
τη δυνατ�οτητα να προσεγγ�ισουµε σε πιο θεµελι£ωδες επ�ιπεδο τους ν�οµους
της φ�υσης, ε�ιτε αυτο�ι αναφ�ερονται σε µηχανικ�α συστ�ηµατα ε�ιτε �οχι, να
αντιληφθο�υµε απ�ο πο�υ προ�ερχονται οι διατηρο�υµενες ποσ�οτητες και να
διαµορφ£ωσουµε �ενα θεωρητικ�ο πλα�ισιο µε το οπο�ιο να µπορο�υµε να χει-
ριστο�υµε τις νε£ωτερες θεωρ�ιες της Φυσικ�ης. Επιπλ�εον, �οπως ε�ιδαµε �ηδη

6Για να ε�ιµαστε πιο σαφε�ις, δεν �εχει βρεθε�ι �εως τ£ωρα τ�ετοια Λαγκρανζιαν�η.
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στην περ�ιπτωση του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου, η Λαγκρανζιαν�η µπορε�ι να
κατασκευαστε�ι µε τη χρ�ηση γενικ£ων επιχειρηµ�ατων που βασ�ιζονται στις
συµµετρ�ιες του φυσικο�υ συστ�ηµατος. Η λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση µ�ας δ�ι-
νει τη δυνατ�οτητα να προ1λ�επουµε τις εξισ£ωσεις κ�ινησης �οταν αυτ�ες δεν
ε�ιναι γνωστ�ες, και βασιζ�οµενοι στο παρ�αδειγµα της νευτ£ωνειας µηχανι-
κ�ης να οικοδοµο�υµε φυσικ�ες θεωρ�ιες που περιγρ�αφουν φαιν�οµενα για τα
οπο�ια οι ν�οµοι που τα δι�επουν µας ε�ιναι �αγνωστοι7. Η δρ�αση σε αυτ�ην
τη θε£ωρηση προκ�υπτει ως µια ποσ�οτητα εξ�εχουσας φυσικ�ης σηµασ�ιας, η
οπο�ια επι1ι£ωνει κατ�α τη µετ�α1αση απ�ο την κλασικ�η στην κ1αντικ�η µη-
χανικ�η και µ�αλιστα αποκτ�α ιδια�ιτερο φυσικ�ο ν�οηµα. Μ�εσω της δρ�ασης,
για παρ�αδειγµα, ε�ιναι δυνατ�η η θεµελ�ιωση της κ1αντικ�ης µηχανικ�ης µε
�εναν ιδια�ιτερα διαισθητικ�ο και πρωτ�οτυπο τρ�οπο µ�εσω των ολοκληρω-
µ�ατων διαδροµ£ων (path integrals), που εισ�ηγαγαν οι Paul Adrien Maurice
Dirac [1902-1984] και Richard Phillips Feynman [1918-1988].

3.4 Λαγκρανζιαν�η φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου

�Εχουµε µ�αθει �εως τ£ωρα π£ως να κατασκευ�αζουµε Λαγκρανζιαν�ες για
σωµατ�ιδια, �η γενικ�α, για µηχανικ�α συστ�ηµατα που κινο�υνται σε δυναµικ�α
πεδ�ια που �εχουν καθαρ�α χωρικ�η εξ�αρτηση. Εξετ�ασαµε, επ�ισης, παρα-
δε�ιγµατα συστηµ�ατων µε αν�αλωση για τα οπο�ια ε�ιναι δυνατ�η η κατασκευ�η
της αντ�ιστοιχης Λαγκρανζιαν�ης (βλ. Ασκ�ησεις 3.3, 3.4). Τι µπορο�υµε, �ο-
µως, να κ�ανουµε σε περιπτ£ωσεις που η δ�υναµη που ασκε�ιται σε �ενα σωµα-∆υσκολ�ιες κατασκευ�ης

Λαγκρανζιαν�ης για

δυν�αµεις εξαρτ£ωµενες

απ�ο την ταχ�υτητα

τ�ιδιο εξαρτ�αται απ�ο την ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου; �Ενα παρ�οποιο πρ�ο-
1ληµα �εχουµε �ηδη αντιµετωπ�ισει, �οταν δοκιµ�ασαµε να περιγρ�αψουµε µε
λαγκρανζιαν�ο τρ�οπο την αντ�ισταση σε κ�αποιο µ�εσο, �οταν αυτ�η ε�ιναι αν�α-
λογη της ταχ�υτητας. Η γενικ�η αντιµετ£ωπιση τ�ετοιων δυν�αµεων, µολον�οτι
δεν ε�ιναι π�αντοτε εφικτ�η, δεν παρουσι�αζει ιδια�ιτερο ενδιαφ�ερον, αφο�υ
τ�ετοιου ε�ιδους δυν�αµεις δεν ε�ιναι θεµελι£ωδεις δυν�αµεις � ε�ιναι απλ£ως µα-
κροσκοπικ�ες δυν�αµεις, οι οπο�ιες εµφαν�ιζονται ως στατιστικ�ο αποτ�ελεσµα
πλ�ηθους ηλεκτροµαγνητικ£ων δυν�αµεων που ασκο�υνται σε µικροσκοπικ�ο
επ�ιπεδο. Υπ�αρχει, ωστ�οσο, µια δ�υναµη εξαρτ£ωµενη απ�ο την ταχ�υτητα, η
οπο�ια, µολον�οτι ε�ιναι θεµελι£ωδης και συντηρητικ�η, δεν µπορε�ι να προ�ελ-
θει απ�ο κ�αποιο δυναµικ�ο. Πρ�οκειται για τη δ�υναµη που δι�επει την κ�ινηση
εν�ος φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου µ�εσα σε ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο, η οπο�ια
οδηγε�ι στην εξ�ισωση κ�ινησης
³²�� � C j �´ + ����� �µ kl1 (3.14)

7Χαρακτηριστικ�α, αξ�ιζει να αναφ�ερουµε �οτι πρ£ωτος οDavid Hilbert [1862-1943],στις
20 Νοεµ1ρ�ιου του 1915, κατ�αφερε να διατυπ£ωσει στην τελικ�η τους, ορθ�η µορφ�η τις εξι-
σ£ωσεις της Γενικ�ης θεωρ�ιας της Σχετικ�οτητας, π�εντε µ�ολις µ�ερες πριν απ�ο τονAlbert Ein-
stein [1879-1955], στηριζ�οµενος στην αρχ�η του Χ�αµιλτον. Η αλ�ηθεια, β�ε1αια, ε�ιναι �οτι ο
Hilbert οδηγ�ηθηκε στη σωστ�η θεωρ�ια επηρεασµ�ενος απ�ο τις ιδ�εες του Einstein οι οπο�ιες
χρει�αστηκαν πολλ�α χρ�ονια για να π�αρουν την τελικ�η τους µορφ�η απ�ο τον Einstein που
ακολο�υθησε διαφορετικ�ο δρ�οµο απ�ο τονHilbert. Απλ£ως οHilbert ακολο�υθησε το συντο-
µ£ωτερο δρ�οµο.
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�οπου
�´
η �ενταση του ηλεκτρικο�υ πεδ�ιου και

�µ
η µαγνητικ�η επαγωγ�η στη

θ�εση
�� που βρ�ισκεται το φορτισµ�ενο µε φορτ�ιο C σωµατ�ιδιο τη χρονικ�η

στιγµ�η F .
Η δυσκολ�ια κατασκευ�ης της αντ�ιστοιχης Λαγκρανζιαν�ης �εγκειται στο

γεγον�ος, �οτι, αφο�υ η δ�υναµη��l� C j �´ + ����� �µ k 1 (3.15)

εξαρτ�αται απ�ο την ταχ�υτητα, πρ�επει ο συν�ηθης �ορος της δυναµικ�ης εν�ερ-
γειας στη Λαγκρανζιαν�η, αν υπ�αρχει, β�ε1αια, Λαγκρανζιαν�η, να εµπερι�ε-
χει την ταχ�υτητα. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση, �οµως, η γενικευµ�ενη ορµ�η που
εµφαν�ιζεται στις εξισ£ωσεις Euler - Lagrange εκτ�ος απ�ο την κλασικ�η της
µορφ�η που προ�ερχεται απ�ο την παραγ£ωγιση της κινητικ�ης εν�εργειας θα
περικλε�ιει και �αλλον �εναν �ορο εξαιτ�ιας της εξ�αρτησης της δυναµικ�ης εν�ερ-
γειας απ�ο την ταχ�υτητα. Αυτ�ο περιπλ�εκει τη δυναµικ�η εξ�ισωση κ�ινησης
και πρ�επει να ε�ιναι κανε�ις αρκετ�α τυχερ�ος για να καταφ�ερει να αναπα-
ραγ�αγει το δυναµικ�ο ν�οµο (3.14) ρυθµ�ιζοντας κατ�αλληλα τη µορφ�η της
λαγκρανζιαν�ης συν�αρτησης.
�Εστω �οτι η επιθυµητ�η Λαγκρανζιαν�η �εχει την κλασικ�η µορφ�η���y¦ ')%m1 (3.16)

�οπου
¦
η κινητικ�η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου και % η δυναµικ�η του εν�ερ-

γεια, η οπο�ια, �οπως επισηµ�αναµε, θα πρ�επει προφαν£ως να εξαρτ�αται απ�ο
την ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου µε τ�ετοιο τρ�οπο, £ωστε να ε�ιναι δυνατ�ον να
αναπαραχθε�ι η εξαρτ£ωµενη απ�ο την ταχ�υτητα δ�υναµηLorentz. Μπορο�υµε
να ισχυριστο�υµε �οτι, αν ε�ιναι δυνατ�η η κατασκευ�η µιας τ�ετοιου τ�υπου Λα-
γκρανζιαν�ης, η δυναµικ�η εν�εργεια πρ�επει να �εχει το πολ�υ γραµµικ�η εξ�αρ-
τηση απ�ο την ταχ�υτητα, £ωστε ο �οροςHH F x�¶ %¶ ��� | ' ¶ %¶ ��
της εξ�ισωσης Euler - Lagrange να παρ�αγει µια δ�υναµη το πολ�υ γραµµικ�η Ο στ�οχος µας επι1�αλλει

µια δυναµικ�η εν�εργεια

γραµµικ�η ως προς την

ταχ�υτητα

ως προς την ταχ�υτητα, �οπως ε�ιναι η δ�υναµη Lorentz. Οποιαδ�ηποτε �αλλη
µη γραµµικ�η συν�αρτηση της ταχ�υτητας για τη δυναµικ�η εν�εργεια θα ε�ιχε
ως αποτ�ελεσµα µια δ�υναµη µη γραµµικ�ηως προς την ταχ�υτητα, �οπως µπο-
ρε�ι να διαπιστ£ωσει κανε�ις �αµεσα. Συνεπ£ως, θεωρο�υµε �οτι η δυναµικ�η εν�ερ-
γεια �εχει τη µορφ�η%�� ��,1,���,1 F 	 � C¸·L' �¹ � ��,1 F 	 � ��� +³º � ��h1 F 	9»#" (3.17)

Η δυναµικ�η εν�εργεια, �οντας µ�ερος της Λαγκρανζιαν�ης, δεν µπορε�ι παρ�α
να ε�ιναι µια βαθµωτ�η ποσ�οτητα, γεγον�ος που δικαιολογε�ι την �υπαρξη του
εσωτερικο�υ γινοµ�ενου.8 Η παρουσ�ια του φορτ�ιου ως πολλαπλασιαστι-
κο�υ παρ�αγοντα ολ�οκληρης της δυναµικ�ης εν�εργειας επι1�αλλεται απ�ο την

8Μια �αλλη �ισως δυνατ�οτητα κατασκευ�ης βαθµωτο�υ µεγ�εθους, που �ισως µοι�αζει
γραµµικ�ο ως προς την ταχ�υτητα, θα �ηταν το ¼ v½�¾ v¿ ¼ , �η το ¼ v¿ ¼ . �Οµως και οι δ�υο αυτ�ες
ποσ�οτητες, µολον�οτι βαθµωτ�ες, δεν ε�ιναι πραγµατικ�α γραµµικ�ες ως προς την ταχ�υτητα,
αφο�υ η αντικατ�ασταση της

v¿ µε v¿ J�À v¿ M δεν οδηγε�ι, εν γ�ενει, σε �αθροισµα αντ�ιστοιχων
ποσοτ�ητων.
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απα�ιτηση να ε�ιναι η δ�υναµη αν�αλογη του φορτ�ιου C του σωµατιδ�ιου. Τ�ε-
λος, η παρουσ�ια του αρνητικο�υ προσ�ηµου στον πρ£ωτο �ορο εντ�ος της αγκ�υ-
λης δεν �εχει καν�ενα ουσιαστικ�ο λ�ογο � το πρ�οσηµο επιλ�εχθηκε αυθα�ιρετα
µε σκοπ�ο να αποκτ�ησουν οι ποσ�οτητες

�¹ 1 º συγκεκριµ�ενο φυσικ�ο περιε-
χ�οµενο στο τ�ελος της αν�αλυσης.
Οι εξισ£ωσεις Euler - Lagrange για µια Λαγκρανζιαν�η µε τ�ετοια δυνα-

µικ�η εν�εργεια καταλ�ηγουν στις ακ�ολουθες εξισ£ωσεις κ�ινησης :
³²�� � C�Á.' H �¹ � ��,1 F 	H F + �¥ j ��� � �¹ � ��,1 F 	 k ' �¥ º*Â " (3.18)

�Ασκηση 3.5. Εκτελ�εστε τις πρ�αξεις εντ�ος των εξισ£ωσεων Euler - Lagrange και επι-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1ε1αι£ωστε τη σχ�εση (3.18).

Η παραπ�ανω εξ�ισωση θα µπορο�υσε να λ�α1ει τη µορφ�η της δυναµικ�ης
εξ�ισωσης για το σωµατ�ιδιο, αν ε�ιχαµε τη δυνατ�οτητα να κατασκευ�ασουµε
ποσ�οτητες

�¹ 1 º τ�ετοιες £ωστε να ισχ�υει' H �¹ � ��h1 F 	H F + �¥Ãj ��� � �¹ � ��h1 F 	Aks' �¥ º � �´ + ����� �µ " (3.19)

Ηπρ£ωτη παρ�αγωγος που εµφαν�ιζεται στο αριστερ�ο σκ�ελος της παραπ�ανω
εξ�ισωσης ε�ιναι η ολικ�η χρονικ�η παρ�αγωγος του ανυσµατικο�υ πεδ�ιου

�¹
κατ�α µ�ηκος της τροχι�ας του σωµατιδ�ιου. Σε αυτ�ην περιλαµ1�ανεται η µε-
τα1ολ�η του

�¹
εξαιτ�ιας της µετα1ολ�ης του χρ�ονου καθ£ως επ�ισης και η µε-

τα1ολ�η του
�¹
εξαιτ�ιας της µετα1ολ�ης της θ�εσης του σωµατιδ�ιου στον αντ�ι-

στοιχο χρ�ονο. Συγκεκριµ�ενα, επειδ�η το
�� �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το

χρ�ονο, θα ισχ�υει H �¹ � ��,1 F 	H F �Ã¶ �¹ � ��h1 F 	¶ F + j ��� � �¥ k �¹ � ��,1 F 	("
�Ετσι, το αριστερ�ο σκ�ελος της (3.19) µπορε�ι να γραφε�ι ως' ¶ �¹ � ��,1 F 	¶ F ' j �w � �¥ k �¹ � ��,1 F 	 + �¥Äj �w � �¹ � ��,1 F 	Ako' �¥ º � ��h1 F 	01 (3.20)

�οπου συµ1ολ�ισαµε µε
�w 7 ��� την ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου.

Αν επικαλεστο�υµε και τη µαθηµατικ�η ταυτ�οτητα9�w ��� �¥ � �¹ 	 � �¥ � �w � �¹ 	.'i� �w � �¥ 	 �¹ 1 (3.21)

που ισχ�υει �οταν το δι�ανυσµα
�w δεν �εχει εξ�αρτηση απ�ο το �� (�οπως εδ£ω θεω-

ρο�υµε �οτι συµ1α�ινει µε τις µετα1λητ�ες ��� και �� ), µπορο�υµε να ξαναγρ�α-
ψουµε τη σχ�εση (3.19) µε µια µικρ�η ανακατανοµ�η των �ορων ως ακολο�υ-
θως : �´ + ����� �µÅ� ' ¶ �¹ � ��h1 F 	¶ F ' �¥ º � ��,1 F 	 + �w � j �¥ � �¹ � ��,1 F 	Akl" (3.22)

9Βλ.Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα, Πλα�ισιο Α-1.
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Προτο�υ προσπαθ�ησουµε να συνδ�εσουµε τους �ορους του δεξιο�υ σκ�ε-
λους της (3.22) µε το ηλεκτρικ�ο και το µαγνητικ�ο πεδ�ιο, ας θυµηθο�υµε τις
σχ�εσεις που ικανοποιο�υν το ηλεκτρικ�ο και το µαγνητικ�ο πεδ�ιο µ�εσω των
εξισ£ωσεωνMaxwell �¥ � �´ � Æ 1 (3.23)�¥ � �µ � Ç 1 (3.24)�¥ � �µ ' ¶ �´¶ F � �È 1 (3.25)�¥ � �´ + ¶ �µ¶ F � �Ç 1 (3.26)

�οπου
Æ
ε�ιναι η πυκν�οτητα φορτ�ιου και

�È
η πυκν�οτητα ρε�υµατος, ποσ�οτη-

τες που θεωρο�υνται δεδοµ�ενες και πα�ιζουν το ρ�ολο των πηγ£ων του ηλε-
κτροµαγνητικο�υ πεδ�ιου. Επιπλ�εον, οι πυκν�οτητες

Æ 1 �È ικανοποιο�υν την
εξ�ισωση συν�εχειας ¶ Æ¶ F + �¥ � �È �iÇ " (3.27)

Οι εξισ£ωσεις του James Clerk Maxwell [1831-1879] �εχουν γραφε�ι σε µον�α-
δες Heaviside, δηλαδ�η σε τ�ετοιες µον�αδες £ωστε η δ�υναµη Coulomb µεταξ�υ
δ�υο φορτ�ιων να ε�ιναι, C��AC !É�Ê�Ë !
εν£ω η ταχ�υτητα του φωτ�ος �εχει ληφθε�ι Ì � �

.

Απ�ο την
�¥ � �µÄ�ÅÇ

προκ�υπτει �οτι η µαγνητικ�η επαγωγ�η
�µ
µπορε�ι να

γραφε�ι ως o στρο1ιλισµ�ος κ�αποιου πεδ�ιου�µÅ� �¥ � �¹ 1 (3.28)

�οπου
�¹
ε�ιναι το καλο�υµενο ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο.10 Αντικαθιστ£ωντας αυτ�η

τη µορφ�η του µαγνητικο�υ πεδ�ιου στην (3.26) θα �εχουµε�¥ � �´ + ¶¶ F j �¥ � �¹ k � �¥ �ÍÁ �´ + ¶ �¹¶ F Â � �Ç 1 (3.29)

λ�ογω µεταθετικ�οτητας των χρονικ£ων µε τις χωρικ�ες παραγ£ωγους. Συνε-
π£ως, η �εκφραση εντ�ος της παρ�ενθεσης, �οντας αστρ�ο1ιλη, µπορε�ι να γρα-
φε�ι ως η βαθµ�ιδα κ�αποιου βαθµωτο�υ πεδ�ιου�´ + ¶ �¹¶ F � ' �¥ º 1 (3.30)

10Προς το παρ�ον η οµοι�οτητα των συµ1�ολων για το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο
vÎ
και το

ηλεκτρικ�ο δυναµικ�ο Ï , που θα συναντ�ησουµε αµ�εσως στη συν�εχεια, µε τα αγν£ωστου ταυ-
τ�οτητας πεδ�ια που εισαγ�αγαµε στη Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι καθαρ�α συµπτωµατικ�η. Στο τ�ε-
λος, �οµως, της αν�αλυσης θα φανε�ι γιατ�ι επιλ�εξαµε να χρησιµοποι�ησουµε τα �ιδια σ�υµ-
1ολα.
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�οπου º ε�ιναι το καλο�υµενο ηλεκτρικ�ο δυναµικ�ο. �Ετσι, το ηλεκτρικ�ο πε-
δ�ιο εκφρ�αζεται µ�εσω του ανυσµατικο�υ και του ηλεκτρικο�υ δυναµικο�υ ως�´8� ' ¶ �¹¶ F ' �¥ º " (3.31)

Αν τ£ωρα απαιτ�ησουµε η �εκφραση (3.22) να επαληθε�υεται ταυτοτικ�α,
θεωρ£ωντας �οτι το ηλεκτρικ�ο και το µαγνητικ�ο πεδ�ιο �εχουν αντικαταστα-
θε�ι απ�ο τις ισοδ�υναµες εκφρ�ασεις τους (3.31,3.28), διαπιστ£ωνουµε �οτι το
διανυσµατικ�ο πεδ�ιο

�¹
και το βαθµωτ�ο πεδ�ιο º που εισαγ�αγαµε στη δυνα-

µικ�η εν�εργεια της Λαγκρανζιαν�ης δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο το ανυσµα-
τικ�ο δυναµικ�ο και το ηλεκτρικ�ο δυναµικ�ο αντ�ιστοιχα.
Καταλ�ηγουµε, λοιπ�ον, στο συµπ�ερασµα �οτι �ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο

µ�εσα σε ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο µε ηλεκτρικ�ο και ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο

Ιδο�υ η πολυπ�οθητη

Λαγκρανζιαν�η!

º � ��,1 F 	 και �¹ � ��,1 F 	 , αντ�ιστοιχα, περιγρ�αφεται απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η��� �� 
/�Y���0� ! + C �¹ � ��,1 F 	 � ���5'�C º � ��,1 F 	(1 (3.32)

µε τον προφαν�η συµ1ολισµ�ο των δι�αφορων ποσοτ�ητων που παρουσι�αζο-
νται σε αυτ�η.11

Θα πρ�επει στο σηµε�ιο αυτ�ο να υπενθυµ�ισουµε στον αναγν£ωστη �οτι το
ηλεκτρικ�ο και το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο δεν ορ�ιζονται µονοσ�ηµαντα � µια
ολ�οκληρη οικογ�ενεια απ�ο συναρτ�ησεις µπορο�υν να αντικαταστ�ησουν τα
πεδ�ια º και �¹

, οδηγ£ωντας στα �ιδια φυσικ�α πεδ�ια
�´
και

�µ
. Η ελευθερ�ια

που υπ�αρχει στον προσδιορισµ�ο των º και �¹
ονοµ�αζεται gauge freedom

(ελευθερ�ια βαθµον�οµησης) των πεδ�ιων. Μ�ηπως αυτ�ο σηµα�ινει �οτι αυτ�η
η ελευθερ�ια καθορισµο�υ των πεδ�ιων µας οδηγε�ι και σε διαφορετικ�ες Λα-
γκρανζιαν�ες; Η απ�αντηση ε�ιναι ναι, αλλ�α, �οπως �ισως �εχετε �ηδη υποπτευ-
θε�ι, οι Λαγκρανζιαν�ες αυτ�ες διαφ�ερουν απλ£ως κατ�α �ενα µετασχηµατισµ�ο
βαθµον�οµησης και εποµ�ενως περιγρ�αφουν το �ιδιο φυσικ�ο σ�υστηµα (βλ.
Πρ�ο1ληµα 2).
Κλε�ινοντας αυτ�ο το κεφ�αλαιο αξ�ιζει να παρατηρ�ησουµε �οτι η γενικευ-

µ�ενη ορµ�η του σωµατιδ�ιου δεν ε�ιναι πια η κλασικ�η 
 �w
, αλλ�α η�Ð � ¶ �¶ ��� � 
 �w + C �¹ "

Την επιπλ�εον ποσ�οτητα C �¹
θα µπορο�υσαµε να την ερµηνε�υσουµε ως συ-

Ιδο�υ και η ιδι�οµορφη

ορµ�η του συστ�ηµατος!

νεισφορ�α του µαγνητικο�υ πεδ�ιου στην �ιδια την ορµ�η του σωµατιδ�ιου. Το
γεγον�ος αυτ�ο �εχει �αµεσες συν�επειες κυρ�ιως σε κ1αντοµηχανικ�α συστ�η-
µατα �οπου η ορµ�η, που σε κ�αποιες περιπτ£ωσεις ε�ιναι κ1αντισµ�ενη, ε�ιναι η
γενικευµ�ενη ορµ�η, �οπως διατυπ£ωθηκε στην προηγο�υµενη σχ�εση, και �οχι
η συν�ηθης.
Αξ�ιζει επ�ισης να αναφ�ερουµε µια �αλλη κοιν�η περ�ιπτωση Λαγκρανζια-

ν�ης µε δυναµικ�η εν�εργεια που εξαρτ�αται απ�ο την ταχ�υτητα � πρ�οκειται για
11Στην παραπ�ανω κατασκευ�η θεωρ�ησαµε την ταχ�υτητα του φωτ�ος �ιση µε τη µον�αδα,

�οπως µπορε�ιτε να διαπιστ£ωσετε απ�ο τη γραφ�η των εξισ£ωσεων τουMaxwell. Αν θ�ελουµε
να επαναφ�ερουµε τη σταθερ�α αυτ�η στις εκφρ�ασεις µας, £ωστε να εργαζ�οµαστε µε συν�η-
θεις µον�αδες, ο �ορος I vÎ a v` K ced θα πρ�επει να αντικατασταθε�ι απ�ο τον �ορο I vÎ a v` K cedLÑ�Ò .
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την περ�ιπτωση σωµατιδ�ιου που κινε�ιται σε περιστρεφ�οµενο σ�υστηµα ανα-
φορ�ας. Η αναλογ�ια µ�αλιστα µε το φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο σε ηλεκτροµα-
γνητικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι πλ�ηρης, αφο�υ το ρ�ολο του µαγνητικο�υ πεδ�ιου τον πα�ι-
ζει η γωνιακ�η ταχ�υτητα. Θα κατασκευ�ασουµε την αντ�ιστοιχη Λαγκραν-
ζιαν�η µε διαφορετικ�ο τρ�οπο εκτελ£ωντας απλ£ως �εναν µετασχηµατισµ�ο συ-
ντεταγµ�ενων, �οταν ασχοληθο�υµε στο Κεφ�αλαιο 6 µε το θ�εµα των στρο-
φ£ων.

3.5 Λαγκρανζιαν�η δεσµευµ�ενης κ�ινησης

σωµατιδ�ιων

�Εχουµε επιτ�υχει �εως τ£ωρα να κατασκευ�ασουµε Λαγκρανζιαν�ες για
σωµατ�ιδια που κινο�υνται µ�εσα σε συντηρητικ�α πεδ�ια, τα οπο�ια πηγ�αζουν
απ�ο δυναµικ�α, �η µ�εσα σε πεδ�ια που, αν και ε�ιναι συντηρητικ�α, εξαρτ£ωνται
απ�ο τις ταχ�υτητες των σωµατιδ�ιων. Εκτ�ος, �οµως, απ�ο την αδυναµ�ια κατα-
σκευ�ης Λαγκρανζιαν�ης στην περ�ιπτωση µη συντηρητικ£ων πεδ�ιων –αδυ-
ναµ�ια που, �οπως αναφ�εραµε, δεν �εχει ουσιαστικ�η σηµασ�ια– γενν�αται �ενας Π£ως κατασκευ�αζουµε

τη Λαγκρανζιαν�η

εν�ος συστ�ηµατος µε

συνδ�εσµους;

γενικ�οτερος προ1ληµατισµ�ος σχετικ�α µε την �υπαρξη Λαγκρανζιαν�ης για
µηχανικ�α συστ�ηµατα που υπ�οκεινται σε κ�αποιον περιορισµ�ο �οσον αφορ�α
στην κ�ινησ�η τους. Οι περιορισµο�ι αυτο�ι ονοµ�αζονται γενικ�οτερα σ�υνδε-
σµοι. Ως χαρακτηριστικ�ο παρ�αδειγµα θα εξετ�ασουµε την περ�ιπτωση εν�ος
σωµατιδ�ιου, το οπο�ιο βρ�ισκεται µ�εσα στο οµογεν�ες πεδ�ιο βαρ�υτητας, αλλ�α
ε�ιναι υποχρεωµ�ενο να κινε�ιται επ�ανω στο οριζ�οντιο επ�ιπεδο Ó �8Ç

. Απ�ο
τους ν�οµους τουΝε�υτωνα γνωρ�ιζουµε �οτι το σωµατ�ιδιο εκτελε�ι ευθ�υγραµ-
µη, οµαλ�η κ�ινηση στο επ�ιπεδο Ó �ÔÇ

και �οτι σε αυτ�ο ασκε�ιται µια κατα-
κ�ορυφη δ�υναµη �ιση και αντ�ιθετη µε τη δ�υναµη της βαρ�υτητας. Αν δεν
υπ�ηρχε καν�ενας περιορισµ�ος στην κ�ινηση του σωµατιδ�ιου, η Λαγκραν-
ζιαν�η του σωµατιδ�ιου εκπεφρασµ�ενη σε καρτεσιαν�ες συντεταγµ�ενες θα
�ηταν Αν υπ�αρχει κ�αποιος

σ�υνδεσµος γρ�αφουµε

τη Λαγκρανζιαν�η σαν

να µην υπ�αρχει...

��� �� 
Õ� ��*! + ��E! + �Ó�!¬	.'/
 z ÓÖ" (3.33)

Θα δε�ιξουµε �οτι η Λαγκρανζιαν�η που προκ�υπτει, αν αντικαταστ�ησουµε
στην προηγο�υµενη Λαγκρανζιαν�η την εξ�ισωση του συνδ�εσµουÓ �GÇ 1
περιγρ�αφει σωστ�α την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου. Αν και κ�ατι τ�ετοιο φα�ινε- ...και εκ των υστ�ερων

επι1�αλλουµε τις

εξισ£ωσεις των

συνδ�εσµων

ται ε�υλογο, δεν ε�ιναι και τ�οσο προφαν�ες �οτι ισχ�υει. Επιθυµ£ωντας να µε-
τατρ�εψουµε το σ�υστηµα µας σε �ενα σ�υστηµα που περιγρ�αφεται απ�ο �ενα
συντηρητικ�ο πεδ�ιο δυν�αµεων και να το απαλλ�αξουµε απ�ο τους περιορι-
σµο�υς των συνδ�εσµων, η αντιµετ£ωπιση των οπο�ιων προκαλε�ι αµηχαν�ια,
ας υποθ�εσουµε �οτι το σωµατ�ιδιο µπορε�ι να κινε�ιται σε �ολο το χ£ωρο αλλ�α
βρ�ισκεται ταυτ�οχρονα µ�εσα στο οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο καθ£ως επ�ισης
και σε �ενα ν�εο πεδ�ιο µε δυναµικ�ο%q×�Ø�Ù �eÓ_	 � ��&Ú Ó�!�"
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Φανταζ�οµαστε �οτι κ�ατω απ�ο το δ�απεδο υπ�αρχουν ελατ�ηρια σκληρ�οτηταςÚ το �ανω �ακρο των οπο�ιων φθ�ανει �εως το Ó �iÇ
�οταν αυτ�α βρ�ισκονται στο

φυσικ�ο τους µ�ηκος. �Ισως σκεφτε�ιτε �οτι το ν�εο σ�υστηµα δεν �εχει καµ�ια
σχ�εση µε το αρχικ�ο! Ας αναλογιστο�υµε, �οµως, τι συµ1α�ινει στο �οριο πουÚ nÜÛ . Η ν�εα Λαγκρανζιαν�η� p �i� '-%q×�Ø�Ù �eÓ_	
περιγρ�αφει �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται µ�εσα στο οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο
της Γης, αλλ�α συγχρ�ονως κ�αποιο πολ�υ σκληρ�ο ελατ�ηριο δεν του επιτρ�επει
να αποµακρυνθε�ι πολ�υ απ�ο το επ�ιπεδο Ó �ÄÇ

. Το σωµατ�ιδιο, �οντας �ενα
µηχανικ�ο σ�υστηµα, η κ�ινηση του οπο�ιου περιγρ�αφεται απ�ο τρεις ανεξ�αρ-
τητες µετα1λητ�ες ���,1���1�Ó_	 , εξελ�ισσεται β�ασει των τρι£ων εξισ£ωσεων Euler -
Lagrange 
 ²� � Ç 1
 ²� � Ç 1
 ²Ó + 
 z + Ú Ó � Ç " (3.34)

Η τρ�ιτη εξ�ισωση �εχει ως λ�υση τηνÓ � ¹�Ý¬Þ{ß Á(à Ú
 F Â + µ ß áãâ Á(à Ú
 F Â ' 
 zÚ "
Αν σε αυτ�η την εξ�ισωση επι1�αλουµε αρχικ�ες συνθ�ηκες Ó�� Ç 	 �GÇ 1 �Ó*� Ç 	 �iÇ
– οι οπο�ιες ε�ιναι συµ1ατ�ες µε το σ�υνδεσµο Ó �ÍÇ

–, θα καταλ�ηξουµε στη
λ�υση Ó �Ã
 zÚ�ä Ý¬Þ{ß Á à Ú
 F Â ' �2å 1
η οπο�ια εµφαν£ως οδηγε�ι στην αναµεν�οµενη λ�υση Ó �GÇ

στο �οριο Ú næÛ .

Ουσιαστικ�α επιστρ�εψαµε στην αρχικ�η εξ�ισωση του συνδ�εσµου. Οι υπ�ο-
λοιπες εξισ£ωσεις κ�ινησης ε�ιναι αυτ�ες που θα λαµ1�αναµε, αν θ�εταµε εξ αρ-
χ�ης στη Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατος �ανευ συνδ�εσµου,

�
, την εξ�ισωση

του συνδ�εσµου Ó �ÔÇ
. Ε�ιναι ενδιαφ�ερον να παρατηρ�ησει κανε�ις �οτι στη

λ�υση του προ1λ�ηµατος ουδεµ�ια αναφορ�α γ�ινεται στην αντ�ιδραση του επι-
π�εδου! Αυτ�ο �αλλωστε �ηταν και το πλεον�εκτηµα που ε�ιχαν οι εξισ£ωσεις
Euler - Lagrange, �οταν πρωτοδιατυπ£ωθηκαν απ�ο τον Lagrange � δεν χρεια-
ζ�οταν να γ�ινεται καµ�ια αναφορ�α στις δυν�αµεις που αναπτ�υσσονται στους
συνδ�εσµους σε αντ�ιθεση µε τη νευτ£ωνεια θεωρ�ια, �οπου �επρεπε κανε�ις να
κ�ανει υποθ�εσεις για τη συµπεριφορ�α αυτ£ων των δυν�αµεων π.χ. αντιδρ�α-
σεις κ�αθετες στην επιφ�ανεια του συνδ�εσµου. Με την εισαγωγ�η, �οµως, του
φαινοµενολογικο�υ δυναµικο�υ του συνδ�εσµου, % ×�Ø�Ù , ε�ιµαστε σε θ�εση να
υπολογ�ισουµε και την αντ�ιδραση του συνδ�εσµου, η οπο�ια δεν ε�ιναι τ�ιποτε
�αλλο απ�ο τη δ�υναµη που ασκο�υν στο σωµατ�ιδιο τα υποθετικ�α ελατ�ηρια�l� ' ¶ % ×�Ø�Ù¶ Ó "
Aπ�ο την εξ�ισωση Euler - Lagrange για τη ν�εα Λαγκρανζιαν�η

� p �εχουµε
Η αντ�ιδραση βρ�ισκεται

απ�ο την εξ�ισωση

Euler - Lagrange που

αντιστοιχε�ι στο

σ�υνδεσµο



3.5. ΛΑΓΚΡΑΝΖΙΑΝΗ ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ 81Çg� HH F x(¶ � p¶ �Ó | ' ¶ � p¶ Ó � HH F x(¶ �¶ �Ó | ' ¶ �¶ Ó + ¶ % ×�Ø�Ù¶ Ó 1 (3.35)

δηλαδ�η, �m� HH F x(¶ �¶ �Ó@| ' ¶ �¶ Ó " (3.36)

Στο εν λ�ογω πρ�ο1ληµα η δ�υναµη καταλ�ηγει να ε�ιναι�m� 
 ²Ó + 
 z "
Στο �οριο Ú nçÛ �οπου η λ�υση για τη συντεταγµ�ενη Ó ε�ιναι, �οπως αναφ�ε-
ραµε, Ó �ÔÇ

, η δ�υναµη ε�ιναι η γνωστ�η µας αντ�ιδραση του δαπ�εδου, 
 z .Ας ε�ιµαστε, �οµως, λ�ιγο πιο προσεκτικο�ι και ας αντικαταστ�ησουµε τη λ�υση
στην οπο�ια καταλ�ηξαµε πριν απ�ο λ�ιγο για Úéè� Û για να λ�α1ουµε τελικ�α
το �οριο Ú nÜÛ . Τ�οτε θα διαπιστ£ωσουµε �οτι η δ�υναµη ε�ιναι�l� 
 z ä � ' Ý¬Þ{ß Á à Ú
 F Â å "
Ο δε�υτερος �ορος της εξ�ισωσης ταλαντ£ωνεται τ�οσο γρ�ηγορα, �οταν Ú næÛ ,

£ωστε να �εχει ν�οηµα µ�ονο η µ�εση τιµ�η αυτο�υ, η οπο�ια ε�ιναι µηδ�εν. Για
�αλλη µια φορ�α, λοιπ�ον, οδηγο�υµαστε στην αναµεν�οµενη αντ�ιδραση

�Í�
 z . Σε αυτ�ο το σηµε�ιο αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε �οτι η επι1ολ�η του φαινο-µενολογικο�υ δυναµικο�υ του συνδ�εσµου και οι ιδιοµορφ�ιες κ�αποιων απο-
τελεσµ�ατων, �οπως αυτ�ο της ταχ�υτατα µετα1αλλ�οµενης αντ�ιδρασης, βρ�ι-
σκονται πολ�υ πιο κοντ�α στην πραγµατικ�η φ�υση των συνδ�εσµων. �Ολα
τα σ£ωµατα, ακ�οµη και αυτ�α που ονοµ�αζουµε στερε�α, �οντας στην πραγ-
µατικ�οτητα ελαστικ�α, δεν µπορο�υν να επι1�αλλουν στα µηχανικ�α συστ�η-
µατα παρ�α µ�ονο προσεγγιστικ�ες εξισ£ωσεις συνδ�εσµων. Μ�αλιστα, η ακρι-
1�ης µορφ�η του φαινοµενολογικο�υ δυναµικο�υ του συνδ�εσµου δεν �εχει ιδια�ι-
τερη σηµασ�ια �οσο πιο στερε�α ε�ιναι τα υποτιθ�εµενα “στερε�α” που επι1�αλ-
λουν τον εκ�αστοτε σ�υνδεσµο, αφο�υ τ�οτε τα µ�ονα φυσικ�α χαρακτηριστικ�α
που �εχουν ενδιαφ�ερον ε�ιναι το σηµε�ιο ισορροπ�ιας (η εξ�ισωση του συνδ�ε-
σµου) και η �απειρη σκληρ�οτητ�α τους.
Το πρακτικ�ο συµπ�ερασµα στο οπο�ιο οδηγο�υµαστε ε�ιναι �οτι, επι1�αλ-

λοντας την εξ�ισωση του συνδ�εσµου Ó � �Ó � ²Ó � �V�V� �tÇ
στην αντ�ιστοιχη

εξ�ισωση Euler - Lagrange (3.35), υπολογ�ιζουµε τελικ�α την αντ�ιδραση του
συνδ�εσµου ως εξ�ης : �l�;: HH F x(¶ �¶ �Ó@| ' ¶ �¶ Ó =Wê �@ëê �,ìê �Wí " (3.37)

�Ασκηση 3.6. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η εν�ος σωµατιδ�ιου που κινε�ιται στο επ�ιπεδο ΑΣΚΗΣΕΙΣ
χρησιµοποι£ωντας πολικ�ες συντεταγµ�ενες. Υποθ�εστε στη συν�εχεια πως θ�ελετε να επι1�α-
λετε τον περιορισµ�ο κ�ινησης του σωµατιδ�ιου σε µια κυκλικ�η στεφ�ανη ακτ�ινας î . Επι-
λ�εξτε �ενα κατ�αλληλο δυναµικ�ο που να εξαναγκ�αζει το σωµατ�ιδιο να κινε�ιται ακτινικ�α
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σ�υµφωνα µε την εξ�ισωση ï £ î . Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η u�ð που προκ�υπτει �υστερα απ�ο
την πρ�οσθεση του ν�εου δυναµικο�υ και λ�υστε τη γωνιακ�η εξ�ισωση Euler - Lagrange επι-
1�αλλοντας τη συνθ�ηκη ï £ î . Υπολογ�ιστε την ακτινικ�η αντ�ιδραση της στεφ�ανης. [Απ�α-
ντηση:

 bñ.£�¤ ^ î Oò M ]
∆ε�ιξαµε λοιπ�ον �οτι, αν η κ�ινηση εν�ος µηχανικο�υ συστ�ηµατος περιορ�ι-

ζεται απ�ο δεσµο�υς, τ�οτε η Λαγκρανζιαν�η που περιγρ�αφει την κ�ινηση του
συστ�ηµατος ε�ιναι η διαφορ�α µεταξ�υ κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειας
του συστ�ηµατος, �οπου στον υπολογισµ�ο των ενεργει£ων αυτ£ων �εχουν λη-
φθε�ι υπ�οψη �ολοι οι περιορισµο�ι που επι1�αλλονται απ�ο τους δεσµο�υς. Στο
επ�οµενο κεφ�αλαιο θα ακολουθ�ησουµε µια τελε�ιως διαφορετικ�η θε£ωρηση
των δεσµ£ων που σχετ�ιζεται µε την πραγµατικ�η ιστορικ�η πορε�ια που ακο-
λο�υθησε η αναλυτικ�η µηχανικ�η µετ�α το Νε�υτωνα και θα µ�αθουµε π£ως να
γρ�αφουµε τη Λαγκρανζιαν�η σε περιπτ£ωσεις ακ�οµη πιο σ�υνθετων δεσµ£ων
�οπου δεν υπ�αρχει απλ£ως µια συναρτησιακ�η σχ�εση µεταξ�υ των συντεταγ-
µ�ενων. �Ωστ�οσο, παρ�α τις οποιεσδ�ηποτε τεχνικ�ες δυσκολ�ιες που ενδ�εχε-
ται να�εχει η εισαγωγ�η πιο περ�ιπλοκων µορφ£ων δεσµ£ων στο λαγκρανζιαν�ο
φορµαλισµ�ο, η ουσ�ια ε�ιναι �οτι κ�αθε σ�υνδεσµος µπορε�ι απ�ο φυσικ�ης �απο-
ψης να αντικατασταθε�ι απ�ο κ�αποιο κατ�αλληλο “σκληρ�ο” υποθετικ�ο δυ-
ναµικ�ο και εποµ�ενως το µηχανικ�ο σ�υστηµα να περιγραφε�ι πλ�ηρως µ�εσω
συντηρητικ£ων πεδ�ιων.
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3.6 Προ1λ�ηµατα

1. Αποδε�ιξαµε, χρησιµοποι£ωντας την αρχ�η της ελ�αχιστης δρ�ασης, �οτι
οι Λαγκρανζιαν�ες

�
και

� p που συνδ�εονται µε µετασχηµατισµ�ο βαθ-
µον�οµησης � pe���,1 ��,1 F 	 �i� ���,1 ��,1 F 	 + H �����,1 F 	H F
οδηγο�υν στις �ιδιες εξισ£ωσεις κ�ινησης. ∆ε�ιξτε µε κατευθε�ιαν αντικα-
τ�ασταση �οτι η εξ�ισωση Euler - Lagrange για τη ν�εα συν�αρτηση

� p
οδηγε�ι στην �ιδια εξ�ισωση µε εκε�ινη που οδηγε�ι η

�
.

2. ∆ε�ιξτε �οτι ο µετασχηµατισµ�ος του ανυσµατικο�υ και ηλεκτρικο�υ δυ-
ναµικο�υ �¹ n �¹ + �¥ôó 1 º n º ' ¶ ó¶ F 1
δεν µετα1�αλλει το ηλεκτρικ�ο και µαγνητικ�ο πεδ�ιο και ανα1αθµονο-
µε�ι τη Λαγκρανζιαν�η εν�ος φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου ως εξ�ης :� p �G� + C H óH F "

3. �Ενα σωµατ�ιδιο, διασχ�ιζοντας µια κοσµικ�η σ�ηραγγα (wormhole),

εγκαταλε�ιπει το ισ�οτροπο και οµογεν�ες στο χ£ωρο και χρ�ονο Σ�υµπαν
µας και εισ�ερχεται σε �ενα �αλλο Σ�υµπαν, το οπο�ιο ε�ιναι οµογεν�ες στο
χ£ωρο και το χρ�ονο, αλλ�α δεν διαθ�ετει την ισοτροπ�ια του δικο�υ µας.
Αντ�ι της ισοτροπ�ιας του δικο�υ µας Σ�υµπαντος, δηλαδ�η του αναλ-
λο�ιωτου χαρακτ�ηρα της Λαγκρανζιαν�ης σε οποιαδ�ηποτε στροφ�η,
το ν�εο Σ�υµπαν ε�ιναι συµµετρικ�ο µ�ονο σε στροφ�ες γ�υρω απ�ο κ�αποιο
συγκεκριµ�ενο �αξονα, ας πο�υµε τον �αξονα- Ó . Κατασκευ�αστε τη Λα-
γκρανζιαν�η εν�ος ελε�υθερου σωµατιδ�ιου που κινε�ιται µ�εσα στο ν�εο
αυτ�ο Σ�υµπαν. [Υπ�οδειξη : Θεωρ�ηστε �οτι το ν�εο Σ�υµπαν παραµ�ενει
αναλλο�ιωτο στους µετασχηµατισµο�υς του Γαλιλα�ιου.]

4. Οι µηχαν�ες τουAtwood ε�ιναι συστ�ηµατα που αποτελο�υνται απ�ο ιδα-
νικ�ες α1αρε�ις τροχαλ�ιες, α1αρ�η σχοινι�α και µ�αζες που συνδ�εονται,
για παρ�αδειγµα, �οπως στο Σχ�ηµα. Γρ�αψτε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρ-
τηση που δι�επει τη δυναµικ�η της µηχαν�ης του Atwood που απεικο-
ν�ιζεται στο Σχ�ηµα και υπολογ�ιστε την επιτ�αχυνση της µ�αζας 
 ! ;

5. Μια χ�αντρα ε�ιναι περασµ�ενη σε �ενα σ�υρµα, το οπο�ιο βρ�ισκεται σε
κατακ�ορυφο επ�ιπεδο και το σχ�ηµα του προσδιορ�ιζεται απ�ο τη συ-
ν�αρτηση Ó � �����
	 ( Ó ε�ιναι ο κατακ�ορυφος �αξονας και � ο οριζ�ο-
ντιος). Η χ�αντρα κινε�ιται ελε�υθερα στο σ�υρµα υπ�ο την επεν�εργεια
της βαρ�υτητας. Να γραφε�ι η Λαγκρανζιαν�η της χ�αντρας και να µε-
λετηθε�ι η κ�ινησ�η της κοντ�α σε �ενα τοπικ�ο ελ�αχιστο της καµπ�υλης
που σχηµατ�ιζει το σ�υρµα.

6. Φαιν�οµενο Aharonov-Bohm : (α) Το µαγνητικ�ο πεδ�ιο στο εσωτερικ�ο
εν�ος �απειρου κυλινδρικο�υ σωληνοειδο�υς µε �αξονα τον �αξονα Ó και
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ακτ�ινα õ ε�ιναι σταθερ�ο, εν£ω στο εξωτερικ�ο του ε�ιναι µηδ�εν. ∆ε�ιξτε
�οτι το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο�¹ � ��
	 �Ãö X ! �['���1 �,1 Ç 	Y1 για � ! + � !ø÷ õ !�! X*ù �ú �üû � � �['���1 �,1 Ç 	Y1 για � ! + � !øý õ ! .
παρ�αγει �ενα τ�ετοιο µαγνητικ�ο πεδ�ιο. Στην παραπ�ανω �εκφραση

�� ����,1���1�Ó_	 . (β)Κατασκευ�αστε τηΛαγκρανζιαν�η εν�ος φορτισµ�ενου σω-
µατιδ�ιου που κινε�ιται µ�εσα στο παραπ�ανω πεδ�ιο και δε�ιξτε �οτι �οσο
το σωµατ�ιδιο βρ�ισκεται εκτ�ος πεδ�ιου η Λαγκρανζιαν�η περιγρ�αφει
την κ�ινηση ελε�υθερου σωµατιδ�ιου. [Υπ�οδειξη : Θα σας φανε�ι χρ�η-
σιµη η ταυτ�οτητα HH F,þ�ÿ â�� � j��� k � '�� �� + � ��� ! + � ! " �
(γ) Υπολογ�ιστε τη δρ�αση για µ�ια φυσικ�η διαδροµ�η που βρ�ισκεται
εξολοκλ�ηρου εκτ�ος του σωληνοειδο�υς µε αρχικ�η θ�εση

��&� στο χρ�ονοÇ
και τελικ�η θ�εση

�� ! στο χρ�ονο F . (δ) �Ενα σωµατ�ιδιο που �ερχεται
απ�ο �απειρη απ�οσταση µακρι�α απ�ο το σωληνοειδ�ες και περν�α �εξω
απο το σωληνοειδ�ες, ε�ιτε απ�ο π�ανω (π.χ. θεωρ�ηστε την ευθ�υγραµµη
διαδροµ�η απ�ο το �[' ÛG1�õÖ1 Ç 	 στο �LÛG1�õÖ1 Ç 	 ), ε�ιτε απ�ο κ�ατωαπ�ο αυτ�ο
(π.χ. θεωρ�ηστε τη διαδροµ�η απ�ο το �[' ÛG1�'�õÖ1 Ç 	 στο �LÛG1�'�õÖ1 Ç 	 ),
περιγρ�αφεται απ�ο µ�ια κυµατοσυν�αρτηση της µορφ�ης �����h�	� P � 
 	 �ο-που

P
ε�ιναι η δρ�αση που αντιστοιχε�ι στη διαδροµ�η και



η σταθερ�α

του Planck. Προκειµ�ενου οι κυµατοσυναρτ�ησεις να ε�ιναι οι �ιδιες ε�ιτε
απ�ο π�ανω ε�ιτε απ�ο κ�ατω, τι συµπ�ερασµα συν�αγετε για τη µαγνητικ�η
ρο�η � � Ê õ ! µ στο εσωτερικ�ο του σωληνοειδο�υς;

7. �Εστω η Λαγκρανζιαν�η��� 
 � x �Y���0� !�' �
� ! �e²��0� ! | "
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Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις Euler - Lagrange που δι�επουν την κ�ινηση και
δε�ιξτε �οτι η τροχι�α του συστ�ηµατος δ�ιδεται απ�ο την��.��F 	 � �} + �~ F + �Ì ß áãâ � � F 	 + �H Ý¬Þ{ß � � F 	("
Θ�ετοντας τις σταθερ�ες

�}
,
�~ αντιστο�ιχως �ισες µε το κ�εντρο µ�αζας και

την ταχ�υτητα του κ�εντρου µ�αζας δ�υο σωµατιδ�ιων �ιδιας µ�αζας, δε�ιξτε
�οτι η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η περιγρ�αφει την κ�ινηση δ�υο �ιδιων σωµατι-
δ�ιων που αλληλεπιδρο�υν µε δυναµικ�ο αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. (Φ.
Χατζη°ω�αννου)


