
Κεφ�αλαιο 1

Αρχ�η Ελ�αχιστης ∆ρ�ασης

Ο δικ�ος µας κ�οσµος ε�ιναι ο καλ�υτερος
απ�ο �ολους τους δυνατο�υς κ�οσµους.

Gottfried Wilhelm Leibniz

1.1 Εισαγωγικ�ες παρατηρ�ησεις

Η νευτ£ωνεια µηχανικ�η, το πνευµατικ�ο δηµιο�υργηµα του Ισα�ακ Νε�υ- Οι επιτυχ�ιες της

νευτ£ωνειας θεωρ�ιαςτωνα [1642-1727], κατ�εχει εξ�εχουσα θ�εση στην ιστορ�ια των φυσικ£ων επι-
στηµ£ων � αποτελε�ι την πρ£ωτη σ�υγχρονη φυσικ�η θεωρ�ια για την κ�ινηση της
�υλης. Επιχειρ£ωντας να εξηγ�ησει τους ν�οµους του Κ�επλερ για την κ�ινηση
των πλανητ£ων, ο Νε�υτων διατ�υπωσε τη θεωρ�ια που αφορ�α στην κ�ινηση
της �υλης και επιπλ�εον εισ�ηγαγε την πρ£ωτη θεµελι£ωδη δ�υναµη της φ�υσης,
τη βαρυτικ�η δ�υναµη. Οι συν�επειες του ν�εου θεωρητικο�υ οικοδοµ�ηµατος
που θεµελ�ιωσε ο Νε�υτων �ηταν τερ�αστιες. Εξηγ�ηθηκαν για πρ£ωτη φορ�α
πολ�υπλοκα φυσικ�α φαιν�οµενα, �οπως οι παλ�ιρροιες, και οι φυσικο�ι, που
τ�οτε ονοµ�αζονταν φυσικο�ι φιλ�οσοφοι, µπορο�υσαν πλ�εον να αντιµετωπ�ι-
ζουν τον κ�οσµο σαν µια τερ�αστια µηχαν�η, η οπο�ια κινε�ιται υπακο�υοντας
σε κ�αποιους απλο�υς αλλ�α θεµελι£ωδεις ν�οµους και, ακ�οµη περισσ�οτερο,
να προ1λ�επουν µε ιδια�ιτερη αξιοπιστ�ια την εξ�ελιξη αυτο�υ του κ�οσµου. Η
ακρ�ι1εια της νευτ£ωνειας θεωρ�ιας �ηταν και εξακολουθε�ι να ε�ιναι εντυπω-
σιακ�η. Βασισµ�ενοι στη νευτ£ωνεια θε£ωρηση του κ�οσµου, οAdams και ο Le
Verrier κατ�ορθωσαν να προ1λ�εψουν την �υπαρξη του πλαν�ητη Ποσειδ£ωνα
και να υποδε�ιξουν τη θ�εση του κατ�οπιν παρατηρ�ησεων των διαταραχ£ων
της τροχι�ας του Ουρανο�υ.

Παρ�α τα�υτα η νευτ£ωνεια θε£ωρηση του κ�οσµου κρ�υ1ει µ�εσα της κ�α-
ποια προ1λ�ηµατα. Ε�ιµαστε πια σ�ιγουροι �οτι η απ�ολυτη θε£ωρηση του Νε�υ-
τωνα για το χ£ωρο και το χρ�ονο �εχει αν�αγκη απ�ο µια σχετικιστικ�η ανα-
θε£ωρηση, �οπως �αλλωστε και η εφαρµογ�η της µηχανικ�ης στο µικρ�οκοσµο
απαιτε�ι µια αναθε£ωρηση στα πλα�ισια της κ1αντοµηχανικ�ης. Στο παρ�ον
βι1λ�ιο δεν πρ�οκειται β�ε1αια να ασχοληθο�υµε µε την αναθε£ωρηση της µη-
χανικ�ης του Νε�υτωνα � θα συνεχ�ισουµε να κινο�υµαστε στο νευτ£ωνειο κ�ο-
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Σχ�ηµα 1.1: Ησυντοµ�οτερη διαδροµ�η για το φως που συνδ�εει το σηµε�ιο εκποµπ�ης Α µε το
σηµε�ιο λ�ηψης Β ε�ιναι εκε�ινη που ικανοποιε�ι το ν�οµο της αν�ακλασης (γων�ια πρ�οσπτωσης
= γων�ια αν�ακλασης)

σµο µε απ£ωτερο στ�οχο τη βαθ�υτερη καταν�οηση της δοµ�ης της νευτ£ωνειας
θεωρ�ιας.
Αν η µηχανικ�η, �οπως την �εχουµε γνωρ�ισει �εως σ�ηµερα, ε�ιναι ουσια-

στικ�α η µελ�ετη του φυσικο�υ κ�οσµου �οπως αυτ�η διαµορφ£ωθηκε απ�ο το
Νε�υτωνα µε την �εκδοση, στις αρχ�ες του 1687, του �εργου του Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, η αναλυτικ�η µηχανικ�η που θα εξετ�ασου-
µε στο παρ�ον βι1λ�ιο, ε�ιναι η κατεξοχ�ην µελ�ετη της συνεισφορ�ας του Λα-
γκρ�ανζ (Joseph-Louis Lagrange [1736-1813]) και του Χ�αµιλτον (William
Rowan Hamilton [1805-1865]), ιδια�ιτερα κατ�α την τριετ�ια 1834-1836.
Στο βι1λ�ιο το�υτο δεν πρ�οκειται να ακολουθ�ησουµε την ιστορικ�η εξ�ε-Μια εναλλακτικ�η

πορε�ια προς τη

νευτ£ωνεια µηχανικ�η

λιξη συστηµατοπο�ιησης των νευτ£ωνειων ν�οµων, αλλ�α µια εντελ£ως διαφο-
ρετικ�η πορε�ια, �ενα παιγν�ιδι διαπιστ£ωσεων, εµπνευσµ�ενο, θα �ελεγε κανε�ις,
απ�ο τη µεταφυσικ�η αναζ�ητηση µιας βαθ�υτερης αρχ�ης, η οπο�ια υπαγο-
ρε�υει πιθαν£ως την εξ�ελιξη του κ�οσµου. �Ηδη απ�ο τον 1ο µ.Χ. αι£ωνα στην
Ελλ�αδα ο �Ηρωνας ο Αλεξανδριν�ος ε�ιχε διαπιστ£ωσει �οτι το φως ανακλ£ω-
µενο σε �ενα επ�ιπεδο κ�ατοπτρο ακολουθε�ι τη συντοµ�οτερη διαδροµ�η και
διατ�υπωσε την �αποψη �οτι η φ�υση επιλ�εγει π�αντοτε για το φως τη συντο-
µ�οτερη διαδροµ�η. Ακολουθ£ωντας αντ�ιστροφα αυτ�η την αρχ�η, µπορο�υµε
να συµπερ�ανουµε �οτι, αφο�υ το συνολικ�ο µ�ηκος της διαδροµ�ης του ανα-
κλ£ωµενου φωτ�ος απ�ο το σηµε�ιο Α στο σηµε�ιο Β (βλ. Σχ�ηµα 1.1) ε�ιναι το
µικρ�οτερο δυνατ�ο, θα πρ�επει η διαδροµ�η ΑΓΒ να ε�ιναι η µικρ�οτερη δυ-
νατ�η, �οπως επ�ισης και η ΑΓΒ´, �οπου Β´ το συµµετρικ�ο σηµε�ιο του Β ως
προς το κ�ατοπτρο. Προφαν£ως, σ�υµφωνα µε την ευκλε�ιδεια γεωµετρ�ια, η
συντοµ�οτερη διαδροµ�η που εν£ωνει τα δ�υο σηµε�ια Α και Β´ ε�ιναι η ευθε�ια.
Εποµ�ενως, το τµ�ηµα ΑΓ αν�ηκει στην �ιδια ευθε�ια µε το ΓΒ´. Ε�υκολα µπο-
ρε�ι τ£ωρα κ�αποιος, χρησιµοποι£ωντας απλ�α γεωµετρικ�α επιχειρ�ηµατα, να
εξαγ�αγει συµπερ�ασµατα σχετικ�α µε τις γων�ιες που σχηµατ�ιζονται µεταξ�υ
των διαδροµ£ων του φωτ�ος και του κατ�οπτρου και να διατυπ£ωσει το ν�οµο
της αν�ακλασης του φωτ�ος, σ�υµφωνα µε τον οπο�ιο η γων�ια πρ�οσπτωσης σε
�ενα κ�ατοπτρο ε�ιναι �ιση µε τη γων�ια αν�ακλασης. Αυτ�η η αρχ�η, �οµως, δεν
φα�ινεται να �εχει γενικ�η ισχ�υ για την κ�ινηση του φωτ�ος, δι�οτι, αν �ισχυε γε-
νικ�α, στην περ�ιπτωση της δι�αθλασης του φωτ�ος θα οδηγο�υσε σε µηδενικ�η
δι�αθλαση.
Στα µ�εσα του 17ου αι£ωνα ο γ�αλλος µαθηµατικ�ος Pierre de Fermat [1601-

1665], διαφοροποι£ωντας ελαφρ£ως τη διατ�υπωση της αρχ�ης του �Ηρωνα
και υποστηρ�ιζοντας �οτι δεν ε�ιναι το µ�ηκος της διαδροµ�ης που διαν�υει το
φως, αλλ�α ο χρ�ονος της κ�ινησης του φωτ�ος αυτ�ο που καθ�ισταται ελ�αχι-
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στο, κατ�εληξε στο σωστ�ο ν�οµο της δι�αθλασης, το ν�οµο του van RoijenWil-
lebrord Snell [1591-1626] (βλ. Πρ�ο1ληµα 1). Το 1744 ο γ�αλλος µαθηµα-
τικ�ος Pierre-Louis Moreau de Maupertuis [1698-1759] διατ�υπωσε µια ν�εα
αρχ�η ελαχ�ιστου, σ�υµφωνα µε την οπο�ια οι κιν�ησεις των σωµ�ατων ε�ιναι τ�ε-
τοιες £ωστε η συνολικ�η “δρ�αση” να ε�ιναι ελ�αχιστη, γεγον�ος το οπο�ιο θε£ω-
ρησε απ�οδειξη της σοφ�ιας του Θεο�υ. Η ποσ�οτητα, �οµως, της δρ�ασης την
οπο�ια πρ�οτεινε οMaupertuis δεν �ηταν η σωστ�η, εν£ωαπ�ο τις αποδε�ιξεις του
�ελειπε η σαφ�ηνεια και η ακρ�ι1εια. Μερικ�α χρ�ονια αργ�οτερα ο Leonhard
Euler [1707-1783] και ο Lagrange προσδι�ορισαν την ορθ�η µορφ�η της δρ�α-
σης και τον επ�οµενο αι£ωνα ο Hamilton διατ�υπωσε µε απ�ολυτη σαφ�ηνεια
την “αρχ�η της ελ�αχιστης δρ�ασης” (principle of least action), �οπως συνηθ�ιζε-
ται, εσφαλµ�ενα, να αναφ�ερεται για ιστορικο�υς λ�ογους, �η “αρχ�η της στ�ασι-
µης δρ�ασης”, �η απλ�α “αρχ�η του Χ�αµιλτον”. Σ�υµφωνα µε την αρχ�η τουΧ�α-
µιλτον υπ�αρχει µ�ια θεµελι£ωδης συν�αρτηση των θ�εσεων και των ταχυτ�ητων Μια ν�εα αρχ�η για την

κ�ινηση των µηχανικ£ων

συστηµ�ατων

που χαρακτηρ�ιζει το εκ�αστοτε φυσικ�ο σ�υστηµα. Αυτ�η η θεµελι£ωδης συ-
ν�αρτηση ε�ιναι η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση,

�
. Για µηχανικ�α συστ�ηµατα

που βρ�ισκονται υπ�ο την επ�ιδραση συντηρητικ£ων δυν�αµεων η λαγκρανζι-
αν�η συν�αρτηση ε�ιναι η διαφορ�α µεταξ�υ της κινητικ�ης και της δυναµικ�ης
εν�εργειας του συστ�ηµατος �����

κιν � � δυν �
�Ετσι, η αρχ�η του Χ�αµιλτον διατυπ£ωνεται ως εξ�ης :

�Ενα σωµατ�ιδιο που ξεκιν�ααπ�ο το σηµε�ιο Α τη χρονικ�η στιγµ�η�
	
, και φτ�ανει στο σηµε�ιο Β τη χρονικ�η στιγµ�η

���
, ακολουθε�ι

στο ενδι�αµεσο χρονικ�ο δι�αστηµα τη διαδροµ�η εκε�ινη για την
οπο�ια η δρ�αση, δηλαδ�η η ποσ�οτητα ���������� ��� �

(1.1)

καθ�ισταται στ�ασιµη.

Προς το παρ�ον δεν θα ασχοληθο�υµε µε το να δ£ωσουµε �εναν αυστηρ�ο
ορισµ�ο του �ορου “στ�ασιµο”. Θα τον θεωρ�ησουµε συν£ωνυµο του �ορου “α-
κρ�οτατο”. Ας εξετ�ασουµε ωστ�οσο µερικ�α παραδε�ιγµατα για να πειστο�υµε
�οτι η αρχ�η που διατυπ£ωθηκε παραπ�ανω οδηγε�ι σε ορθ�α συµπερ�ασµατα.
Παρ�αδειγµα 1: �Εστω �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο που κινε�ιται σε µ�ια δι�α-
σταση. �Οπως γνωρ�ιζουµε, �ενα σωµατ�ιδιο στο οπο�ιο δεν ασκε�ιται καµ�ια
δ�υναµη κινε�ιται µε σταθερ�η ταχ�υτητα. Η δρ�αση για το σωµατ�ιδιο αυτ�ο,
δεδοµ�ενου �οτι

�����
κιν, ε�ιναι � ���������������! � ��" (1.2)

�οπου � η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου. Ποια διαδροµ�η στο χ£ωρο και το χρ�ονο
ε�ιναι αυτ�η που ελαχιστοποιε�ι τoπαραπ�ανω ολοκλ�ηρωµα;Ας δοκιµ�ασουµε
τις τρεις διαδροµ�ες που απεικον�ιζονται στο χωροχρονικ�ο δι�αγραµµα του
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Σχ�ηµα 1.2: H δρ�αση εν�ος ελε�υθερου σωµατιδ�ιου υπολογισµ�ενη σε τρεις διαδροµ�ες. Στη
διαδροµ�η (1) το σωµατ�ιδιο κινε�ιται ισοταχ£ως απ�ο το #�$&%('*)+%-, στο #�$&./'*)+.(, . Στην τεθλα-
σµ�ενη διαδροµ�η (2) το σωµατ�ιδιο κινε�ιται µε σταθερ�η ταχ�υτητα απ�ο το #�$&%('*)+%-, µ�εχρι το
ενδι�αµεσο σηµε�ιο #�$102'*)30�, και κατ�οπιν µε σταθερ�η, αλλ�α διαφορετικ�η ταχ�υτητα, απ�ο το#�$102'*)30�, µ�εχρι το #�$&.4'*)+.5, . Στην τυχα�ια διαδροµ�η (3) το σωµατ�ιδιο κινε�ιται µε µετα1αλ-
λ�οµενη ταχ�υτητα απ�ο το #�$&%5'*)+%!, στο #�$&./'*)+.(, .
Σχ�ηµατος 1.2. Για τη διαδροµ�η (1) που αντιστοιχε�ι σε ισοταχ�η κ�ινηση µε
ταχ�υτητα � �76 � � 6 	��� � �
	
η δρ�αση ε�ιναι /8 � ����:9 6 � � 6 	<;  ��� � �
	 �
Για τη διαδροµ�η (2) η δρ�αση ε�ιναι  � �� �>= 9 6@? � 6 	<;  � ? � �
	 A 9 6 � � 6@? ;  ��� � � ?CB "
�οπου 6@? "D� ? οι χωροχρονικ�ες συντεταγµ�ενες του σηµε�ιου θλ�ασης της τε-
θλασµ�ενης διαδροµ�ης. Για τη διαδροµ�η (1) δεν �εχουµε να πο�υµε τ�ιποτε
περισσ�οτερο � η διαδροµ�η αυτ�η ε�ιναι καθορισµ�ενη και εποµ�ενως η δρ�αση
που αντιστοιχε�ι σε αυτ�η ε�ιναι και αυτ�η καθορισµ�ενη. Η διαδροµ�η (2) ε�ιναι
στην πραγµατικ�οτητα µια ολ�οκληρη οικογ�ενεια διαδροµ£ων, καθεµ�ια απ�ο
τις οπο�ιες προσδιορ�ιζεται απ�ο τη θ�εση του ενδι�αµεσου σηµε�ιου 9 ��EF" 6 EG; .
Για να εντοπ�ισουµε, λοιπ�ον, µ�εσα στο πλ�ηθος των διαδροµ£ων την ιδια�ι-
τερη εκε�ινη διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση ελ�αχιστη, θα πρ�επει να πα-
ραγωγ�ισουµε τη δρ�αση ως προς τις παραµ�ετρους της καµπ�υλης (βλ. �Α-
σκηση 1.1 σχετικ�α µε το αν αυτ�ο που θα βρο�υµε αντιστοιχε�ι σε ελ�αχιστο
�η µ�εγιστο). Ε�υκολα διαπιστ£ωνουµε �οτι σε αυτ�η την περ�ιπτωση το ελ�αχι-
στο της δρ�ασης παρατηρε�ιται �οταν οι ταχ�υτητες των δ�υο τµηµ�ατων της
διαδροµ�ης συµπ�ιπτουν, οπ�οτε τ�οτε η δρ�αση ε�ιναι �ιση µε την

48
. Τελει-

£ωσαµε; Βρ�ηκαµε µε τον παραπ�ανω τρ�οπο τη διαδροµ�η εκε�ινη που καθι-
στ�α ελ�αχιστη τη δρ�αση; �Οχι β�ε1αια. Εξετ�ασαµε µ�ονο µ�ια πολ�υ περιο-
ρισµ�ενη οικογ�ενεια διαδροµ£ων και βρ�ηκαµε ποια απ�ο αυτ�ες καθιστ�α τη
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δρ�αση ελ�αχιστη. Πρ�επει, �οµως, κανε�ις να εξετ�ασει κ�αθε ε�ιδους διαδροµ�η,
�οσο αλλοπρ�οσαλλη και αν ε�ιναι αυτ�η, αν θ�ελει να βε1αιωθε�ι �οτι βρ�ηκε τη
διαδροµ�η εκε�ινη που καθιστ�α τη δρ�αση στ�ασιµη. Π£ως ε�ιναι, �οµως, δυνα-
τ�ον να παραµετροποι�ησουµε κ�αθε δυνατ�η διαδροµ�η £ωστε να αναζητ�η-
σουµε το α-κρ�οτατο της δρ�ασης ως προς κ�αθε παρ�αµετρο; Η απ�αντηση
στο ερ£ωτηµα το�υτο θα αποτελ�εσει το κυρ�ιως αντικε�ιµενο του επ�οµενου
κεφαλα�ιου. Με τ�ετοιου ε�ιδους προ1λ�ηµατα ασχολε�ιται �ενας ιδια�ιτερος
κλ�αδος της αν�αλυσης, ο καλο�υµενος λογισµ�ος των µετα1ολ£ων, θεµελιω-
τ�ες του οπο�ιου θεωρο�υνται οι ελ1ετο�ι αδελφο�ι Γι�ακοµπ και Γι�οχανΜπερ-
νο�υλι (Jakob Bernoulli [1654-1705] και Johann Bernoulli [1667-1748]).1

�Ασκηση 1.1. Σκεφτε�ιτε αν υπ�αρχει περ�ιπτωση να παρουσι�αζει µ�εγιστο η δρ�αση ΑΣΚΗΣΕΙΣ
που αντιστοιχε�ι σε κ�αποια διαδροµ�η τ�υπου (2). [Υπ�οδειξη: Τι συµ1α�ινει �οταν )IHKJ+LM

;]

Προς το παρ�ον εµε�ις ας συνεχ�ισουµε την προσπ�αθει�α µας για την επ�ι-
λυση του αρχικο�υ µας προ1λ�ηµατος. Γρ�αφουµε την τυχα�ια διαδροµ�η (3)
ως εξ�ης : 6!N 9 �D; � 6 	 A 6 � � 6 	��� � �
	 9 � � �
	(; A�O 9 �D; �
Στο πρ£ωτο µ�ερος αυτ�ης της �εκφρασης αναγνωρ�ιζει κανε�ις την οµαλ�η κ�ι-
νηση της διαδροµ�ης (1). Το O 9 �D; ε�ιναι µια αυθα�ιρετη συν�αρτηση που κα-
θορ�ιζει την οποιαδ�ηποτε διαδροµ�η ως απ�οκλιση απο τη διαδροµ�η (1) (βλ.
Σχ�ηµα 1.2). Η δρ�αση τ£ωρα λαµ1�ανει τη µορφ�η N � �� � � ������ 92P� ARQO ;  � ��"
�οπου �εχουµε ορ�ισει ως P� την ποσ�οτηταP��S 6 � � 6 	��� � �
	 "
τη µ�εση, δηλαδ�η, ταχ�υτητα της τυχα�ιας διαδροµ�ης και ως QO S � OUT � � τη
χρονικ�η παρ�αγωγο της απ�οκλισης απ�ο την οµαλ�η κ�ινηση. Παρατηρο�υµε,
�οµως, �οτι, �������� QO � � � � �	 � O � O 9*V ; � O 9&W ; �:X "
αφο�υ η τυχα�ια διαδροµ�η, σ�υµφωνα µε τη διατ�υπωση της αρχ�ης του Χ�α-
µιλτον, ξεκιν�α και καταλ�ηγει στα σηµε�ια Α και Β αντ�ιστοιχα, �οπως και η

1Ο Jakob Bernoulli �ηταν εκε�ινος ο οπο�ιος κατ�αφερε να υπολογ�ισει τη µορφ�η της κα-
µπ�υλης που σχηµατ�ιζει µια αλυσ�ιδα κρεµασµ�ενη απ�ο τα δ�υο της �ακρα, αναζητ£ωντας την
καµπ�υλη εκε�ινη που �εχει πιο χαµηλ�α το κ�εντρο β�αρους της, που γι� αυτ�ο ονοµ�αστηκε
αλυσοειδ�ης καµπ�υλη.
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Σχ�ηµα 1.3: Οι τρεις τ�υποι διαδροµ£ων του Παραδε�ιγµατος 2. Η µοναδικ�η παρ�αµετρος
των διαδροµ£ων αυτ£ων ε�ιναι το µ�εγιστο �υψος Y .

ευθ�υγραµµη διαδροµ�η (1), οπ�οτε ε�ιναι O 9*V ; � O 9&W ; �:X . �Ετσι N � �� � P�! � ������ � � A �� � � ������ QO  � � �
Το δε�υτερο ολοκλ�ηρωµα, �οντας θετικ�α ορισµ�ενο, λαµ1�ανει την ελ�αχιστη
τιµ�η του, δηλαδ�η µηδ�εν, �οταν QO �ZX

, µε �αλλα λ�ογια �οταν O � σταθερ�ο �O 9&W ; �[X
, εν£ω το πρ£ωτο ολοκλ�ηρωµα δεν ε�ιναι �αλλο απ�ο την

/8
. Συνε-

π£ως, ε�ιµαστε πια σ�ιγουροι �οτι η οµαλ�η κ�ινηση ε�ιναι εκε�ινη που προσδ�ι-
δει στη δρ�αση την ελ�αχιστη τιµ�η της. Αυτ�η την κ�ινηση, λοιπ�ον, επιλ�εγει
το ελε�υθερο σωµατ�ιδιο. Η αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης οδ�ηγησε στο γνωστ�ο,
ορθ�ο αποτ�ελεσµα. Η µ�εθοδος που εφαρµ�οσαµε στην απ�οδειξ�η µας ε�ιναι
σε αδρ�ες γραµµ�ες η µ�εθοδος την οπο�ια θα εφαρµ�οσουµε σε γενικ�οτερα
προ1λ�ηµατα κ�ινησης που θα εξετ�ασουµε σε επ�οµενα κεφ�αλαια. Ε�ιναι ε�υ-
κολο π�αντως να γενικε�υσουµε την παραπ�ανω µ�εθοδο στην περ�ιπτωση της
κ�ινησης εν�ος σ£ωµατος στον τρισδι�αστατο κ�οσµο.

�Ασκηση 1.2. ∆ε�ιξτε �οτι για �ενα σωµατ�ιδιο, το οπο�ιο κινε�ιται στον τρισδι�αστατοΑΣΚΗΣΕΙΣ
χ£ωρο, η δρ�αση καθ�ισταται ελ�αχιστη για τη διαδροµ�η εκε�ινη στο χ£ωρο και το χρ�ονο που
αντιστοιχε�ι σε ευθ�υγραµµη οµαλ�η κ�ινηση. [Υπ�οδειξη: Αντ�ι του \^] θα �εχετε τ£ωρα _\a`^_\ ,
το οπο�ιο µπορε�ιτε να γρ�αψετε ως #cb\^d4egfh dF,&]5ei#cb\^j<e:fh j2,&]5ei#cb\^k(egfh kG,&] .]
Παρ�αδειγµα 2: Προκειµ�ενου να διερευν�ησουµε την πλ�ηρη µορφ�η της �εκ-
φρασης για τη δρ�αση, ας εξετ�ασουµε �ενα απλ�ο πρ�ο1ληµα κ�ινησης σε κ�α-
ποιο πεδ�ιο : την κ�ινηση µιας µπ�αλας, µ�αζας � � � , την οπο�ια πετ�αµε κα-τακ�ορυφα προς τα επ�ανω µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο της Γης και η οπο�ια
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επιστρ�εφει στα χ�ερια µας l δευτερ�ολεπτα αργ�οτερα. Σε αυτ�η την περ�ι-
πτωση η δρ�αση για τη διαδροµ�η m 9 �D; ε�ιναι ����no p ��rq � m� �-s  �ut m+v � � � (1.3)

Ας υπολογ�ισουµε τη δρ�αση για τους τρεις τ�υπους χωροχρονικ£ων διαδρο-
µ£ων που απεικον�ιζονται στο Σχ�ηµα 1.3.
(i) ∆ιαδροµ�η τ�υπου (1) : m 8 9 �D; ��X �
Η αντ�ιστοιχη δρ�αση ε�ιναι /8 ��X �
(ii) ∆ιαδροµ�η τ�υπου (2) :m  9 �D; �:w q � �yx � � l T � xl T � s
Η αντ�ιστοιχη δρ�αση, �οπως µπορε�ι να υπολογ�ισει κανε�ις, ε�ιναι  � � w  l � t w l� �
(iii) ∆ιαδροµ�η τ�υπου (3) : m N 9 �D; �7z wl  � 9 l � �D; �
Η αντ�ιστοιχη δρ�αση ε�ιναι  N �y{ w  | l � � t w l| �
�Ασκηση 1.3. Εκτελ�εστε τις πρ�αξεις µε σκοπ�ο να ελ�εγξετε την ορθ�οτητα των πα- ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ραπ�ανω εκφρ�ασεων για τη δρ�αση στους δι�αφορους τ�υπους διαδροµ£ων. Στη συν�εχεια
παραγωγ�ιστε τις εκφρ�ασεις για τη δρ�αση ως προς τη µετα1λητ�η Y προκειµ�ενου να ελα-
χιστοποι�ησετε την τιµ�η της δρ�ασης, υπολογ�ιζοντας το Y εκε�ινο που καθιστ�α τη δρ�αση
ακρ�οτατη.

Παρατηρο�υµε �οτι η τρ�ιτη οικογ�ενεια διαδροµ£ων απ�ο αυτ�ες που εξετ�α-
σαµε εµπερι�εχει τη σωστ�η εξ�ισωση κ�ινησης, η οπο�ια ε�ιναι δευτ�ερου βαθ-
µο�υ ως προς το χρ�ονο. Οι τρεις οικογ�ενειες διαδροµ£ων που εξετ�ασαµε δεν
εξαντλο�υν προφαν£ως �ολες τις δυνατ�ες διαδροµ�ες που συνδ�εουν το αρχικ�ο
µε το τελικ�ο σηµε�ιο. Μολατα�υτα σκοπ�ος µας εδ£ω δεν ε�ιναι να ανακαλ�υ-
ψουµε τη µοναδικ�η εκε�ινη διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση στ�ασιµη � δεν
�εχουµε µ�αθει, εξ�αλλου, ακ�οµη την κατ�αλληλη τεχνικ�η για να πρ�αξουµε



8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΑΡΧΗ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ∆ΡΑΣΗΣ

κ�ατι τ�ετοιο. Σκοπ�ος µας ε�ιναι να βε1αιωθο�υµε �οτι απ�ο �ολες τις διαδρο-
µ�ες που επιλ�εξαµε, µεταξ�υ των οπο�ιων τυχα�ινει να βρ�ισκεται αυτ�η που
προ1λ�επει η νευτ£ωνεια εξ�ισωση κ�ινησης, η σωστ�η ε�ιναι εκε�ινη που θα µας
οδηγ�ησει στην ελ�αχιστη τιµ�η της δρ�ασης. Μοναδικ�η παρ�αµετρος και της
διαδροµ�ης τ�υπου (2) και της διαδροµ�ης τ�υπου (3) ε�ιναι το µ�εγιστο �υψοςw
. Αν παραγωγ�ισουµε ως προς αυτ�η την παρ�αµετρο, διαπιστ£ωνουµε �οτι
η δρ�αση καθ�ισταται ελ�αχιστη, �οτανw}� t l  {
και στις δ�υο περιπτ£ωσεις. Αυτ�η, �οµως, ε�ιναι η τιµ�η του πραγµατικο�υ µ�εγι-
στου �υψους στο οπο�ιο αν�ερχεται η µπ�αλα! Πρ�οκειται �αραγε για απλ�η σ�υ-
µπτωση; �Οχι ακρι1£ως. Η διαδροµ�η τ�υπου (2), αν και λανθασµ�ενη, στην
προσπ�αθει�α της να µει£ωσει τη δρ�αση �οσο το δυνατ�ον περισσ�οτερο δι�ερ-
χεται απ�ο το σωστ�ο �υψος. Για παρ�αδειγµα, χρησιµοποι£ωντας ως εξ�ισωση
κ�ινησης µ�ια συν�αρτηση τετ�αρτου βαθµο�υ ως προς το χρ�ονο, λαµ1�ανουµε
ως καλ�υτερη τιµ�η για το

w
την πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση της πραγµατικ�ης τι-

µ�ης ~ t l  T+� z (βλ. �Ασκ. 1.4). Ας δο�υµε, τ£ωρα, και τις αντ�ιστοιχες τιµ�ες που
λαµ1�ανει η δρ�αση, �οταν η παρ�αµετρος

w
�εχει ρυθµιστε�ι µε τ�ετοιο τρ�οπο

£ωστε η δρ�αση να γ�ινει ελ�αχιστη.  x � �<� �G� � � �|3� � t  l N
και  N x � �<� �G� � � �� z � t  l N �
Νικητ�ης, λοιπ�ον, σε αυτ�ον τον αγ£ωνα ελαχιστοπο�ιησης της δρ�ασης ανα-
δε�ιχθηκε η διαδροµ�η m 9 �D; � t l� � � �� t �  "
που αποτελε�ι τη γνωστ�η µας εξ�ισωση κ�ινησης. Στην �εκφραση για την πα-
ραπ�ανω διαδροµ�η �εχουµε αντικαταστ�ησει τη β�ελτιστη τιµ�η του

w
, t l  T { ,

που υπολογ�ισαµε προηγουµ�ενως για τη διαδροµ�η τ�υπου (2).

�Ασκηση 1.4. Αν δεν �εχετε ακ�οµη πειστε�ι �οτι µε τους τρεις µ�ονο τ�υπους διαδροµ£ωνΑΣΚΗΣΕΙΣ
που θεωρ�ησαµε παραπ�ανωπετ�υχαµε να βρο�υµε το ελ�αχιστο της δρ�ασης, θεωρ�ηστε�εναν
ακ�οµη τ�υπο διαδροµ�ης τ�εταρτης τ�αξης ως προς το χρ�ονο,� #�$*,!���D� Y�/��$ ] # � JK$*, ]4�
Υπολογ�ιστε τη δρ�αση για τη διαδροµ�η αυτ�η και αφο�υ την ελαχιστοποι�ησετε ως προς την
παρ�αµετρο Y , υπολογ�ιστε την τιµ�η της Y που την καθιστ�α ελ�αχιστη. Ποια ε�ιναι η ελ�α-
χιστη τιµ�η της δρ�ασης για τη διαδροµ�η αυτο�υ του τ�υπου;

Παρ�αδειγµα 3: Προτο�υ εγκαταλε�ιψουµε αυτ�ο το παιγν�ιδι των υπολογι-
σµ£ων, ας εξετ�ασουµε µια παρ�οµοια2 αρχ�η ελαχ�ιστου σε �ενα διαφορετικ�ο

2Οι β�ασεις της αρχ�ης αυτ�ης ε�ιναι εντελ£ως διαφορετικ�ες απ�ο αυτ�ες της αρχ�ης ελ�αχι-
στης δρ�ασης.
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Σχ�ηµα 1.4: Η αρχ�η οικονοµικ�οτερης κατανοµ�ης των ρευµ�ατων οδηγε�ι στη σωστ�η κατα-
νοµ�η των ρευµ�ατων.

χ£ωρο της φυσικ�ης,£ωστε να φανε�ι το ε�υρος της εφαρµογ�ης που �εχουν πα-
ρ�οµοιες αρχ�ες στη φυσικ�η : Η κατανοµ�η των ρευµ�ατων στους δι�αφορους
κλ�αδους εν�ος ηλεκτρικο�υ κυκλ£ωµατος ε�ιναι η οικονοµικ�οτερη απ�ο πλευ-
ρ�ας καταν�αλωσης θερµ�οτητας. Μια τ�ετοια αρχ�η µπορε�ι κ�αλλιστα να αντι-
καταστ�ησει το δε�υτερο ν�οµο του Kirchhoff, δηλαδ�η την αρχ�η διατ�ηρησης
της εν�εργειας. Για παρ�αδειγµα, ας θεωρ�ησουµε το απλο�υστατο κ�υκλωµα
δ�υο ωµικ£ων αντιστ�ασεων συνδεδεµ�ενων παρ�αλληλα µε µια ιδανικ�η γεν-
ν�ητρια (βλ. Σχ�ηµα 1.4). Ο συνολικ�ος ρυθµ�ος καταν�αλωσης θερµ�οτητας
στις δ�υο αντιστ�ασεις ε�ιναι�U�� � �:�  8�� 8 A �   �  �:�  8�� 8 A 9 � � � 8 ;  �  �
Στην παραπ�ανω�εκφραση χρησιµοποι�ησαµε την αρχ�η διατ�ηρησης του ηλε-
κτρικο�υ φορτ�ιου στον κ�οµ1ο που διαχωρ�ιζονται τα δ�υο ρε�υµατα. Επιδι-
£ωκοντας στη συν�εχεια να ελαχιστοποι�ησουµε αυτ�ον το ρυθµ�ο καταν�αλω-
σης, µετα1�αλλουµε την τιµ�η του ρε�υµατος

� 8
και βρ�ισκουµε �οτι� 8 � 8 � 9 � � � 8 ; �  �:X "

δηλαδ�η �οτι οι τ�ασεις στα �ακρα των δ�υο αντιστ�ασεων πρ�επει να συµπ�ι-
πτουν!
Η αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης, που ε�ιδαµε στα δ�υο πρ£ωτα παραδε�ιγµατα,

φα�ινεται να “δουλε�υει”. Τι σχ�εση �εχει, �οµως, αυτ�η η αρχ�η µε τους ν�οµους Ποια η σχ�εση µεταξ�υ

της αρχ�ης ελ�αχιστης

δρ�ασης και του 2ου

ν�οµου του Νε�υτωνα;

του Νε�υτωνα; Και π£ως ε�ιναι δυνατ�ον το σωµατ�ιδιο να γνωρ�ιζει εκ των
προτ�ερων ποια ε�ιναι η διαδροµ�η εκε�ινη που του εξασφαλ�ιζει την ακρ�ο-
τατη τιµ�η της δρ�ασης; Μ�ηπως το σωµατ�ιδιο ακολουθε�ι µια τυχα�ια δια-
δροµ�η, υπολογ�ιζει τη δρ�αση και κατ�οπιν επιστρ�εφει π�ισω στο χρ�ονο για
να δοκιµ�ασει κ�αποια �αλλη διαδροµ�η;
Επιχειρ£ωντας να διαλευκ�ανουµε το ζ�ητηµα, θα επανεξετ�ασουµε το πα-

ρ�αδειγµα 2, εκε�ινο, δηλαδ�η µε την µπ�αλα που ανε1α�ινει και κατε1α�ινει
µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο της Γης. Στην προσπ�αθει�α µας µ�αλιστα να ε�ι-
µαστε απολ�υτως ακρι1ε�ις δεν θα δοκιµ�ασουµε αυτ�η τη φορ�α ορισµ�ενες
οικογ�ενειες διαδροµ£ων, αλλ�α µια τυχα�ια διαδροµ�η, την οπο�ια, �οµως, θα
τµ�ησουµε σε απειροελ�αχιστα χρονικ�α διαστ�ηµατα αντικαθιστ£ωντας την
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Σχ�ηµα 1.5: H συνεχ�ης διαδροµ�η � #�$*, που δι�ερχεται στο χρ�ονο $&%���$�� απ�ο το �υψος � %��� � και στο χρ�ονο $&.���$&� απ�ο το �υψος � .r� � � προσεγγ�ιζεται απ�ο τη διαδροµ�η που
λαµ1�ανει τις � ενδι�αµεσες τιµ�ες : � #�$&��,�� � � για ������' � ' ����� '1� , �οπου � �¡��$&.¢J¡$&% ,
και �a��$&�UJK$&��£U¤ . Για � αρκο�υντως µεγ�αλο η τεθλασµ�ενη διαδροµ�η ε�ιναι ακρι1£ως �ιδια
µε τη συνεχ�η διαδροµ�η � #�$*, .
µε µια τεθλασµ�ενη γραµµ�η (βλ. Σχ�ηµα 1.5). Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ω-
σουµε �οτι η δρ�αση που αντιστοιχε�ι σε οποιαδ�ηποτε διαδροµ�η µπορε�ι να
προσεγγισθε�ι µε οσηδ�ηποτε ακρ�ι1εια επιθυµο�υµε απ�ο το ακ�ολουθο �αθροι-
σµα :  � �������� p � �¥q � m� �¦s  � � t m+v � � (1.4)§ ¨© ª�« 8 = � ��9 m ª � m ª�¬ 8 ;    � � t m ª A m ª�¬ 8� B  "
�οπου ®  � ��� � �
	 � l , m o � m 	4" m ¨ � m � και  � � ª � � ª�¬ 8 . Στην πα-
ραπ�ανω �εκφραση αντικαταστ�ησαµε την ταχ�υτητα κ�αθε µικρο�υ χρονικο�υ
διαστ�ηµατος µε � �ym ª � m ª�¬ 8
και την ολοκλ�ηρωση της θ�εσης για το αντ�ιστοιχο χρονικ�ο δι�αστηµα µε� ��¯��¯±°+² m � � ��� ��¯��¯±°+²´³ m ª�¬ 8 A � 9 � � � ª�¬ 8 ;cµ � � � m ª A m ª�¬ 8�  �
Για να ε�ιναι αυτ�ο το �αθροισµα ακρ�οτατο ως προς �ολες τις δυνατ�ες διαδρο-
µ�ες, που στη θε£ωρησ�η µας παραµετροποιο�υνται µ�εσω των ενδι�αµεσων θ�ε-
σεων m 8 " m  " �F�F� " m ¨ ¬ 8 , πρ�επει ¶  T ¶!m ª ��X για �ολες τις τιµ�ες του · , απ�ο 1 �εως® � � . Εκτελ£ωντας τις πρ�αξεις καταλ�ηγουµε στο ακ�ολουθο αποτ�ελεσµα :m ª � m ª�¬ 8 � m ª�¸ 8 � m ª �ut  �:X �
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Κατ�οπιν ανακατανοµ�ης των �ορων η παραπ�ανω σχ�εση γρ�αφεται9 m ª�¸ 8 � m ª ; T  � 9 m ª � m ª�¬ 8 ; T  � �¹t " (1.5)

η οπο�ια στο �οριο ®}ºC» τε�ινει στην¼m 9 �D; � �¹t " (1.6)

αφο�υ το αριστερ�ο σκ�ελος της (1.5) ε�ιναι σε αυτ�η την περ�ιπτωση το πη-
λ�ικο της διαφορ�ας της ταχ�υτητας σε δ�υο διαδοχικ�ες χρονικ�ες στιγµ�ες προς
το αντ�ιστοιχο απειροστ�ο χρονικ�ο δι�αστηµα, δηλαδ�η ε�ιναι η επιτ�αχυνση
του σωµατιδ�ιου. Με �αλλα λ�ογια, δε�ιξαµε �οτι το ακρ�οτατο της δρ�ασης ως
προς κ�αθε δυνατ�η διαδροµ�η ε�ιναι ισοδ�υναµο, τουλ�αχιστον για το πρ�ο-
1ληµα που εξετ�ασαµε, µε το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα.

�Ασκηση 1.5. ∆ε�ιξτε µε τον �ιδιο τρ�οπο �οτι η κ�ινηση )@#�$*, που ελαχιστοποιε�ι τη δρ�αση ΑΣΚΗΣΕΙΣ½ �¿¾ÁÀ�ÂÀ�Ã�Ä �Å3Æ f) ] JÁÇ¹#�)^,�È�ÉÊ$-'
ε�ιναι η φυσικ�η κ�ινηση που ικανοποιε�ι τη νευτ£ωνεια εξ�ισωση Æ¢Ë)Ì�ÍJ/ÉFÇ5ÎGÉÊ) .
Ηαρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης που διατυπ£ωσαµε παραπ�ανω µπορε�ι να θεω-

ρηθε�ι µια αρχ�η τελει�οτητας εκφρασµ�ενη σε µαθηµατικ�η γλ£ωσσα. Αν �ηταν
δυνατ�ον αυτ�η η αρχ�η να εφαρµοστε�ι σε �ολα τα φυσικ�α συστ�ηµατα, θα
µπορο�υσαµε να ισχυριστο�υµε �οτι ο κ�οσµος µας ε�ιναι τ�ελειος µε την �εν-
νοια �οτι απ�ο �ολους τους δυνατο�υς κ�οσµους ο δικ�ος µας κ�οσµος ε�ιναι τ�ε-
τοιος £ωστε η εξ�ελιξη των δι�αφορων φυσικ£ων συστηµ�ατων στο χ£ωρο και
το χρ�ονο να καθιστ�α τη δρ�αση ακρ�οτατη. Με αφετηρ�ια την αρχ�η της ελ�α-
χιστης δρ�ασης θα σχολι�ασουµε το ε�υρος εφαρµογ�ης της, θα µ�αθουµε να
υπολογ�ιζουµε τα ακρ�οτατα της δρ�ασης, θα αποδε�ιξουµε �οτι αυτ�η η αρχ�η
ε�ιναι ισοδ�υναµη µε το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα �οσον αφορ�α στα µηχα-
νικ�α συστ�ηµατα και θα προσπαθ�ησουµε να απαντ�ησουµε στο βαθ�υτερο
ερ£ωτηµα που ακ�οµη παραµ�ενει µετ�εωρο. Π£ως καταφ�ερνουν τα σωµατ�ι-
δια να γνωρ�ιζουν ποια ε�ιναι η διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση τους στ�α-
σιµη £ωστε να επιλ�εγουν µ�ονο αυτ�η;
Η δρ�αση, Ε�υρος εφαρµογ�ης της

αρχ�ης του Χ�αµιλτον
 ��� 9 � κιν � � δυν ; � ��"

εν�ος µηχανικο�υ συστ�ηµατος που αναφ�ερεται στην αρχ�η τουΧ�αµιλτον �εχει
ν�οηµα υπ�ο την προ¶π�οθεση �οτι το µηχανικ�ο µας σ�υστηµα µπορε�ι να συ-
σχετιστε�ι µε κ�αποια δυναµικ�η εν�εργεια. Στις περιπτ£ωσεις που η κ�ινηση
πραγµατοποιε�ιται σε πεδ�ιο µη συντηρητικ£ων δυν�αµεων, �οπως, για παρ�α-
δειγµα �οταν ολισθα�ινουµε σε µια τσουλ�ηθρα υπ�ο την παρουσ�ια τρι1£ων,
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δεν µπορο�υµε, εν γ�ενει, να κατασκευ�ασουµε µια δρ�αση. Σε θεµελιακ�ο,
β�ε1αια, επ�ιπεδο αυτ�ο δεν αποτελε�ι πρ�ο1ληµα, αφο�υ δεν υπ�αρχει θεµελι-
£ωδης δ�υναµη της φ�υσης, η οπο�ια να ε�ιναι µη συντηρητικ�η. Οι µη συντη-
ρητικ�ες δυν�αµεις, �οπως η τρι1�η, ε�ιναι απλ£ως στατιστικ�ο αποτ�ελεσµα συ-
ντηρητικ£ων στηφ�υση τους δυν�αµεων, οι οπο�ιες ασκο�υνται σε ατοµικ�ο επ�ι-
πεδο και εµφαν�ιζονται ως µη συντηρητικ�ες, �οταν µετα1α�ινει κανε�ις σε µα-
κροσκοπικ�ο επ�ιπεδο αµελ£ωντας τις λεπτοµ�ερειες του µικρ�οκοσµου. Στην
πραγµατικ�οτητα η αρχ�η του Χ�αµιλτον �εχει ακ�οµη µεγαλ�υτερη ισχ�υ απ�ο
τους ν�οµους του Νε�υτωνα. Βασιζ�οµενοι σε αυτ�ην �εχουµε τη δυνατ�οτητα
να κατασκευ�ασουµε αντ�ιστοιχες συναρτ�ησεις δρ�ασης για τον ηλεκτροµα-
γνητισµ�ο, τη θεωρ�ια της σχετικ�οτητας καθ£ως επ�ισης και για πεδ�ια που
αδυνατο�υµε να εξετ�ασουµε µ�εσα στα στεν�α πλα�ισια της νευτ£ωνειας µη-
χανικ�ης.
Παραµ�ενει, �οµως, ακ�οµη το τεχνικ�οπρ�ο1ληµα του τρ�οπου µε τον οπο�ιοΤι ακρι1£ως σηµα�ινει �οτι

“η δρ�αση καθ�ισταται

στ�ασιµη”;

θα υπολογ�ισουµε το ακρ�οτατο της δρ�ασης. Η δρ�αση ε�ιναι συν�αρτηση της
διαδροµ�ης που θα ακολουθ�ησει το µηχανικ�ο σ�υστηµα και �οχι συν�αρτηση
κ�αποιων µετα1λητ£ων � ε�ιναι, �οπως λ�εµε, �ενα συναρτησοειδ�ες (functional).
Μια γε�υ-ση του τεχνικο�υ αυτο�υ ζητ�ηµατος π�ηραµε �εµµεσα, �οταν προσπα-
θ�ησαµε να προσδιορ�ισουµε µε τον πιο γενικ�ο τρ�οπο την κ�ινηση που εκτε-
λε�ι �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο. Με τον �ιδιο, ουσιαστικ�α, τρ�οπο θα προσεγ-
γ�ισουµε και το γενικ�ο πρ�ο1ληµα.
�Εστω 6 o 9 �D; η φυσικ�η διαδροµ�η του µηχανικο�υ συστ�ηµατος, δηλαδ�η η

διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση που αντιστοιχε�ι στη Λαγκρανζιαν�η������! ��Ï 9 6 ;
στ�ασιµη. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι, αν παρεκκλ�ινουµε πολ�υ λ�ιγο απ�ο αυτ�ην τη
διαδροµ�η, η δρ�αση δεν πρ�οκειται να αλλ�αξει αισθητ�α. Ποσοτικ�α, αν η πα-
ρ�εκκλισ�η µας ε�ιναι τ�αξης Ð , �οπου Ð �ενας πολ�υ µικρ�ος αριθµ�ος, η διαφορ�α
στη δρ�αση µεταξ�υ των δ�υο διαδροµ£ων θα ε�ιναι τ�αξης Ð  . Προσπαθ£ωντας
να κατανο�ησουµε βαθ�υτερα την παραπ�ανω συνθ�ηκη σχετικ�α µε τη στα-
σιµ�οτητα της δρ�ασης, ας εξετ�ασουµε �ενα παρ�αδειγµα απ�ο την Αν�αλυση
που γνωρ�ιζουµε καλ�α. Μια συν�αρτηση3 Ñ 9 6 ; µ�ιας µετα1λητ�ης µπορε�ι να
αναπτυχθε�ι γ�υρω απ�ο οποιοδ�ηποτε σηµε�ιο, 6 o , µ�εσω του αναπτ�υγµατος
Taylor Ñ 9 6 ; � Ñ 9 6 o ; A 9 6 � 6 o ; Ñ!Ò 9 6 o ; A �� 9 6 � 6 o ;  Ñ!Ò Ò 9 6 o ; A �F�F�Ó�
Αν το σηµε�ιο 6 o αποτελε�ι ακρ�οτατο της συν�αρτησης, τ�οτε θα ε�ιναι Ñ Ò 9 6 o ; �X � ειδ�αλλως πολ�υ κοντ�α στο σηµε�ιο 6 o η συν�αρτηση θα ε�ιναι γνησ�ιως µο-
ν�οτονη. �Ετσι, αν αποµακρυνθο�υµε κατ�α πολ�υ µικρ�η απ�οσταση Ð απ�ο το
ακρ�οτατο σηµε�ιο 6 o , η τιµ�η της συν�αρτησης θα ε�ιναιÑ 9 6 o A Ð ; � Ñ 9 6 o ; A Ð  � Ñ!Ò Ò 9 6 o ; A �F�F� � Ñ 9 6 o ; AÕÔ 9 Ð  ;Ö"

3Στο εξ�ης, �οποτε αναφερ�οµαστε σε συναρτ�ησεις, θα υποθ�ετουµε �οτι αυτ�ες �εχουν �ολες
τις καλ�ες ιδι�οτητες (συν�εχεια, παραγωγισιµ�οτητα κ.ο.κ.), που χρειαζ�οµαστε για να στη-
ρ�ιξουµε το επιχε�ιρηµ�α µας. Σε αντ�ιθετη περ�ιπτωση, �οταν θελ�ησουµε να ελ�εγξουµε πα-
θολογικ�ες καταστ�ασεις, θα ε�ιµαστε προσεκτικο�ι και σαφε�ις στη διατ�υπωσ�η µας.
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Σχ�ηµα 1.6: Ηφυσικ�η διαδροµ�η )I�´#�$*, ε�ιναι αυτ�η για την οπο�ια η δρ�αση δεν µετα1�αλλεται
παρ�α µ�ονο σε δε�υτερη τ�αξη ως προς × , αν η διαδροµ�η µετα1ληθε�ι κατ�α ×1Ø3#�$*, , δηλαδ�η σε
πρ£ωτη τ�αξη ως προς × .
�οπου το σ�υµ1ολο Ô 9 Ð  ; δηλ£ωνει ποσ�οτητα τ�αξης τουλ�αχιστον Ð  . Το �ιδιο
θα συµ1α�ινει και µε τη δρ�αση, µ�ονο που σε αυτ�η την περ�ιπτωση το Ð θα
δηλ£ωνει µια παραµετροπο�ιηση της πολ�υ γειτονικ�ης στη φυσικ�η διαδροµ�ης
(βλ. Σχ�ηµα 1.6). ∆ηλαδ�η, θα πρ�επει να ισχ�υει 9 6 o 9 �D; A ÐDÙ 9 �D;D; �  9 6 o 9 �D;D; � Ô 9 Ð  ;Ö" (1.7)

�οπου 6 o 9 �D; ε�ιναι η φυσικ�η διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση ακρ�οτατη καιÙ 9 �D; ε�ιναι µια αυθα�ιρετη συνεχ£ως παραγωγ�ισιµη συν�αρτηση που δε�ιχνει
µε ποιο τρ�οπο η καινο�υργια διαδροµ�η αποκλ�ινει απ�ο τη φυσικ�η. Η µονα-
δικ�η απα�ιτηση που πρ�επει να ικανοποιε�ιται απ�ο τη συν�αρτηση Ù 9 �D; , σ�υµ-
φωνα µε την αρχ�η του Χ�αµιλτον, ε�ιναι ηÙ 9 �
	(; � Ù 9 ���/; �:X �
Ο παρ�αγοντας Ð , �οντας οσοδ�ηποτε µικρ�ος, εξασφαλ�ιζει τη γειτν�ιαση της
καινο�υργιας διαδροµ�ης µε τη φυσικ�η διαδροµ�η. Επειδ�η η δρ�αση ε�ιναι 9 6 9 �D;D; ���������� q �� � Q6  ��Ï 9 6 ; s � ��"
υπολογ�ιζουµε �οτι η διαφορ�α των δρ�ασεων που αντιστοιχο�υν στις δ�υο ελα-
φρ£ως διαφορετικ�ες διαδροµ�ες θα ε�ιναι σε �ορους α�υξουσας τ�αξης ως προςÐ , 9 6 o A ÐDÙ ; �  9 6 o ; � = �������� �� � 9 Q6 o A Ð QÙ ;  � � � �������� Ï 9 6 o A ÐDÙ ; � � B �= ����������� � 9 Q6 o ;  � � � �������� Ï 9 6 o ; � � B� Ð ��������Ú³ � Q6 o QÙ ��Ï Ò 9 6 o ; Ù µ � � AÕÔ 9 Ð  ; � (1.8)
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Στους παραπ�ανω υπολογισµο�υς αναπτ�υξαµε τη συν�αρτηση της δυναµι-
κ�ης εν�εργειας κατ�α TaylorÏ 9 6 o A ÐDÙ ; � Ï 9 6 o ; A ÐDÙ Ï Ò 9 6 o ; AÕÔ 9 Ð  ; �
Με ολοκλ�ηρωση κατ�α παρ�αγοντες το πρ£ωτο ολοκλ�ηρωµα της τελευ-

τα�ιας σειρ�ας αποκτ�α τη µορφ�η�������� � Q6 o QÙ � � � � Q6 o Ù x ������ � �������� � ¼6 o Ù � � � � �������� � ¼6 o Ù � �Ö"
αφο�υ Ù 9 �
	(; � Ù 9 ���4; �ÛX

. Για να ε�ιναι στ�ασιµη η δρ�αση, πρ�επει ο �ορος
τ�αξης Ð της σχ�εσης (1.8) να ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδενικ�ος. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι
πρ�επει � ������Ú³ � ¼6 o A Ï Ò 9 6 o ;cµ Ù � � ��X " (1.9)

κ�ατι που πρ�επει να ισχ�υει για κ�αθε ε�ιδους διαδροµ�η γειτονικ�η στη φυσικ�ηΙσοδυναµ�ια της αρχ�ης

του Χ�αµιλτον µε το

δε�υτερο ν�οµο του

Νε�υτωνα

διαδροµ�η, δηλαδ�η για κ�αθε συν�αρτηση Ù 9 �D; . Ε�ιναι διαισθητικ�α προφα-
ν�ες, αν και θα το αποδε�ιξουµε µε απ�ολυτη αυστηρ�οτητα στη συν�εχεια, �οτι
η ποσ�οτητα µεταξ�υ των τετρ�αγωνων αγκυλ£ων πρ�επει να ε�ιναι ταυτοτικ�α
µηδ�εν, δηλαδ�η � ¼6 o � �ÜÏ Ò 9 6 o ; �
Με �αλλα λ�ογια, καταλ�ηγουµε στο δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα και επι1ε-
1αι£ωνουµε �οτι η διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση στ�ασιµη ε�ιναι εκε�ινη που
ακολουθε�ι το σωµατ�ιδιο υπακο�υοντας στο ν�οµο της δυναµικ�ης του Νε�υ-
τωνα � ¼6 ��Ý 9 6 ; �
Ε�ιναι ε�υλογο �οτι η παραπ�ανω απ�οδειξη θα µπορο�υσε να λειτουργ�ησει και
µε αντ�ιστροφη φορ�α, δηλαδ�η ξεκιν£ωντας απ�ο το ν�οµο του Νε�υτωνα και
καταλ�ηγοντας στην αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης. Στην κλασικ�η θε£ωρηση, λοι-
π�ον, �οπου το σωµατ�ιδιο �εχει καθορισµ�ενη θ�εση σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η
και οι κιν�ησεις του υπαγορε�υονται απ�ο τη σχ�εση αιτ�ιου–αιτιατο�υ (κινητ�η-
ρια δ�υναµη–καθορισµ�ος τροχι�ας), η αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης δεν ε�ιναι κ�α-
ποιος τελεολογικ�ος ν�οµος, αλλ�α απορρ�εει απ�ο το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υ-
τωνα, αφο�υ αποδεικν�υεται ισοδ�υναµη µε αυτ�ον. Η εφαρµογ�η της αρχ�ης
ελ�αχιστης δρ�ασης µεταξ�υ εν�ος αρχικο�υ και εν�ος τελικο�υ σηµε�ιου της τρο-
χι�ας µπορε�ι να εστιαστε�ι σε �ενα απειροελ�αχιστο τµ�ηµα της διαδροµ�ης, ο-
π�οτε η αναζ�ητηση ακροτ�ατου σε αυτ�η την περ�ιπτωση σχετ�ιζεται �αµεσα
µε τη διαφορικ�η αλλαγ�η της δυναµικ�ης εν�εργειας, δηλαδ�η τη δ�υναµη που
υπαγορε�υει στο σωµατ�ιδιο π£ως να κινηθε�ι.
Η κ1αντοµηχανικ�η θε£ωρηση εν�ος σωµατιδ�ιου ε�ιναι διαφορετικ�η απ�οΚβαντοµηχανικ�η και

αρχ�η του Χ�αµιλτον εκε�ινη της κλασικ�ης µηχανικ�ης. Κβαντοµηχανικ�α το σωµατ�ιδιο πα�υει να
υφ�ισταται ως οντ�οτητα µε συγκεκριµ�ενη θ�εση και ταχ�υτητα. Η καλ�υτερη
δυνατ�η περιγραφ�η του σωµατιδ�ιου δ�ινεται απ�ο την κυµατοσυν�αρτηση,
µ�ια µιγαδικ�η συν�αρτηση της θ�εσης το µ�ετρο της οπο�ιας αν υψωθε�ι στο τε-
τρ�αγωνο δ�ινει την πιθαν�οτητα αν�ιχνευσης του σωµατιδ�ιου στη θ�εση αυτ�η.
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Σ�υµφωνα π�αντα µε την κ1αντοµηχανικ�η θε£ωρηση, η κυµατοσυν�αρτηση
που αντιστοιχε�ι σε µια διαδροµ�η του σωµατιδ�ιου, δεδοµ�ενου �οτι το�υτο
ακολουθε�ι µια υποτιθ�εµενη διαδροµ�η στο χ£ωρο και το χρ�ονο, ε�ιναι αν�α-
λογη της ποσ�οτητας Þ/ß ��à´á±â3ã ä�å � � �çæ èêé "
�οπου

 ³ 6 ß 9 �D;cµ ε�ιναι η δρ�αση που αντιστοιχε�ι στη διαδροµ�η 6 ß 9 �D; και ë ε�ιναιη σταθερ�α τουMax Karl Ernst Planck [1858-1947], η οπο�ια �εχει το τροµα-
κτικ�α µικρ�ο µ�εγεθος � � X3ì z4í � X

¬ Nêî
Joule � s.4 Ηκυµατοσυν�αρτηση που αντι-

στοιχε�ι στη διαδροµ�η το�υτη, �εχει µ�ετρο υψωµ�ενο στο τετρ�αγωνο, το οπο�ιο
ε�ιναι αν�αλογο της πιθαν�οτητας πραγµατοπο�ιησης της διαδροµ�ης αυτ�ης.
Ηποσ�οτητα

Þ/ß
µπορε�ι να παρασταθε�ι στο µιγαδικ�ο επ�ιπεδο ως �ενα δι�ανυ-

σµα µοναδια�ιου µ�ηκους, στραµµ�ενο κατ�α γων�ια ³ 6 ß 9 �D;cµ T ë ως προς τον �αξονα των πραγµατικ£ων αριθµ£ων. Επειδ�η η κ1α-ντοµηχανικ�η ε�ιναι θεµελιωδ£ως γραµµικ�η θεωρ�ια, η κυµατοσυν�αρτηση του
σωµατιδ�ιου που µετα1α�ινει απ�ο το δεδοµ�ενο αρχικ�ο σηµε�ιο στο δεδοµ�ενο
τελικ�ο σηµε�ιο, θα ε�ιναι κ�αποιος γραµµικ�ος συνδυασµ�ος �ολων των επ�ι µ�ε-
ρους κυµατοσυναρτ�ησεων των διαδροµ£ων που συνδ�εουν τα δ�υο ακρα�ια
σηµε�ια. ∆ηλαδ�η ï � W © ß Þ/ß � W © ß à´á±âDå èêé " (1.10)

�οπου ð ο δε�ικτης που καθορ�ιζει την κ�αθε διαφορετικ�η διαδροµ�η και W κ�α-
ποια σταθερ�α κανονικοπο�ιησης,£ωστε η πιθαν�οτητα να πραγµατοποιηθε�ι
η µετ�α1αση του σωµατιδ�ιου απ�ο το αρχικ�ο στο τελικ�ο σηµε�ιο µ�εσω οποι-
ασδ�ηποτε διαδροµ�ης να �εχει µ�ετρο µον�αδα.
Για διαδροµ�ες, ωστ�οσο, για τις οπο�ιες η δρ�αση


µετα1�αλλεται πολ�υ Τελικ�α ποια διαδροµ�η

ακολουθε�ι �ενα

σωµατ�ιδιο;

γρ�ηγορα σε σχ�εση µε την ποσ�οτητα ë , αν παραλλ�αξουµε λ�ιγο τη διαδροµ�η,
τα µιγαδικ�α διαν�υσµατα

Þ/ß
προστιθ�εµενα διαγρ�αφουν κ�υκλους (βλ.

Σχ�ηµα 1.7) και το συνολικ�ο τους �αθροισµα ε�ιναι περ�ιπου µηδενικ�ο. Για τις
διαδροµ�ες, �οµως, που παρεκκλ�ινουν ελαφρ£ως απ�ο τη διαδροµ�η που οδη-
γε�ι σε στ�ασιµη δρ�αση (ας την ονοµ�ασουµε κλασικ�η διαδροµ�η) τα

Þ/ß
ε�ιναι

σχεδ�ον �ισα µε εκε�ινο της κλασικ�ης διαδροµ�ης

ÞÖñ&ò
και εποµ�ενως η γων�ια

µεταξ�υ αυτ£ων των µιγαδικ£ων διανυσµ�ατων που αντιστοιχο�υν σε γειτονι-
κ�ες διαδροµ�ες ε�ιναι αµελητ�εα. Τα αντ�ιστοιχα διαν�υσµατα, �οντας σχεδ�ον
συγγραµµικ�α, δ�ινουν, αν προστεθο�υν, �ενα µη µηδενικ�ο δι�ανυσµα, οπ�οτε η
πιθαν�οτητα να παρατηρ�ησουµε �ενα σωµατ�ιδιο που ακολο�υθησε περ�ιπου
την κλασικ�η διαδροµ�η ε�ιναι ιδια�ιτερα µεγ�αλη. Ηκ1αντοµηχανικ�η, λοιπ�ον,
απ�αντηση στο ερ£ωτηµα αν η αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης ε�ιναι απλ£ως απ�ορ-
ροια του δυναµικο�υ ν�οµου του Νε�υτωνα �η µια βαθ�υτερη αρχ�η που κα-
θορ�ιζει τις κιν�ησεις των σωµ�ατων, ε�ιναι �οτι µ�αλλον πρ�οκειται για µια βα-
θ�υτερη αρχ�η. Τα σωµατ�ιδια, πρ�αγµατι, απλ£ωνονται σε �ολο το χ£ωρο και
δοκιµ�αζουν κ�αθε απ�ιθανη διαδροµ�η, χωρ�ις �οµως να διασπ£ωνται σε µικρ�ο-

4Στο σηµε�ιο αυτ�ο υπ�αρχει πλ�ηρης αναλογ�ια µε την κυµατικ�η περιγραφ�η του φωτ�ος,
σ�υµφωνα µε την οπο�ια το φως µπορε�ι να περιγραφε�ι ως µια διαταραχ�η µε µ�εγεθος αν�α-
λογο της ποσ�οτητας óõô
ö!÷cø , �οπου ù η φ�αση του µετ£ωπου κ�υµατος καθ£ως αυτ�ο ακολουθε�ι
µια συγκεκριµ�ενη διαδροµ�η.
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Σχ�ηµα 1.7: �Ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο που ξεκιν�α απ�ο το σηµε�ιο #�$1¤G'*)3¤
, και φτ�ανει στο
σηµε�ιο #�$ ] '*) ] , περιγρ�αφεται απ�ο την κυµατοσυν�αρτηση úû�iü¹��ý �þ1ÿ ¤�� þ (µεγ�αλο β�ε-
λος). Ο παρ�αγοντας ü¹� ε�ιναι απλ£ως µια κατ�αλληλη πολλαπλασιαστικ�η σταθερ�α που
κανονικοποιε�ι τις κυµατοσυναρτ�ησεις. Τα µοναδια�ια µιγαδικ�α διαν�υσµατα � þ αναπα-
ριστο�υν τις κυµατοσυναρτ�ησεις της εκ�αστοτε διαδροµ�ης που συνδ�εει το αρχικ�ο µε το τε-
λικ�ο σηµε�ιο περν£ωντας απ�ο το ενδι�αµεσο σηµε�ιο #�$10G'*)30�, , �οπου $10���#�$1¤�e $ ] ,1Î Å . Θ�ελο-
ντας να απλοποι�ησουµε τα πρ�αγµατα θεωρο�υµε �οτι οι διαδροµ�ες που συνδ�εουν το ενδι�α-
µεσο σηµε�ιο µε τα ακρα�ια σηµε�ια της διαδροµ�ης αντιστοιχο�υν σε οµαλ�ες κιν�ησεις �οπως
οι διαδροµ�ες τ�υπου (2) στο Σχ�ηµα 1.2. Για το σχεδιασµ�ο �εχουν ληφθε�ι � ���2�Ê� ενδι�α-
µεσα )30 µε )3¤��i)30���) ] , εν£ω οι παρ�αµετροι του προ1λ�ηµατος �εχουν ληφθε�ι �ετσι £ωστεÆ #�) ] J )3¤
, ] Î�#�$ ] J $1¤�,!� � Å���	 (σωµατ�ιδιο µε εξαιρετικ�α µικρ�η µ�αζα). Τα 500διαν�υσµατα� þ Îc� ε�ιναι σχεδιασµ�ενα το �ενα π�ισω απ�ο το �αλλο σχηµατ�ιζοντας τη διπλ�η αυτ�η σπε�ιρα.
Οι διαδροµ�ες πλησ�ιον της κλασικ�ης διαδροµ�ης (που σχηµατ�ιζουν το σχεδ�ον ευθ�υγραµµο
τµ�ηµα της καµπ�υλης στο µ�εσο του διαγρ�αµµατος) �εχουν � ��
 ���� και κυριαρχο�υν στον
υπολογισµ�ο της ú , επειδ�η τα αντ�ιστοιχα διαν�υσµατα ε�ιναι περ�ιπου συγγραµικ�α, εν£ω για
τις διαδροµ�ες µακρι�α απ�ο την κλασικ�η τα διαν�υσµατ�α τους σχηµατ�ιζουν κ�υκλους και
�ετσι δεν συνεισφ�ερουν σηµαντικ�α στη συνολικ�η κυµατοσυν�αρτηση. Αν το σωµατ�ιδιο ε�ιχε
πολ�υ µεγαλ�υτερη µ�αζα (κλασικ�ο σωµατ�ιδιο), για παρ�αδειγµα αν η παρ�αµετρος που λ�α-
1αµε δεν �ηταν 12 αλλ�α � Å�� � ��� � , οι περιελ�ιξεις στις δ�υο σπε�ιρες του σχ�ηµατος θα �ηταν
τ�οσο πολλ�ες, � � � � φορ�ες περισσ�οτερες απ�ο �οσες ε�ιναι τ£ωρα σχεδιασµ�ενες, £ωστε το δι�α-
νυσµα της συνολικ�ης κυµατοσυν�αρτησης θα ξεκινο�υσε και θα κατ�εληγε στο κ�εντρο των
δ�υο σπειρ£ων, αφο�υ µ�ονο το δι�ανυσµα της κλασικ�ης διαδροµ�ης και τα δ�υο αµ�εσως γειτο-
νικ�α αυτ�ης θα �ηταν περ�ιπου συγγραµικ�α, εν£ω �ολα τα �αλλα θα σχηµ�ατιζαν τ�οσο µεγ�αλες
γων�ιες το καθ�ενα µε το επ�οµεν�ο του £ωστε �ολα µαζ�ι να αθρο�ιζονται στο µηδ�εν.

τερα µ�ερη ! �Οταν κ�αθε σωµατ�ιδιο καταφθ�ανει στο τελικ�ο σηµε�ιο παρα-
τ�ηρησης, απλ£ως συµ1�αλλει µε τον εαυτ�ο του �αλλοτε ενισχυτικ�α (αν ακο-
λο�υθησε την κλασικ�η διαδροµ�η) και �αλλοτε καταστροφικ�α (αν ακολο�υ-
θησε τροχι�ες που θα οδηγο�υσαν σε απελπισ�ια και τον �ιδιο τον Νε�υτωνα).
Π£ως µπορο�υµε, �οµως, να ε�ιµαστε β�ε1αιοι �οτι πρ�αγµατι κ�ατι τ�ετοιο συµ-
1α�ινει; Η βε1αι�οτητ�α µας πηγ�αζει απ�ο το γεγον�ος �οτι τα υποατοµικ�α σω-
µατ�ιδια, �οταν βρ�ισκονται εγκλω1ισµ�ενα σε κ�αποιο πηγ�αδι δυναµικο�υ που
κλασικ�α δεν τους επιτρ�επει να δραπετε�υσουν απ�ο αυτ�ο, καταφ�ερνουν να
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δραπετε�υσουν, ακολουθ£ωντας προφαν£ως απαγορευµ�ενες διαδροµ�ες.

Προτο�υ κλε�ισουµε αυτ�ο το κεφ�αλαιο και αρχ�ισουµε στο επ�οµενο κε- Απ�οδειξη του

θεωρ�ηµατος �οτι��� Ø�ÉÊ)Ì�i� για κ�αθεØ συνεπ�αγεται �οτι� �i�
φ�αλαιο να µαθα�ινουµε π£ως να αντιµετωπ�ιζουµε προ1λ�ηµατα λογισµο�υ
µετα1ολ£ων, θα αποδε�ιξουµε τη µαθηµατικ�η πρ�οταση που εµφαν�ιστηκε
στο πρ�ο1ληµα που προσπαθ�ησαµε να επιλ�υσουµε. ∆ηλαδ�η, αν η Ñ ε�ιναι
συνεχ�ης στο δι�αστηµα ³ W " V µ και ε�αν ισχ�υει� �	 Ñ 9 6 ; Ù 9 6 ; � 6 �:X
για οποιαδ�ηποτε συνεχ�η συν�αρτηση Ù 9 6 ; στο �ιδιο δι�αστηµα, η οπο�ια συ-
νεπ£ως δεν µπορε�ι να απειρ�ιζεται, τ�οτε η Ñ 9 6 ; πρ�επει να ε�ιναι ταυτοτικ�α
µηδ�εν.

Απ�οδειξη : �Εστω �οτι υπ�αρχει κ�αποιο σηµε�ιο 6 o εντ�ος του διαστ�ηµατος³ W " V µ στο οπο�ιο η Ñ 9 6 ; λαµ1�ανει µη µηδενικ�η τιµ�η, �εστω θετικ�η.5 Τ�οτε, ηÑ 9 6 ; , επειδ�η ε�ιναι συνεχ�ης, θα λαµ1�ανει καθαρ�α θετικ�ες τιµ�ες και σε µ�ια
κλειστ�η περιοχ�η ³ 6 8 " 6  µ γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο 6 o , η οπο�ια περιλαµ1�ανεταιστο δι�αστηµα ³ W " V µ . Αν επιλ�εξουµε τη συνεχ�η συν�αρτησηÙ 9 6 ; ��� 9 6 � 6 8 ; 9 6  � 6 ; " για 6 8�� 6 � 6  X "

για 6���6 8 και 6���6  ,
τ�οτε, το ολοκλ�ηρωµα της Ñ 9 6 ; Ù 9 6 ; σε �ολο το δι�αστηµα ³ W " V µ ε�ιναι� ä��ä ² Ñ 9 6 ; Ù 9 6 ; � 6
που ε�ιναι �ενας καθαρ�α θετικ�ος αριθµ�ος δεδοµ�ενου �οτι η Ù 9 6 ; εκ κατα-
σκευ�ης και η Ñ 9 6 ; εξ υποθ�εσεως λαµ1�ανουν στο δι�αστηµα ³ 6 8 " 6  µ θετικ�εςτιµ�ες.6 Καταλ�ηγουµε, λοιπ�ον, σε �ατοπο.

�Ενας �αλλος, γεωµετρικ�ος αυτ�η τη φορ�α, τρ�οπος να αντιληφθο�υµε την ∆ιανυσµατικ�η ερµηνε�ια

του παραπ�ανω

θεωρ�ηµατος

παραπ�ανω πρ�οταση περιγρ�αφεται στη συν�εχεια. Θεωρο�υµε το ολοκλ�η-
ρωµα � �	 Ñ 9 6 ; Ù 9 6 ; � 6
ως �ενα εσωτερικ�ο γιν�οµενο 9 Ñ " Ù ; µεταξ�υ των δ�υο συναρτ�ησεων (βλ.Μα-
θηµατικ�οΠαρ�αρτηµα). Ηποσ�οτητα αυτ�η�εχει �ολα τα χαρακτηριστικ�α εν�ος
εσωτερικο�υ γινοµ�ενου : (i) ε�ιναι µηδ�εν, αν η µ�ια απ�ο τις δ�υο συναρτ�ησεις
ε�ιναι η µηδενικ�η, (ii) το εσωτερικ�ο γιν�οµενο µιας συν�αρτησης µε τον εαυτ�ο
της ε�ιναι θετικ�α ορισµ�ενο και (iii) ε�ιναι γραµµικ�ο ε�ιτε ως προς την πρ£ωτη
ε�ιτε ως προς τη δε�υτερη συν�αρτηση, π.χ. 9�� Ñ 8 A! Ñ  " Ù ; � � 9 Ñ 8 " Ù ; A

5Η απ�οδειξη ε�ιναι �ιδια και �οταν η
�
στην περιοχ�η αυτ�η λαµ1�ανει καθαρ�α αρνητικ�ες

τιµ�ες.
6Στην απ�οδειξη υποθ�εσαµε µ�ονο τη συν�εχεια της Ø3#�)^, . Ε�αν απαιτο�υνταν επιπλ�εον

η Ø3#�)^, να �εχει και τη " -οστ�η παρ�αγωγ�ο της συνεχ�η, τ�οτε λαµ1�ανοντας στο εν λ�ογω δι�α-
στηµα την Ø3#�)^,��r#�)�Ja)U¤D,$#&% ¤ #�) ] Ja)^,$#&% ¤ θα καταλ�ηγαµε και π�αλι στο συµπ�ερασµα �οτι
η
� #�)^, πρ�επει να ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδενικ�η.



18 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΑΡΧΗ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ∆ΡΑΣΗΣ

 9 Ñ  " Ù ; . Για να ε�ιναι, λοιπ�ον, µηδ�εν το εσωτερικ�ο γιν�οµενο του διαν�υσµα-
τος–συν�αρτησης Ñ µε οποιοδ�ηποτε δι�ανυσµα-συν�αρτηση Ù , δεν µπορε�ι πα-
ρ�α το πρ£ωτο δι�ανυσµα να ε�ιναι µηδενικ�ο, αφο�υ µ�ονο �ενα µηδενικ�ο δι�ανυ-
σµα ε�ιναι δυνατ�ο να ε�ιναι κ�αθετο σε κ�αθε �αλλο δι�ανυσµα. Την πρ�οταση
αυτ�η θα την εφαρµ�οσουµε σε γενικ�α προ1λ�ηµατα µετα1ολ£ων σε επ�οµενα
κεφ�αλαια.
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1.2 Προ1λ�ηµατα

1. �Ενας κολυµ1ητ�ης βρισκ�οµενος στην παραλ�ια, σε απ�οσταση � απ�ο
την ακτ�η, αντιλαµ1�ανεται �οτι κ�αποιος λου�οµενος, ο οπο�ιος βρ�ισκε-
ται σε απ�οσταση  απ�ο την ακτ�η, κινδυνε�υει να πνιγε�ι. Αν η παρ�αλ-
ληλη µε την ακτ�η απ�οσταση µεταξ�υ του κολυµ1ητ�η και του ανθρ£ω-
που που κινδυνε�υει ε�ιναι ' και η ταχ�υτητα του κολυµ1ητ�η στην αµ-
µουδι�α και στη θ�αλασσα ε�ιναι � 8 " �  αντ�ιστοιχα, βρε�ιτε την συντο-
µ�οτερη σε χρ�ονο διαδροµ�η που πρ�επει να επιλ�εξει ο κολυµ1ητ�ης για
να φτ�ασει τον �ανθρωπο που κινδυνε�υει. Επι1ε1αι£ωστε �οτι για την
καλ�υτερη αυτ�η διαδροµ�η ισχ�υει ο ν�οµος δι�αθλασης του Snell� 8�  �)(+*�,.- 8(+*�,.-  "
�οπου - 8 " -  ε�ιναι οι γων�ιες πρ�οσπτωσης και δι�αθλασης, δηλαδ�η οι
γων�ιες που σχηµατ�ιζουν οι δ�υο ευθ�υγραµµες διαδροµ�ες (εκτ�ος και
εντ�ος της θ�αλασσας) µε την κ�αθετη στην ακτογραµµ�η. Ηπαραπ�ανω
�εκφραση ε�ιναι ταυτ�οσηµη µε το ν�οµο της δι�αθλασης του φωτ�ος (ν�ο-
µος του Snell), δι�οτι η ταχ�υτητα του φωτ�ος σε �ενα µ�εσο µε δε�ικτη
δι�αθλασης / ε�ιναι � �10 T / , �οπου 0 η ταχ�υτητα του φωτ�ος στο κεν�ο.
�Ετσι, η παραπ�ανω�εκφραση, εφαρµοζ�οµενη σε µια φωτειν�η διαδρο-
µ�η που αλλ�αζει οπτικ�ο µ�εσο δ�ινει / 8 (+*�,2- 8 � /  (+*�,2-  .

2. �Οταν επιχειρ�ησαµε να ελαχιστοποι�ησουµε τη δρ�αση για µια µπ�αλα
που ανε1α�ινει και κατε1α�ινει µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο της Γης, κα-
ταλ�ηγοντας στο αρχικ�ο σηµε�ιο µ�εσα σε χρ�ονο l , µ�ια απ�ο τις οικο-
γ�ενειες διαδροµ£ων που δοκιµ�ασαµε �ηταν της µορφ�ης3 9 �D; � z54 � 9 l � �D;l  �
Αναζητ£ωντας το ελ�αχιστο της αντ�ιστοιχης δρ�ασης ως προς την ελε�υ-
θερη παρ�αµετρο 4 , καταλ�ηξαµε και στο σωστ�ο �υψος και στη σω-
στ�η εξ�ισωση κ�ινησης. Σ�υµφωνα µε �οσα µ�αθαµε ως τ£ωρα σχετικ�α
µε την κ1αντοµηχανικ�η θε£ωρηση των σωµατιδ�ιων, αν η δρ�αση µε-
τα1�αλλεται ραγδα�ια συγκριτικ�α µε την κ1αντοµηχανικ�η ποσ�οτηταë � � � X3ì z í � X

¬ Nêî
Joule � s, τ�οτε, ε�ιναι εξαιρετικ�α απ�ιθανο να πραγ-

µατοποιηθε�ι η αντ�ιστοιχη διαδροµ�η, µε αποτ�ελεσµα να µην παρατη-
ρε�ιται. Υπολογ�ιστε τη διαφορ�α �υψους µεταξ�υ της κλασικ�α σωστ�ης
διαδροµ�ης και µιας παραπλ�ησιας µε τη σωστ�η διαδροµ�ης, της πα-
ραπ�ανω µορφ�ης, που διαφοροποιε�ι τη δρ�αση ακρι1£ως κατ�α ë .

3. Ξεκιν£ωντας απ�ο την αρχ�η ελ�αχιστης δρ�ασης, καταλ�ηξαµε στο δε�υ-
τερο ν�οµο του Νε�υτωνα για �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται σε µ�ια δι�α-
σταση. Επαναλ�α1ετε τη διαδικασ�ια για �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται
στον τρισδι�αστατο χ£ωρο.

4. Υλικ�ο σωµατ�ιδιο κινε�ιται σε µ�ια δι�ασταση µ�εσα σε πηγ�αδι δυναµι-
κο�υ που �εχει τη µορφ�η του ακ�ολουθου σχ�ηµατος. Αν η αρχικ�η και η
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τελικ�η θ�εση του σωµατιδ�ιου ε�ιναι 6 9 X ; � �76 � � 4 και 6 9 l ; � 6 � 4
αντ�ιστοιχα, υπολογ�ιστε τη δρ�αση ως συν�αρτηση των χρ�ονων στους
οπο�ιους το σωµατ�ιδιο δι�ερχεται απ�ο τα σηµε�ια � 4 και 4 . Τι κ�ινηση
εκτελε�ι το σωµατ�ιδιο στα ενδι�αµεσα διαστ�ηµατα σταθερο�υ δυναµι-
κο�υ £ωστε οι επ�ι µ�ερους δρ�ασεις να ε�ιναι ελ�αχιστες; Ποια σχ�εση πρ�ε-
πει να ικανοποιο�υν οι δ�υο αυτο�ι χρ�ονοι £ωστε να ελαχιστοποιε�ιται
η ολικ�η δρ�αση; Ποιος ε�ιναι ο λ�ογος των ταχυτ�ητων του σωµατιδ�ιου
στα τρ�ια αυτ�α διαστ�ηµατα;

5. Γρ�αψτε την ελ�αχιστη τιµ�η της δρ�ασης εν�ος ελε�υθερου σωµατιδ�ιου
σε τρεις διαστ�ασεις ως συν�αρτηση της αρχικ�ης και της τελικ�ης θ�εσης86 8 " 86  του σωµατιδ�ιου και των αντ�ιστοιχων χρ�ονων � 8 "D�  και επι1ε-
1αι£ωστε �οτι η ορµ�η και η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου δ�ινονται απ�ο τις
σχ�εσεις 89 � 8: � 8 �  � � 8: �  �  "
�οπου οι δε�ικτες � 8 � και �  � αναφ�ερονται σε παραγωγ�ισεις ως προς τις
αντ�ιστοιχες θ�εσεις και � � � ¶ ¶ �  � ¶ ¶ � 8 �
∆ε�ιξτε ακ�οµη �οτι η δρ�αση του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου ικανοποιε�ι την
καλο�υµενη εξ�ισωση Hamilton-Jacobi¶ ¶ � A �� � 9 8:  ;  �:X �

6. Υλικ�ο σηµε�ιο µ�αζας � κινε�ιται σε µ�ια ευθε�ια υπ�ο την επ�ηρεια δυνα-
µικο�υ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Γρ�αψτε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση
του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Υποθ�εστε �οτι δεν γνωρ�ιζετε την κ�ινηση
που εκτελε�ι το υλικ�ο σηµε�ιο, αλλ�α �εχετε διαπιστ£ωσει �οτι η κ�ινηση ε�ι-
ναι περιοδικ�η µε περ�ιοδο l (�οχι κατ� αν�αγκη ηµιτονοειδ�ης). Προσ-
διορ�ιστε τη φυσικ�η κ�ινηση, βρ�ισκοντας για ποια τιµ�η των παραµ�ε-
τρων 4 8 " 4  " �F�F� η δρ�αση καθ�ισταται στ�ασιµη για διαδροµ�ες της µορ-
φ�ης 6 9 �D; �<;© ß « o 4 ß>=@? ( 9 ðBA �D;Ö"
για

X � � � l , �οπου A � �DC T l .
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7. Σε �εναν κ�οσµο µονοδι�αστατο δ�υο �ιδια σωµατ�ιδια αλληλεπιδρο�υν µε
δυν�αµεις νευτ£ωνειου τ�υπου, δηλαδ�η το δυναµικ�ο αλληλεπ�ιδρασ�ης
τους �εχει τη µορφ�η Ï 9 6 8 � 6  ; . Τη χρονικ�η στιγµ�η � �¥X

τα σωµα-
τ�ιδια βρ�ισκονται στις θ�εσεις 6 8 9 X ; � � 4 " 6  9 X ; � 4 . �Υστερα απ�ο
χρ�ονο

� � l τα σωµατ�ιδια �εχουν ανταλλ�αξει θ�εσεις και βρ�ισκονται
στις θ�εσεις 6 8 9 l ; � 4 " 6  9 l ; � � 4 .
(α) ∆ε�ιξτε �οτι η δρ�αση του συστ�ηµατος καθ�ισταται ελ�αχιστη, αν σε
κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η ε�ιναι6 8 9 �D; � � 6  9 �D; �
[Υπ�οδειξη : ∆οκιµ�αστε διαδροµ�ες �οπου 6 8 9 �D; � Ñ 9 �D; A 3 9 �D;2" 6  9 �D; �� Ñ 9 �D; A 3 9 �D; .]
(β) Σε ποιο συµπ�ερασµα καταλ�ηγετε σχετικ�α µε την κ�ινηση του συ-
στ�ηµατος στον τρισδι�αστατο χ£ωρο 6 8 " 6  "D� ; Σχεδι�αστε την επιφ�α-
νεια επ�ανω στην οπο�ια κινε�ιται το σ�υστηµα. Ποια πληροφορ�ια αντ-
λο�υµε απ�ο το ε�ιδος κ�ινησης του εν λ�ογω συστ�ηµατος σχετικ�α µε την
κ�ινηση του κ�εντρου µ�αζας των σωµατιδ�ιων;
(γ) Γρ�αψτε τη δρ�αση των σωµατιδ�ιων σε συντεταγµ�ενες κ�εντρου µ�α-
ζας E � 9 6 8 A 6  ; T � και σχετικ�ης θ�εσης O � 6  � 6 8 . �Εχετε, �ηδη,
βρει το ελ�αχιστο της δρ�ασης ως προς τη συντεταγµ�ενη του κ�εντρου
µ�αζας. Η O ξεκιν�α τη χρονικ�η στιγµ�η � �:X απ�ο την τιµ�η � � 4 και κα-
ταλ�ηγει στην τιµ�η A � 4 �υστερα απ�ο χρ�ονο l . Ας θεωρ�ησουµε τ£ωρα
δ�υο πολ�υ µικρ�α χρονικ�α διαστ�ηµατα 9 �
	4"D�
	 AGF �D; , 9 ���Ö"D��� AGF �D; κατ�α
τα οπο�ια η σχετικ�η θ�εση ε�ιναι αντ�ιστοιχα O 	IH � � O o και O �)H � O o .
∆ε�ιξτε �οτι, δεδοµ�ενου του συνολικο�υ διαστ�ηµατος που θα διανυθε�ι
στα δ�υο αυτ�α χρονικ�α διαστ�ηµατα 9 � O o " � O o AKJ ; , 9 O o � J " O o ; , η αντ�ι-
στοιχη δρ�αση καθ�ισταται ελ�αχιστη �οταν

� OUT � � x 	 ��� OUT � � x � . Τι πλη-ροφορ�ια αντλο�υµε απ�ο αυτ�ο το συµπ�ερασµα �οσον αφορ�α στο χρ�ονο
που χρει�αζονται τα δ�υο σωµατ�ιδια για να συγκρουστο�υν και να πε-
ρ�ασουν το �ενα µ�εσα απ�ο το �αλλο;Μπορο�υµε απ�ο την αν�αλυση της
κ�ινησης να εξαγ�αγουµε κ�αποιο συµπ�ερασµα σχετικ�α µε το αν δια-
τηρε�ιται �η �οχι η εν�εργεια των σωµατιδ�ιων;

8. �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται σε µια δι�ασταση στο εσωτερικ�ο
εν�ος πηγαδιο�υ δυναµικο�υ µε αδιαπ�εραστα τοιχ£ωµατα (φρ�εαρ δυνα-
µικο�υ απε�ιρου β�αθους). Το ε�υρος του πηγαδιο�υ ε�ιναι

�
. (α) ∆ε�ιξτε,

µε εφαρµογ�η την αρχ�η του Χ�αµιλτον, �οτι η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου
απ�ο το �ενα �ακρο του πηγαδιο�υ στο �αλλο σε συνολικ�ο χρ�ονο l επι-
τυγχ�ανεται µε οµαλ�η κ�ινηση. (β) ∆εδοµ�ενου, λοιπ�ον, �οτι οι δ�υο κι-
ν�ησεις, απ�ο το αριστερ�ο �ακρο στο δεξι�ο και π�αλι π�ισω στο αριστερ�ο,
ε�ιναι οµαλ�ες, δε�ιξτε �οτι ε�ιναι επιπλ�εον και ισ�οχρονες lML � lON , και
π�αλι ως συν�επεια της αρχ�ης ελ�αχιστης δρ�ασης. (γ) Αν για κ�αποιο
λ�ογο η δρ�αση κ�αθε σωµατιδ�ιου που κινε�ιται κατ�α µ�ηκος µιας τ�ε-
τοιας κλειστ�ης διαδροµ�ης ε�υρους

�
οφε�ιλει να ε�ιναι κ1αντισµ�ενη,

δηλαδ�η
 � / C ë �οπου / �ενας ακ�εραιος αριθµ�ος και ë µια συγκεκρι-

µ�ενη µον�αδα δρ�ασης, δε�ιξτε �οτι η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου οφε�ιλει
και αυτ�η να ε�ιναι κ1αντισµ�ενη και µ�αλιστα οι επιτρεπτ�ες εν�εργειες
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ε�ιναι τ�οτε αν�αλογες του /  . Αντιπαρα1�αλετε το διακριτ�ο ενεργει-
ακ�ο φ�ασµα που βρ�ηκατε µε το κ1αντοµηχανικ�ο αν�αλογο του, ψ�αχ-
νοντας σε �ενα οποιοδ�ηποτε εισαγωγικ�ο βι1λ�ιο κ1αντοµηχανικ�ης.
Με την κ1αντικ�η υπ�οθεση που θεωρ�ησαµε οδηγηθ�ηκαµε ακρι1£ως
στο ενεργειακ�ο φ�ασµα του αντ�ιστοιχου κ1αντοµηχανικο�υ προ1λ�η-
µατος !

9. Η δρ�αση κ�αποιας διαδροµ�ης 6 9 �D; εν�ος αρµονικο�υ ταλαντωτ�η που
συνδ�εει τα σηµε�ια 6 9 X ; � 4 και 6 9 l ; � 6 ε�ιναι ³ 6 µ � ��no �� 9 Q6  � A  6  ; � � �
∆ε�ιξτε µε κατευθε�ιαν αντικατ�ασταση �οτι η τροχι�α :6 ñ 9 �D; � �(+*�,PA�l ³ 4�(+*�, 9 A 9 l � �D;D; A 6 (+*�,�A �cµÜ"
καθιστ�α τη δρ�αση στ�ασιµη για µετα1ολ�ες της τροχι�ας, Ù 9 �D; , οι οπο�ιες
ικανοποιο�υν τις συνθ�ηκες Ù 9 X ; � Ù 9 l ; �ZX

. Με ολοκλ�ηρωση κατ�α
µ�ερη και µε χρ�ηση της εξ�ισωσης κ�ινησης του ταλαντωτ�η δε�ιξτε �οτι η
συνολικ�η δρ�αση που αντιστοιχε�ι στην κλασικ�η τροχι�α ε�ιναι : ³ 6 ñ µ �76 ñ 9 l ; Q6 ñ 9 l ; � 6 ñ 9 X ; Q6 ñ 9 X ;� �
Στη συν�εχεια δε�ιξτε �οτι : ³ 6 ñ µ � A� (+*�,PA�l!Q 9 4  A 6  ; =@? (�A�l � � 4 6&R��
Γιατ�ι απειρε�ιζεται δρ�αση �οταν ο συνολικ�ος χρ�ονος κ�ινησης l λ�α1ει
την τιµ�η l � C T A ;


