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Απαντ�ηστε και στα 3 Θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενε̋ απαντ�ησει̋ εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερω̋. Καλ�η σα̋ επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α (40 µον�αδε̋) Απαντ�ηστε µε συντοµ�ια στα ακ�ολουθα ερωτ�ηµατα. �Οπου αναφ�ερονται, το

k̂ ε�ιναι κ�αποιο µοναδια�ιο σταθερ�ο δι�ανυσµα, εν£ω το ~v παριστ�ανει την ταχ�υτητα κ�αποιου σωµατιδ�ιου.

1. Σε αρχικ�α ακ�ινητο σωµατ�ιδιο µ�αζα̋m = 1 ασκε�ιται δ�υναµη F (t) = (1+t)δ(t). Ποια η v(t = 1) ;

2. Ποια δ�υναµη ασκε�ιται στη θ�εση ~x αν το δυναµικ�ο ε�ιναι k̂ · ~x ;

3. Ποια δ�υναµη ασκε�ιται στη θ�εση ~x αν το δυναµικ�ο στη θ�εση ~x ε�ιναι V (~x) = |~x| ;

4. Π�οσο �εργο εκτελε�ι η δ�υναµη ~F = k̂×~x κατ�α µ�ηκο̋ µια̋ κυκλικ�η̋ τροχι�α ακτ�ινα̋R στο επ�ιπεδο
το κ�αθετο στο k̂ ;

5. Ε�αν σωµατ�ιδιο κινο�υνταν υπ�ο την επ�ιδραση τη̋ παραπ�ανω δ�υναµη̋ θα υπ�ηρχε η διατηρο�υµενη
ποσ�οτητα τη̋ εν�εργεια̋ ; Ε�αν ναι ποια ε�ιναι αυτ�η, αν �οχι γιατ�ι ;

6. Σε σωµατ�ιδιο ασκε�ιται η δ�υναµη ~F = k̂ × ~v. Υπ�αρχει η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα τη̋ εν�εργεια̋ ;
Ε�αν ναι πο�ια ε�ιναι αυτ�η, αν �οχι γιατ�ι ;

7. Για το προηγο�υµενο ερ£ωτηµα σχεδι�αστε την οδογρ�αφο.

8. (Για το ερ£ωτηµα 6 π�αλι.) Υπολογ�ιστε ω̋ �εκφραση τη̋ θ�εση̋ και τη̋ ταχ�υτητα̋ το ρυθµ�ο µετα-
1ολ�η̋ τη̋ στροφορµ�η̋ του σωµατιδ�ιου. Ποια συνιστ£ωσα τη̋ στροφορµ�η̋ διατηρε�ιται ; Γιατ�ι ;

9. Σε σωµατ�ιδιο µ�αζα̋ m ασκε�ιται η δ�υναµη −mω2~x, �οπου ~x η θ�εση του. Αν ε�ιναι ~x(0) = ~0 και
~v(0) = k̂ προσδιορ�ιστε την τροχι�α του σωµατιδ�ιου. Ποια η στροφορµ�η του ω̋ προ̋ το ~x0 = ~0 ;

10. ∆�υο σωµατ�ιδια µ�αζα̋m = 1 �ελκονται µε δ�υναµη µ�ετρου |~x| (�οπου ~x η σχετικ�η θ�εση του̋). Στο

�ενα µ�ονο ασκε�ιται η δ�υναµη k̂ cos ωt. Αρχικ�α το κ�εντρο µ�αζα̋ του̋ �ηταν ακ�ινητο στο ~X(0) = 0.

Π�οσο ε�ιναι το ~X(t) ; Για ποιο ω θα ε�ιναι limt→∞
|~x(t)| = ∞ ;

ΘΕΜΑΒ (30 µον�αδε̋)Υποθ�ετουµε �οτι κ�αθε σ£ωµα µ�αζα̋M που καταλαµ1�ανει �ογκο V και ε�ιναι συµ-
µετρικ�ο γ�υρω προ̋ τον �αξονα z προκαλε�ι σε απ�οσταση R απ�ο το κ�εντρο µ�αζα̋ του βαρυτικ�ο δυνα-
µικ�ο :

φ = −GM

R
− GQ

4R5

(

2z2 − ρ2
)

,

�οπου (ρ, θ, z) οι κυλινδρο-πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ του εν λ�ογω σηµε�ιου (R =
√

ρ2 + z2) απ�ο το κ�εντρο
µ�αζα̋ του σ£ωµατο̋. Η ποσ�οτηταQ ≡

∫

V
̺(ρ, z)(2z2−ρ2)dV ε�ιναι η τετραπολικ�η ροπ�η και το ολοκλ�η-

ρωµα υπολογ�ιζεται στον �ογκο του σ£ωµατο̋. Θεωρ�ηστε τ£ωρα �ενα σφαιρικ�ο πλαν�ητη (π.χ. ο Κρ�ονο̋)
µ�αζα̋m0 σταθερ�η̋ πυκν�οτητα̋ ̺ που περι1�αλλεται απ�ο �ενα κυκλικ�ο δακτ�υλιο ακτ�ινα̋ a και µηδενι-
κο�υ πλ�ατου̋ που κε�ιται στο ισηµεριν�ο επ�ιπεδο του πλαν�ητη (z = 0). Ηπυκν�οτητα του δακτυλ�ιου ε�ιναι
̺(ρ, z) = m1δ(ρ − a)δ(z)/(2πa) �οπου ρ ε�ιναι η απ�οσταση απ�ο τον �αξονα z �ετσι £ωστε το ολοκλ�ηρωµα
σε �ολο τον χ£ωρο τη̋ πυκν�οτητα̋ αυτ�η̋ να δ�ινει τη µ�αζα του δακτυλ�ιου, δηλαδ�η :

m1

2πa

∫

∞

0

dρ ρδ(ρ − a)

∫

2π

0

dθ

∫

∞

−∞

dz δ(z) = m1

Σε κυλινδροπολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ το στοιχε�ιο �ογκου, που χρησιµοποι�ησαµε, ε�ιναι dV = ρ dρ dθ dz.
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1. Υπολογ�ιστε τοQ του πλαν�ητη και του δακτυλ�ιου. ∆ε�ιξτε στη συν�εχεια �οτι στο επ�ιπεδο του ισηµε-
ρινο�υ (z = 0) και σε απ�οσταση R = r απ�ο το κ�εντρο του πλαν�ητη το δυναµικ�ο που προκαλε�ιται
απ�ο τον πλαν�ητη και το δακτ�υλιο ε�ιναι :

φ = −GM

r
− Gm1a

2

4r3
,

�οπουM = m0 + m1 η συνολικ�η µ�αζα πλαν�ητη και δακτυλ�ιου.

2. Θεωρ�ηστε �ενα σωµατ�ιδιο µοναδια�ια̋ µ�αζα̋ που βρ�ισκεται αρχικ�α στο επ�ιπεδο του ισηµερινο�υ
και �εχει ταχ�υτητα που και αυτ�η ε�ιναι στο επ�ιπεδο του ισηµερινο�υ. Θα συνεχ�ισει αυτ�ο να κινε�ιται
στο επ�ιπεδο του ισηµερινο�υ ; ∆ιατηρε�ιται η στροφορµ�η του ;

3. Γρ�αψτε το ενεργ�ο δυναµικ�ο. ∆ε�ιξτε �οτι αν για L στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου ισχ�υει �οτι

L2

GM
<

√

3m1

M
a

το σωµατ�ιδιο δεν µπορε�ι να εκτελ�εσει κυκλικ�ε̋ κιν�ησει̋ και αν ε�ιναι δ�εσµιο θα π�εσει αναγκα-
στικ�α στον πλαν�ητη. ∆ε�ιξτε �οτι αν δεν ισχ�υει η ανισ�οτητα, τ�οτε υπ�αρχουν δ�υο επιτρεπτ�ε̋ κυκλι-
κ�ε̋ τροχι�ε̋. Στην περ�ιπτωση αυτ�η προσδιορ�ιστε προσεγγιστικ�α τι̋ ακτ�ινε̋ των κυκλικ£ων τρο-
χι£ων υποθ�ετοντα̋ �οτι (m1/M)[a2/(L2/GM)2] << 1. Τι θα συµ1ε�ι αν διαταραχθε�ι λ�ιγο, χωρ�ι̋
αλλαγ�η τη̋ στροφορµ�η̋ καθεµι�α απ�ο τι̋ κυκλικ�ε̋ τροχι�ε̋ ;

ΘΕΜΑ Γ (30 µον�αδε̋) �Εστω δ�υο ακλ�ονητε̋ οµοαξονικ�ε̋ κυκλικ�ε̋ στεφ�ανε̋ µε ακτ�ινε̋ α και β. Σε
κ�αθε µ�ια στεφ�ανη κινε�ιται χωρ�ι̋ τρι1�η και µ�ια σηµειακ�η χ�αντρα. Στην πρ£ωτη, η χ�αντρα �εχει µ�αζα
m1 εν£ω στη δε�υτερη η χ�αντρα �εχει µ�αζα m2. Η πρ£ωτη στεφ�ανη βρ�ισκεται στο επ�ιπεδο z = 0 και το
κ�εντρο τη̋ στεφ�ανη̋ ε�ιναι στο σηµε�ιο µε καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (0, 0, 0) εν£ω η δε�υτερη στεφ�ανη
ε�ιναι στο επ�ιπεδο z = γ και το κ�εντρο τη̋ στο σηµε�ιο (0, 0, γ). Οι χ�αντρε̋ �ελκονται µε νευτ£ωνειου
τ�υπου δ�υναµη µ�ετρου kl �οπου l η σχετικ�η απ�οσταση των χαντρ£ων. Επειδ�η οι χ�αντρε̋ κινο�υνται �ανευ
τρι1�η̋ η αντ�ιδραση τη̋ κ�αθε στεφ�ανη̋ σε κ�αθε χ�αντρα ε�ιναι σε διε�υθυνση κ�αθετη στη στεφ�ανη.

1. Θεωρ�ηστε δ�υο ζε�υγη πολικ£ων συντεταγµ�ενων στο επ�ιπεδο τη̋ κ�αθε στεφ�ανη̋ �ετσι £ωστε η θ�εση
τη̋m1 στο επ�ιπεδο z = 0 να ε�ιναι (α, θ1) εν£ω η θ�εση τη̋m2 στο επ�ιπεδο z = γ να ε�ιναι (β, θ2).
Ορ�ιστε επ�ιση̋ τα µοναδια�ια ακτινικ�α διαν�υσµατα r̂i και τα µοναδια�ια γωνιακ�α διαν�υσµατα θ̂i,

i = 1, 2, στο επ�ιπεδο τη̋ κ�αθε στεφ�ανη̋ που ε�ιναι κ�αθετα στα αντ�ιστοιχα ακτινικ�α και στο µονα-
δια�ιο δι�ανυσµα στην κατακ�ορυφη δε�υθυνση ẑ. Γρ�αψτε τη διανυσµατικ�η �εκφραση τη̋ δ�υναµη̋
µε την οπο�ια αλληλεπιδρο�υν οι δ�υο χ�αντρε̋ �οταν βρ�ισκονται σε κ�αποια τυχα�ια θ�εση συναρτ�ησει
των µοναδια�ιων διανυσµ�ατων που �εχετε ορ�ισει.

2. Γρ�αψτε τι̋ διανυσµατικ�ε̋ δυναµικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ κ�αθε σωµατιδ�ιου στη µορφ�ηmi
d2~ri

dt2
= . . .

�οπου ~ri το δι�ανυσµα θ�εση̋ τη̋ i = 1, 2 χ�αντρα̋. Γρ�αψτε την επιτ�αχυνση κ�αθε χ�αντρα̋ στι̋
αντ�ιστοιχε̋ πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋.

3. Λαµ1�ανοντα̋ το εσωτερικ�ο γιν�οµενο των εξισ£ωσεων αυτ£ων µε τα αντ�ιστοιχα θ̂i δε�ιξτε �οτι οι γω-
νιακ�ε̋ θ�εσει̋ θi ικανοποιο�υν τι̋ εξισ£ωσει̋ : m1αθ̈1 = kβ sin(θ2−θ1) , m2βθ̈2 = −kα sin(θ2−θ1),
στι̋ οπο�ιε̋ �εχουν πλ�εον εξαφανιστε�ι οι αντιδρ�ασει̋.

4. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ εξ�ελιξη̋ στο σ�υστηµα “κ�εντρου µ�αζα̋” Θ ≡ m1α2θ1+m2β2θ2

m1α2+m2β2 και σχετικ�η̋

γων�ια̋ θ ≡ θ1 − θ2. Ποια ε�ιναι η ανηγµ�ενη µ�αζα σε αυτ�η τη περ�ιπτωση ;

5. ∆ε�ιξτε �οτι η dΘ/dt ε�ιναι σταθερ�η κατ�α την κ�ινηση, δηλαδ�η διατηρε�ιται. Ποια η φυσικ�η ερµηνε�ια
αυτ�η τη̋ διατηρο�υµενη̋ ποσ�οτητα̋ ; Γιατ�ι αναµ�ενατε τη διατ�ηρησ�η τη̋ ;

6. Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι Θ(t) = 0. Προσδιορ�ιστε τι̋ δυνατ�ε̋ καταστ�ασει̋ ισορροπ�ια̋ των δ�υο χα-
ντρ£ων και την ευστ�αθει�α του̋ κατασκευ�αζοντα̋ τι̋ γραµµικοποιηµ�ενε̋ εξισ£ωσει̋ που δι�επουν
µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ των χαντρ£ων περ�ι τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ του̋.
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Λ�υσει̋

Α)

1. Η δ�υναµη δ�ινει για t > 0 παραπ�ανω ορµ�η
∫

(1 + t)δ(t)dt = 1, �αρα v(1) = 1.

2. Η δ�υναµη ε�ιναι ~F = −~k δι�οτι :

Fi = −∂(kjxj)

∂xi
= −kjδij = −ki .

3. Η δ�υναµη ε�ιναι ελκτικ�η και µοναδια�ια στη διε�υθυνση του ακτινικο�υ διαν�υσµατο̋ ~F = −~x/r
δι�οτι :

Fi = −∂(xjxj)
1/2

∂xi

= −xi

r
.

4. Το �εργο τη̋ δ�υναµη̋ ε�ιναι
∫

2π

0

(~k × ~x) · ~eθRdθ = 2πR2 .

5. To �εργο δηλαδ�η σε µια κλειστ�η τροχι�α δεν ε�ιναι µηδενικ�ο οπ�οτε η δ�υναµη δεν ε�ιναι συντηρητικ�η
και συνεπ£ω̋ δεν υπ�αρχει εν�εργεια.

6. Το �εργο τη̋ δ�υναµη̋ ε�ιναι τ£ωρα µηδενικ�ο δι�οτι
∫

(~k × ~v) · d~x =

∫

(~k × ~v) · ~vdt = 0

οπ�οτε η κινητικ�η εν�εργειαm|~v|2/2 διατηρε�ιται.

7. Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ ε�ιναι :

m
d~v

dt
= ~k × ~v ,

οπ�οτε το δι�ανυσµα τη̋ ταχ�υτητα̋ �εχει σταθερ�ο µ�ετρο και περιστρ�εφεται µε σταθερ�η γωνιακ�η
ταχ�υτητα περ�ι τον �αξονα ~k και η οδογρ�αφο̋ θα ε�ιναι κ�υκλο̋ που ε�ιναι κ�αθετο̋ στο δι�ανυσµα
~k.

8. Για να γρ�αψουµε την εξ�ισωση εξ�ελιξη̋ τη̋ στροφορµ�η̋ πολλαπλασι�αζουµε την εξ�ισωση κ�ινηση
εξωτερικ�α µε το δι�ανυσµα τη̋ θ�εση̋ ~x, δεδοµ�ενου �οτι η στροφορµ�η ε�ιναι ~L = m~x × ~v :

m~x × d~v

dt
=

d~L

dt

= ~x × (~k × ~v) .

Αµ�εσω̋ φα�ινεται �οτι η συνιστ£ωσα στην διε�υθυνση ~k που ε�ιναι ~L ·~k διατηρε�ιται δι�οτι δεν υπ�αρχει
ροπ�η στην αζιµουθειακ�η διε�υθυνση.

9. Η λ�υση µε αυτ�ε̋ τι̋ αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ ε�ιναι

~x(t) =
~k

ω
sin ωt ,

Η στροφορµ�η διατηρε�ιται. Αρχικ�α η στροφορµ�η �ηταν µηδενικ�η οπ�οτε η στροφορµ�η ε�ιναι µηδε-
νικ�η. Η τροχι�α του σωµατιδ�ιου ε�ιναι µ�ια ευθε�ια γραµµη στη διε�υθυνση ~k πλ�ατου̋ 1/ω.
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10. Το κ�εντρο µ�αζα̋ θα εξελ�ισσεται σ�υµφωνα µε την εξ�ισωση

2 ~̈X = ~k sin ωt

οπ�οτε

~X(t) = −
~k

2ω2
sin ωt

Η ανηγµ�ενη µ�αζα ε�ιναι µ = 1/2, οπ�οτε η εξ�ισωση σχετικ�η̋ κ�ινηση̋ θα ε�ιναι µ�ια εξαναγκασµ�ενη
ταλ�αντωση :

µ~̈x + ~x = ±~k sin ωt .

Συντονισµ�ο̋ προκ�υπτει �οταν ω =
√

1/µ =
√

2.

Β)

1. Για τον σφαιρικ�ο και οµογεν�η πλαν�ητηQ = 0 δι�οτι
∫

z2dV =
∫

x2dV =
∫

y2dV οπ�οτε
∫

2z2dV =
∫

(x2+y2)dV . Συνεπ£ω̋ το δυναµικ�ο σε απ�οσταση r απ�ο το κ�εντρο του πλαν�ητη στο επ�ιπεδο του
ισηµερινο�υ (z = 0) ε�ιναι :

φp = −Gm1

r
.

Το Q του δακτυλ�ιου ε�ιναι

Q =

∫

∞

0

dr r

∫

2π

0

dθ

∫

∞

−∞

dz
m

2πa
(2z2 − r2)δ(r − a)δ(z)

= −
∫

∞

0

dr
m

a
r3δ(r − a)

= −ma2 ,

και το δυναµικ�ο απ�ο τον δακτ�υλιο σε απ�οσταση r απ�ο το κ�εντρο µ�αζα̋ του δακτυλ�ιου (που
συµπ�ιπτει µε το κ�εντρο του πλαν�ητη) στο επ�ιπεδο του ισηµερινο�υ (z = 0) ε�ιναι :

φd = −Gm

r
− Gma2

4r3
.

Το συνολικ�ο δυναµικ�ο απ�ο πλαν�ητη και τον δακτ�υλιο ε�ιναι :

φ = φp + φd = −GM

r
− Gma2

4r3
,

�οπουM = m1 + m.

2. Ηδ�υναµη που ασκε�ιται σε σωµατ�ιδιο που κε�ιται στο επ�ιπεδο του ισηµερινο�υ ε�ιναι ακτινικ�η οπ�οτε
η στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου διατηρε�ιται. Το σωµατ�ιδιο θα κινε�ιται στο επ�ιπεδο που ε�ιναι κ�α-
θετο στο δι�ανυσµα τη̋ στροφορµ�η̋, (η οπο�ια �εχει διε�υθυνση κ�αθετη στο επ�ιπεδο του ισηµερι-
νο�υ), �αρα το σωµατ�ιδιο θα παραµε�ινει στο επ�ιπεδο του ισηµερινο�υ.

3. Η στροφορµ�η αν�α µον�αδα µ�αζα̋ ε�ιναι L = r2θ̇, οπ�οτε το ενεργ�ο δυναµικ�ο ε�ιναι :

Veff =
L2

2r2
− GM

r
− Gma2

4r3
.

Τα µ�εγιστα ε�ιναι στι̋ ακτ�ινε̋ :

dVeff

dr
= −L2

r3
+

GM

r2
+

3Gma2

4r4
.
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Σχ�ηµα 1: Το ενεργ�ο δυναµικ�ο που επιτρ�επει δ�υο κυκλικ�ε̋ τροχι�ε̋.

δηλαδ�η στι̋ ακτ�ινε̋ που ικανοποιο�υν την

r2 − L2

GM
r +

3ma2

4M
= 0 ,

δηλαδ�η στι̋ ακτ�ινε̋

rc =
L2

2GM
± 1

2

√

(

L2

GM

)2

− 3a2
m

M
.

Στ�ασιµε̋ ακτ�ινε̋ υπ�αρχουν στο ενεργ�ο δυναµικ�ο µ�ονο αν

L2

GM
>

√

3m

M
a .

Οι στ�ασιµε̋ ακτ�ινε̋ ε�ιναι οι ακτ�ινε̋ που αν το σωµατ�ιδιο �εχει κατ�αλληλη εν�εργεια εκτελε�ι κυκλι-
κ�ε̋ κιν�ησει̋. Η γραφικ�η παρ�ασταση του δυναµικο�υ φα�ινεται στη περ�ιπτωση αυτ�η στο σχ�ηµα.
Βλ�επετε �οτι αν δεν υπ�ηρχε ο δακτ�υλιο̋ τ�οτε θα µπορο�υσε να εκτελ�εσει κυκλικ�η κ�ινηση µε ακτ�ινα
L2/GM . Στην περ�ιπτωση που δεν υπ�αρχουν στ�ασιµε̋ τιµ�ε̋ το ενεργ�ο δυναµικ�ο ε�ιναι φθ�ινουσα
συν�αρτηση και για οποιαδ�ηποτε εν�εργεια το σωµατ�ιδιο θα προσπ�εσει στον πλαν�ητη. Αν υπ�αρ-
χουν στ�ασιµα σηµε�ια (η στροφορµ�η ε�ιναι αρκετ�α µεγ�αλη) τ�οτε οι ακτ�ινε̋ κυκλικ�η̋ κ�ινηση̋ υπ�ο
τη πρὁπ�οθεση �οτι (m/M)(a2/(L2/GM)2) << 1 και λαµ1�ανοντα̋ τον πρ£ωτο �ορο στο αν�α-
πτυγµα ε�ιναι

r1 =
L2

GM
− 3

2

m

M

a2

L2/(GM)
,

που ε�ιναι λ�ιγο µικρ�οτερη απ�ο την ακτ�ινα κυκλικ�η̋ κ�ινηση̋ αν δεν υπ�ηρχε ο δακτ�υλιο̋ η οπο�ια
ε�ιναι ευσταθ�η̋ και µ�ια εσωτερικ�η ακτ�ινα

r2 =
3

2

m

M

a2

L2/(GM)
,

η οπο�ια ε�ιναι ασταθ�η̋. Αν διαταταχθε�ι αυτ�η η κ�ινηση το σωµατ�ιδιο θα προσπ�εσει στον πλα-
ν�ητη (αν β�ε1αια η ακτ�ινα αυτ�η ε�ιναι εκτ�ο̋ του πλαν�ητη) �η το σωµατ�ιδιο θα εκτελ�εσει ελλεπτικ�ε̋
τροχι�ε̋, οι οπο�ιε̋ �οµω̋ δεν κλ�ινουν.

Γ) Η θ�εση τη̋ πρ£ωτη̋ χ�αντρα̋ ε�ιναι
~r1 = αr̂1 ,

και τη̋ δευτ�ερη̋
~r2 = βr̂2 + γẑ .

5



οπ�οτε η δ�υναµη που ασκε�ιται στη πρ£ωτη χ�αντρα απ�ο τη δε�υτερη ε�ιναι

~F12 = k (~r2 − ~r1)

= k (βr̂2 − αr̂1 + γẑ) ,

και
~F21 = −~F12 .

Συνεπ£ω̋ οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι :

m1

d2~r1

dt2
= k (βr̂2 − αr̂1 + γẑ) + ~T1 ,

m2

d2~r2

dt2
= −k (βr̂2 − αr̂1 + γẑ) + ~T2 ,

�οπου ~T1 η αντ�ιδραση τη̋ στεφ�ανη̋ στη πρ£ωτη χ�αντρα και ~T2 η αντ�ιδραση τη̋ στεφ�ανη̋ στη δε�υ-
τερη χ�αντρα.
Ε�ιναι τ£ωρα

d2~r1

dt2
= αθ̈1 θ̂1 − αθ̇2

1 r̂1 ,

d2~r2

dt2
= βθ̈2 θ̂2 − βθ̇2

2 r̂2

Λαµ1�ανοντα̋ το εσωτερικ�ο γιν�οµενο µε τα αντ�ιστοιχα γωνιακ�α διαν�υσµατα �εχουµε :

m1αθ̈1 = k
(

β r̂2 · θ̂1 − α r̂1 · θ̂1 + γẑ · θ̂1

)

+ ~T1 · θ̂1

= kβ r̂2 · θ̂1

επειδ�η η αντ�ιδραση ε�ιναι κ�αθετη στη στεφ�ανη και συνεπ£ω̋ ~T1 · θ̂1 = 0. Παροµο�ιω̋ :

m2βθ̈2 = −k
(

β r̂2 · θ̂2 − α r̂1 · θ̂2 + γẑ · θ̂2

)

+ ~T1 · θ̂2

= kα r̂1 · θ̂2 .

Ω̋ προ̋ τα καρτεσιαν�α µοναδια�ια διαν�υσµατα x̂ και ŷ ε�ιναι :

r̂i = cos θi x̂ + sin θi ŷ , θ̂i = − sin θi x̂ + cos θiŷ

οπ�οτε

r̂2 · θ̂1 = − cos θ2 sin θ1 + sin θ2 cos θ1

= sin(θ2 − θ1) ,

και

r̂1 · θ̂2 = − cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2

= sin(θ1 − θ2) .

Καταλ�ηγουµε τελικ�α στι̋ εξισ£ωσει̋ :

m1α
2θ̈1 = kαβ sin(θ2 − θ1) , m2β

2θ̈2 = −kαβ sin(θ2 − θ1)

Κατ� αναλογ�ια µε το πρ�ο1ληµα των δ�υο σωµ�ατων ορ�ιζουµε την ανηγµ�ενη µ�αζα

1

µ
=

1

m1a2
+

1

m2β2
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οπ�οτε οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ γ�ινονται :

Θ̈ = 0 , µθ̈ + kαβ sin θ = 0 .

Η πρ£ωτη οδηγε�ι σε οµαλ�η κυκλικ�η κ�ινηση του κ�εντρου “µ�αζα̋”, η δε δε�υτερη ορ�ιζει ω̋ σηµε�ια ισορ-
ροπ�ια̋ τα θ = 0, π. Πλησ�ιον του θ = 0

θ̈ +
kαβ

µ
θ = 0 .

�εχουµε ταλαντωτικ�ε̋ λ�υσει̋ µε συχν�οτητα ω =
√

kαβ
µ
, οπ�οτε το σηµε�ιο αυτ�ο ε�ιναι ευσταθ�ε̋. Μικρ�ε̋

κιν�ησει̋ περ�ι το θ = π δι�επονται απ�ο την εξ�ισωση

θ̈ − kαβ

µ
θ = 0 .

η οπο�ια �εχει εκθετικ�ε̋ λ�υσει̋ µε συντελεστ�η α�υξηση̋ τον λ =
√

kαβ
µ
, οπ�οτε το σηµε�ιο αυτ�ο ισορροπ�ια̋

ε�ιναι ασταθ�ε̋.
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