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Ζ΄ Σειρά Ασκήσεων 
1. Tο άθροισµα διανυσµάτων ικανοποιεί την αντιµεταθετική ιδιότητα δηλαδή ,abba !!!! +=+  

συνεπώς δεν έχει σηµασία η σειρά που θα εκτελεσθούν δύο µετατοπίσεις ενός σωµατιδίου. 
Γράψτε τον πίνακα στροφής περί τον άξονα y  και περί τον άξονα z . Δίνοντας ένα 
παράδειγµα αποδείξτε ότι  η µεταβατική ιδιότητα δεν ισχύει για τις στροφές και άρα οι 
στροφές δεν µπορεί να είναι διανύσµατα. Θεωρείστε τώρα διαφορικές στροφές ( 1<<θ ). 
Ισχύει τώρα η µεταβατική ιδιότητα; 

2. Αποδείξτε ότι ο ijδ  που είδαµε στο µάθηµα είναι τανυστής δευτέρας τάξεως. Υπολογίστε 

χρησιµοποιώντας την αθροιστική σύµβαση τα: 
r
1∇
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 και 
r
12∇ , όπου kk xxr = . 

3. Σωµατίδιο εκτελεί επίπεδη ελλειπτική τροχιά µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα, ω , δηλαδή η 
θέση του είναι θcosax = , θsinby = , µε ωθ =! . Ποία η οδογράφος. Υπολογίστε την 
επιτάχυνση και προσδιορίστε το νόµο της δύναµης που θα προκαλούσε αυτή τη κίνηση. 

4. Ποια η µέση τιµή της  τάσης του νήµατος επίπεδου εκκρεµούς που εκτελεί µικρές 
ταλαντώσεις;  

5. Μία χάνδρα κινείται στο σταθερό πεδίο βαρύτητας χωρίς τριβή πάνω σε µία ορθή κυλινδρική 
έλικα (βλ. σχήµα). Η θέση του σωµατιδίου δίνεται από την 
παραµετρική εξίσωση φφφ akRjRitr ˆsinˆcosˆ)( ++=!  όπου 
φ  η πολική γωνία. Εάν rdrdds !! ⋅=  είναι το διαφορικό 
µήκος του τόξου της τροχιάς υπολογίστε το µοναδιαίο 

διάνυσµα  
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σωµατιδίου είναι tevv ˆ=!  , όπου 
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−= , όπου φφ sinˆcosˆˆ jier +=  το µοναδιαίο ακτινικό διάνυσµα. Τι τροχιά 

διαγράφει το κέντρο καµπυλότητας της τροχιάς της χάντρας; Γράψτε τώρα τις εξισώσεις 
κίνησης του σωµατιδίου. Εδώ πρέπει να συµπεριλάβετε εκτός από τη δύναµη της βαρύτητας, 
την αντίδραση η οποία είναι άγνωστη. Το µόνο που ξέρουµε για την δύναµη της αντίδρασης 
F
!

 είναι ότι 0ˆ =⋅ teF
!

, διότι δεν υπάρχει τριβή και η αντίδραση πρέπει να είναι κάθετη στη 
κίνηση της χάντρας. Οπότε έχουµε 4 εξισώσεις για τις τρεις άγνωστες συνιστώσες της 
δύναµης και την v! . Υπολογίστε µε τον τρόπο αυτό την κατακόρυφη θέση του σωµατιδίου και 
αποδείξτε ότι η κίνηση είναι ίδια µε την κίνηση της χάνδρας σε κεκλιµένο επίπεδο στο πεδίο 
βαρύτητας. Σχεδιάστε τη χρονική εξέλιξη των αντιδράσεων.   Εάν δεν υπήρχε πεδίο 
βαρύτητας ποια ποσότητα θα ήταν σταθερή;  

6. (Πρόβληµα βολής µε οδογράφο) Βλήµα βάλλεται υπό γωνία θ  (η γωνία που σχηµατίζει η 
αρχική ταχύτητα µε την οριζόντιο) στο σταθερό πεδίο βαρύτητας. Η βολή γίνεται από λόφο 
ύψους h  από το έδαφος. Τι καµπύλη διαγράφει η οδογράφος; Σχεδιάστε την οδογράφο και 
σηµειώστε το σηµείο Α που αντιστοιχεί στην αιχµή του βέλους της αρχικής ταχύτητας όταν 
το βλήµα είναι στον λόφο, το σηµείο Β όταν το βλήµα φθάσει στο µέγιστο ύψος και το 
σηµείο Γ όταν το βλήµα φθάσει στο έδαφος. Αποδείξτε ότι το βεληνεκές είναι ανάλογο του 
εµβαδού του τριγώνου ΟΑΒ. Για ποια γωνία BOA ˆ  το βεληνεκές είναι µέγιστο όταν η αρχική 
ταχύτητα έχει δεδοµένο µέτρο; Υπολογίστε µε τον τρόπο αυτό το µέγιστο βεληνεκές 
συναρτήσει του h   του µέτρου της αρχικής ταχύτητας 0v  και της επιτάχυνσης της βαρύτητας 
g .  
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7. (Παραβολή ασφαλείας) Βλήµα βάλλεται στο σταθερό πεδίο βαρύτητας µε ταχύτητα 0v . Δεν 
γνωρίζουµε όµως τη γωνία υπό την οποία γίνεται η βολή. Να προσδιορισθεί  η περιοχή του 
χώρου στην οποία µπορούµε να παρευρισκόµαστε µε ασφάλεια. 

8. Γράψτε µια οποιαδήποτε συνάρτηση τριών µεταβλητών, V(x,y,z), η οποία να µην απειρίζεται. 
(α) Κατασκευάστε τη διανυσµατική συνάρτηση VF ∇−=

!!
 και υποθέστε ότι αυτή περιγράφει 

το πεδίο δυνάµεων που ασκείται σε ένα σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας. Εξετάστε αν ο 
στροβιλισµός αυτής της δύναµης είναι µηδέν. (β) Κατασκευάστε µια κλειστή διαδροµή και 
υπολογίστε το έργο της δύναµης κατά µήκος αυτής. (γ) Ένας σωλήνας τυχαίου σχήµατος 
ξεκινά από το σηµείο (0,0,0) και καταλήγει στο σηµείο (1,1,1). Ένα σωµατίδιο µοναδιαίας 
µάζας, το οποίο µπορεί να κινείται ελεύθερα µέσα σε αυτόν, αφήνεται ακίνητο στο σηµείο 
(0,0,0) και φτάνει στο σηµείο (1,1,1). Με τι ταχύτητα; (δ) Κάτω από ποιες προϋποθέσεις θα 
φθάσει το σωµατίδιο στο σηµείο (1,1,1); 

9. Ένα πεδίο δυνάµεων έχει τη µορφή ( ))()(ˆ xyfaxF δ+=
!

. Είναι το πεδίο συντηρητικό; 
[Υπολογίστε τον στροβιλισµό της δύναµης, αλλά και το έργο της δύναµης κατά µήκος της 
κλειστής διαδροµής: ),(),(),(),(),( 00000 yyyyyyy εεεεε −→Δ+−→Δ+→→− ]. 

10. Ένα πεδίο δυνάµεων έχει τη µορφή 
r
e

F θˆ=
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, όπου θê  το µοναδιαίο διάνυσµα κατά την 

κατεύθυνση αύξησης της πολικής συντεταγµένης θ. Κατασκευάστε µια κλειστή διαδροµή (α) 
που να µην περιέχει και (β) που να περιέχει την αρχή των αξόνων, και η οποία να αποτελείται 
από ακτινικά τµήµατα και κυκλικά τόξα. Ποιο το έργο της δύναµης κατά µήκος της κλειστής 
αυτής διαδροµής; Γράψτε τη δύναµη σε καρτεσιανές συντεταγµένες και υπολογίστε τον 
στροβιλισµό αυτής. Είναι το πεδίο αυτό συντηρητικό; Απαντήστε στις ίδιες ερωτήσεις για 
ένα πεδίο της ίδιας µορφής, αλλά µε rê  στη θέση του θê . 

11. Υπολογίστε τη βαρυτική δύναµη σε απόσταση r από µια απείρων διαστάσεων απειροστά 
λεπτή πλάκα µε επιφανειακή πυκνότητα µάζας σ. 

12. Υπολογίστε το δυναµικό σε κάθε σηµείο εξαιτίας µιας κοίλης σφαίρας (σταθερής 
πυκνότητας) µε εσωτερική ακτίνα r και εξωτερική ακτίνα R. Ποια η ένταση του βαρυτικού 
πεδίου στο εσωτερικό και το εξωτερικό της σφαίρας; 

13. Δείξτε ότι µια τριάδα αριθµών ),,( zyx bbb αποτελεί διάνυσµα αν και µόνο αν για κάθε 
διάνυσµα ),,( zyx aaaa =! , η ποσότητα zzyyxx bababa ++  είναι αναλλοίωτο µέγεθος. 

14. Ελέγξτε αν οι ακόλουθες τριάδες αριθµών αποτελούν διάνυσµα: (α) )3,2,( zyx aaa , και (β) 
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a zyx ,, , όπου η τριάδα ),,( zyx aaa  αποτελεί διανυσµατικό πεδίο . 

15. (α) Σε δύο διαστάσεις η στοιχειώδης επιφάνεια µεταξύ δύο διαφορικών διανυσµάτων bdad
!!,  

ορίζεται ως xyyx dbdadbdadS −≡ . Δείξτε ότι η ποσότητα αυτή είναι µονόµετρο µέγεθος. (β) 

Σε τρεις διαστάσεις η στοιχειώδης επιφάνεια ορίζεται ως: 
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. Δείξτε ότι η 

τριάδα αυτή αριθµών αποτελεί διάνυσµα. 
16. Σχεδιάστε τις δυναµικές γραµµές του πεδίου δυνάµεων xyyxF ˆ)(ˆ)( Θ+Θ=

!
. Δείξτε ότι το 

πεδίο δεν είναι συντηρητικό. 
17. Υπολογίστε σε κυλινδρικές συντεταγµένες τον τελεστή βαθµίδα ∇

!
. [Υπόδειξη: 

Χρησιµοποιείστε την ταυτότητα VrddV ∇⋅=
!! .] Στη συνέχεια υπολογίστε τον στροβιλισµό 

ενός κεντρικού πεδίου: ( ))(ˆ rfer×∇
!
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