
Σκέδαση - Ενεργός διατοµή 
 

Σε προηγούµενη διάλεξη µάθαµε ότι οι τροχιές σωµατιδίων στο βαρυτικό πεδίο 
µιας σηµειακής ή σφαιρικά συµµετρικής κατανοµής µάζας είναι γενικά κάποια 
κωνική τοµή. Ειδικά στην περίπτωση των πλανητών µάθαµε ότι οι τροχιές είναι 
ελλειπτικές και αναλύσαµε περεταίρω τα διάφορα χαρακτηριστικά αυτών. Τι είναι 
όµως αυτό που διαφοροποιεί την τροχιά και την καθιστά περισσότερο ή λιγότερο 
ελλειπτική ή ακόµη ακόµη και παραβολή ή υπερβολή (τα άλλα είδη των κωνικών 
τοµών); Μα φυσικά οι αρχικές συνθήκες· µια πέτρα που πετάτε από την επιφάνεια 
της Γης διαγράφει στην πραγµατικότητα ένα τόξο µιας πολύ έκκεντρης έλλειψης (η 
παραβολική τροχιά που µαθαίνουµε είναι στην πραγµατικότητα προσέγγιση λόγω του 
µικρού µεγέθους του τόξου), ένας πύραυλος αν εκτοξευθεί µε πολύ µεγάλη ταχύτητα 
µπορεί να εκτελέσει ελλειπτική, ή ακόµη παραβολική ή υπερβολική τροχιά και να 
ξεφύγει εντελώς από το βαρυτικό πεδίο της Γης. Μια άλλη παράµετρος, άµµεσα 
συνδεδεµένη µε τις αρχικές συνθήκες της κίνησης, που µπορεί να αποκαλύψει το 
είδος της τροχιάς είναι η συνολική ενέργεια του κινούµενου σώµατος 

, 

η οποία ως γνωστό διατηρείται. Αν η συνολική ενέργεια είναι αρνητική, τότε 
αυτόµατα συνεπάγεται ότι η τροχιά είναι πεπερασµένου εύρους αφού αν εκτεινόταν 
στο άπειρο η δυναµική ενέργεια θα µηδενιζόταν και η κινητική ενέργεια το πολύ 
πολύ να µηδενιζόταν. Η µοναδική όµως πεπερασµένου εύρους κωνική τοµή είναι η 
έλλειψη. Αν η συνολική ενέργεια είναι µηδενική τότε η ταχύτητα του σώµατος στο 
άπειρο είναι µηδενική. Τι εκκεντρότητα θα έχει η τροχιά αυτή; Δεδοµένου ότι σε 

κάθε περίπτωση η τροχιά θα έχει τη γενική µορφή , οι δύο συνιστώσες 

της ταχύτητας θα είναι:  και . Επίσης βάσει της 

σταθερής στροφορµής έχουµε ότι . Έτσι το τετράγωνο της 

ταχύτητας θα είναι . Η ποσότητα αυτή θα πρέπει να 

µηδενίζεται όταν , δηλαδή όταν . Εποµένως θα πρέπει 
 και εφόσον η εκκεντρότητα είναι θετικός αριθµός, . Η τροχιά σε αυτή 

την περίπτωση είναι παραβολή. Τέλος, µε ανάλογα επιχειρήµατα µπορούµε να 
δείξουµε ότι όταν , η τροχιά είναι υπερβολή. Συνοπτικά, αν η ενέργεια είναι 
αρνητική το σύστηµα είναι δέσµιο, ενώ αν είναι θετική, αργά ή γρήγορα το σύστηµα 
θα διαλυθεί. [Υπολογείστε τη συνολική ενέργεια στην περίπτωση κυκλικής κίνησης.] 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε τις τροχιές σωµάτων που έρχονται από το άπειρο 
µε κάποια συγκεκριµένη ταχύτητα και περνούν κοντά σε κάποιο πλανήτη. Πόσο θα 
αποκλίνουν; Μια συγκεκριµένη δέσµη από αυτά (π.χ. µια βροχή µετεώρων) τι 
κατανοµή θα έχει µετά το πέρασµά της από το βαρυτικό πεδίο του πλανήτη; Θα 
µελετήσουµε την κίνηση των σωµατιδίων στο σύστηµα αναφοράς του πλανήτη, το 
οποίο ναι µεν δεν είναι αδρανειακό αλλά για το χρονικό διάστηµα που τα σωµατίδια 
αλληλεπιδρούν έντονα µε το πεδίο του πλανήτη µπορούµε να υποθέσουµε πως αυτός 
κινείται µε σταθερή ταχύτητα. 



Έστω ένα σωµατίδιο (αρκετά µικρό σε σχέση µε τον πλανήτη ώστε να 
θεωρούµε τον δεύτερο ακλόνητο) σε άπειρη απόσταση από τον πλανήτη κινούµενο 
µε ταχύτητα  προς αυτόν. Αν δεν υπήρχε ο πλανήτης το σωµατίδιο θα πέρναγε σε 
απόσταση b από αυτόν. Η κοντινότερη απόσταση που θα φτάσει από το κέντρο του 
πλανήτη δίνεται από τη λύση της εξίσωσης 

,    (1) 

η οποία εκφράζει τη διατήρηση της ενέργειας, ενώ ο τελευταίος όρος µέσα στην 
παρένθεση είναι η ταχύτητα του σώµατος στην πλησιέστερη απόσταση, που µπορεί 
να γραφεί έτσι εξαιτίας της διατήρησης της στροφορµής (στη θέση αυτή η ταχύτητα 
είναι κάθετη στην επιβατική ακτίνα, εποµένως η στροφορµή παίρνει απλά τη µορφή 

). Επιπλέον, η πλησιέστερη απόσταση (βλέπε σχήµα) είναι προφανώς από την 

πολική εξίσωση της υπερβολής . Η εξίσωση (1) λοιπόν παίρνει τη µορφή 

.   (2) 

Παρατηρώντας το σχήµα βλέπουµε ότι στο όριο που η γωνία θ τείνει στην οριακή της 
τιµή , ταυτόχρονα . Δηλαδή,  

. 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα του L’ 
Hospital, ή αλλιώς, το κλάσµα αυτό 

τείνει στο , εποµένως 

, και αντικαθιστώντας 
το στην εξίσωση (2) καταλήγουµε 
ύστερα από κάποιες πράξεις στο ότι 

.            (3) 

Τέλος η γωνία εκτροπής  του σωµατιδίου από την αρχική του πορεία είναι 
, ή πιο απλά 

.     (4) 

Ας θεωρήσουµε τώρα το µέτωπο της βροχής µετεώρων που κινούνται προς τον 
πλανήτη και βρίσκονται σε απόσταση από τον άξονα που περνά από το κέντρο του 
πλανήτη από b έως b+db. Η επιφάνεια του µετώπου αυτού είναι , και 
όλα τα σωµατίδια που «βλέπουν» σε αυτό το µέτωπο θα εξοστρακιστούν κατά γωνία 

περνώντας κοντά από τον πλανήτη, δηλαδή εντός µιας στερεάς γωνίας 
 (στο σχήµα λόγω πεπερασµένου µεγέθους δεν είναι εµφανής 

η ισότητα µεταξύ της γωνίας Θ του σχήµατος και της γωνίας εκτροπής – αν 
αποµακρυνόµασταν όµως σε µεγάλη απόσταση από το ελκτικό κέντρο αυτές οι δύο 
γωνίες θα συνέπιπταν). Από εδώ και πέρα θα αγνοήσουµε το δείκτη “max” αφού για 
κάθε τιµή του b αντιστοιχεί και µια ξεχωριστή γωνία εκτροπής. Από τις σχέσεις (3) 



και (4) συνεπάγεται ότι  και αντίστοιχα . Η 

επιφάνεια του µετώπου ανά µονάδα στερεάς γωνίας εκτροπής, η επονοµαζόµενη 
διαφορική ενεργός διατοµή (differential cross section) είναι λοιπόν 

. 

Η απόλυτη τιµή έχει εισαχθεί προκειµένου να αποφευχθούν αρνητικές ποσότητες 
εξαιτίας του ότι όσο µεγαλώνει η απόσταση b, µικραίνει η γωνία εκτροπής ή 
σκέδασης Θ.  Θεωρώντας ότι η βροχή των µετεώρων έχει σταθερή πυκνότητα, 
δηλαδή η ροή σωµατιδίων είναι ίδια σε κάθε µοναδιαία επιφάνεια κάθετη στην 
ταχύτητα αυτών κατά την προσέγγιση του πλανήτη, µετά την εκτροπή τους από το 
βαρυτικό πεδίο του πλανήτη θα έχουν διαφορετική πυκνότητα η οποία θα είναι 
ανάλογη της διαφορικής ενεργού διατοµής.  
Για να το καταλάβετε φαντασθείτε ότι κατά 
την πρόσπτωση έχουµε  (Ν 
σωµατίδια ανά επιφάνεια S κάθε 
δευτερόλεπτο). Σε µια απειροστή µετωπική 
επιφάνεια dS θα περνούν ΙdS σωµατίδια στη 
µονάδα του χρόνου και τα σωµατίδια αυτά 
θα εκτρέπονται όλα µέσα σε µια στερεά 

γωνία . Εποµένως η 

πυκνότητα σωµατιδίων ανά στερεά γωνία εκτροπής θα είναι ίση µε .  

Παρατηρούµε ότι η πυκνότητα των 
σωµατιδίων θα είναι συγκριτικά πολύ-
πολύ µεγαλύτερη στην αρχική 
κατεύθυνση κίνησης (πολύ µικρά Θ) 
απ’ ότι σε µεγάλες γωνίες εκτροπής 
(βλ. διάγραµµα). Αυτό εξηγείται από το 
γεγονός ότι τα σωµατίδια που θα 
περάσουν σε µεγάλη απόσταση από τον 
πλανήτη (η µεγαλύτερη πλειοψηφία 
δηλαδή) δεν θα εκτραπεί σχεδόν 
καθόλου από την αρχική δέσµη ενώ 

µόνο όσα περάσουν αρκετά κοντά στον πλανήτη θα εκτραπούν σηµαντικά. 
Ολοκληρώνοντας, τη διαφορική ενεργό διατοµή σε ολόκληρη τη στερεά γωνία γύρω 
από τον πλανήτη θα έχουµε µια εκτίµηση της συνολικής ενεργής µετωπικής 
επιφάνειας στην οποία θα κάνει αισθητή (βαρυτικά) την παρουσία του ο πλανήτης. 

. 

Είναι εύκολο να διαπιστώσετε ότι η παραπάνω ποσότητα, η επονοµαζόµενη ενεργός 
διατοµή (cross section), στο συγκεκριµένο παράδειγµα που εξετάζουµε (τη βαρυτική 
σκέδαση) είναι άπειρη αφού η ολοκληρωτέα ποσότητα για µικρές γωνίες παίρνει τη 
µορφή 16/Θ3 οπότε το ολοκλήρωµα αποκλίνει στο µηδέν. Ο απειρισµός αυτός 
υποδηλώνει την άπειρη ενεργό εµβέλεια του πεδίου. Ενδεικτικά, ο λόγος της ενεργού 



διατοµής για γωνίες από 10ο έως 20ο προς την ενεργό διατοµή για γωνίες από 170ο 
έως 180ο και συνεπώς ο αντίστοιχος λόγος πυκνοτήτων των σωµατιδίων θα είναι 
περίπου 12866:1.  

Οι έννοιες της ενεργού διατοµής χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην πυρηνική 
φυσική, όπου η κατανοµή των βληµάτων-στοιχειωδών σωµατιδίων ύστερα από την 
κρούση τους µε κάποιο σωµατίδιο-στόχο είναι το εργαλείο που χρησιµοποιούν οι 
πειραµατικοί φυσικοί προκειµένου να µελετήσουν το δυναµικό πεδίο 
αλληλεπίδρασης του βλήµατος µε τον στόχο. Η δε ενεργός διατοµή για µια 
συγκεκριµένη πυρηνική αντίδραση, η οποία µετριέται σε barn (1 barn=10-24 cm2), µας 
δείχνει πόσο πιθανό είναι να γίνει η αντίδραση αυτή για µια δεδοµένη πυκνότητα 
δέσµης βληµάτων. Για παράδειγµα η εξαιρετικά µικρή ενεργός διατοµή των νετρίνων 
γενικά µε την ύλη ( ) είναι αυτό που κάνει τη Γη διαφανή στα κοσµικά 
νετρίνα. Η χρήση των ενεργών διατοµών στις πυρηνικές αντιδράσεις είναι εφικτή 
εξαιτίας της πεπερασµένης εµβέλειας των πυρηνικών αντιδράσεων σε αντίθεση µε τη 
βαρυτική. 


