
Δυναµική Ενέργεια-Δυναµικό 
Στη διάλεξη περί συντηρητικών πεδίων µάθαµε ότι στην περίπτωση 

αστρόβιλων πεδίων, δηλαδή όταν  παντού, υπάρχει µια βαθµωτή ποσότητα 
U από την οποία µπορεί να προκύψει η δύναµη (ως ) και η οποία µαζί µε 
την επονοµαζόµενη κινητική ενέργεια διατηρείται κατά την κίνηση ενός σωµατιδίου 
µέσα στο πεδίο. Η ποσότητα U, η αποκαλούµενη δυναµική ενέργεια του σωµατιδίου, 
δεν είναι τίποτε άλλο από ένας µετρητής του έργου της δύναµης του πεδίου στο 
σωµατίδιο αφού 

, 

και µάλιστα εξαιτίας της συντηρητικότητας του πεδίου ανεξάρτητο της διαδροµής 
που θα επιλέξουµε για να µετακινήσουµε το σωµατίδιό µας από το σηµείο Α του 
πεδίου στο σηµείο Β.  

Πολύ συχνά αντί της έννοιας της δυναµικής ενέργειας χρησιµοποιείται η έννοια 
του δυναµικού. Πρόκειται για τη δυναµική ενέργεια που αντιστοιχεί στη µοναδιαία 
ποσότητα σωµατιδίου που βρίσκεται εντός του πεδίου. Η έννοια του δυναµικού είναι 
ιδιότητα αποκλειστικά του πεδίου, ενώ η δυναµική ενέργεια εξαρτάται και από το 
σωµατίδιο που βρίσκεται εντός του πεδίου. Ειδικά στην περίπτωση του βαρυτικού 
πεδίου, που όπως έχουµε δει είναι συντηρητικό, οι έννοιες της δυναµικής ενέργειας 
και του δυναµικού είναι σχεδόν ταυτόσηµες· το δυναµικό είναι η δυναµική ενέργεια 

ανά µονάδα µάζας ή µε άλλα λόγια είναι η 
δυναµική ενέργεια ενός σωµατιδίου µε 
µάζα ίση µε ένα. 

Ας υπολογίσουµε στη συνέχεια το 
βαρυτικό δυναµικό µέσα στο πεδίο µιας 
σηµειακής µάζας m (πρόκειται για ένα 
αποτέλεσµα που χρησιµοποιήσαµε 
πρωθύστερα στον υπολογισµό της 
βαρυτικής δύναµης από έναν σφαιρικό 
φλοιό). Η διαφορά δυναµικού µεταξύ των 
δύο θέσεων Α και Β είναι 

. 

Προφανώς η διαφορά δυναµικού εξαρτάται µόνο από τις αποστάσεις των δύο 
σηµείων από την πηγή του πεδίου και όχι απο τις ακριβείς θέσεις αυτών. Αυτό είναι 
αυτονόητο εξαιτίας της σφαιρικής συµµετρίας του πεδίου. Αν τώρα θέσουµε µια 
συγκεκριµένη τιµή στο δυναµικό για µια συγκεκριµένη θέση, αυτόµατα καθορίζεται 
το δυναµικό παντού. Μη ξεχνάτε εξάλλου ότι η τιµή του δυναµικού είναι αυθαίρετη· 
αυτό που έχει φυσικό νόηµα είναι µόνο η διαφορά δυναµικού µεταξύ σηµείων. Μια 
καλή επιλογή για το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι να θέσουµε το δυναµικό σε 
άπειρη απόσταση από τη µάζα –όπου πλέον βρισκόµαστε εκτός κάθε επιρροής του 
πεδίου- ίσο µε µηδέν. Έτσι το δυναµικό σε απόσταση r από µια σηµειακή µάζα είναι 

. 

Ως εφαρµογή των παραπάνω θα υπολογίσουµε το δυναµικό εξαιτίας µιας 
συµπαγούς οµογενούς σφαίρας. Στο µεν εξωτερικό της σφαίρας το δυναµικό είναι το 
ίδιο µε αυτό µιας σηµειακής µάζας ίσης µε αυτή της σφαίρας τοποθετηµένη στο 



κέντρο της σφαίρας, αφού το πεδίο είναι ταυτόσηµο στην περιοχή αυτή του χώρου. 
Στο εσωτερικό της σφαίρας θα είναι: 

. 

Στο διπλανό διάγραµµα έχει σχεδιασθεί η 
µορφή του παραπάνω δυναµικού. Η 
παραβολική µορφή του δυναµικού στο 
εσωτερικό της σφαίρας είναι τύπου 
αρµονικού ταλαντωτή. Το γεγονός αυτό 
είναι που οδηγεί στο γνωστό φαινόµενο 
της αρµονικής ταλάντωσης σε µια 
υποτιθέµενη σήραγγα κατά µήκος της 
διαµέτρου ενός οµογενούς πλανήτη. 
Αυτό µπορεί να διαπιστωθεί εναλλακτικά 
µελετώντας τη βαρυτική δύναµη στο 

εσωτερικό µιας οµογενούς συµπαγούς σφαίρας. 
Έχοντας µάθει να υπολογίζουµε το δυναµικό σε διάφορα σηµεία ενός πεδίου, 

θα υπολογίσουµε στη συνέχεια την ενέργεια που απαιτείται προκειµένου να 
συνθέσουµε µια συγκεκριµένη κατανοµή µάζας που δηµιουργεί κάποιο πεδίο. Για 

δύο σηµειακές µάζες η δυναµική ενέργεια είναι , αφού τόσο είναι το 

έργο της βαρυτικής δύναµης προκειµένου δύο µάζες σε απόσταση  να 
αποµακρυνθούν σε άπειρη απόσταση, είτε κρατάµε τη µία ακίνητη και κινούµε τη 
δεύτερη στο πεδίο της πρώτης, είτε αποµακρύνουµε ταυτόχρονα τη µία από την άλλη. 
Το αρνητικό πρόσηµο σχετίζεται µε την ελκτικότητα της δύναµης και υποδηλώνει το 
γεγονός ότι οι µάζες έχουν την τάση να κρατούν δέσµιες η µία την άλλη, ή µε άλλα 
λόγια ότι πρέπει να δαπανήσουµε ενέργεια για να τις διαχωρίσουµε. Στην περίπτωση 
τριών µαζών η συνολική δυναµική ενέργεια είναι 

. 

Ο πρώτος µαζί µε τον δεύτερο όρο αποτελούν τη δυναµική ενέργεια της δεύτερης 
µάζας στο σύνθετο πεδίο των άλλων δύο µαζών και ο τρίτος όρος τη δυναµική 
ενέργεια της τρίτης µάζας στο πεδίο της πρώτης. Τόση λοιπόν ενέργεια παράγει το 
πεδίο προκειµένου οι τρεις µάζες να αποµακρυνθούν η µια από την άλλη σε άπειρη 
απόσταση. Αντίστοιχα για n µάζες η δυναµική ενέργεια του συσσωµατώµατος είναι 

. 

Η συνθήκη  στην πρώτη σχέση εξασφαλίζει ότι το κάθε ζευγάρι µαζών 
λογίζεται άπαξ, ενώ στη δεύτερη σχέση απλώς λογαριάζονται όλα τα δυνατά 
ζευγάρια και το αποτέλεσµα διαιρείται δια δύο. Η συνθήκη  αποκλείει τους 
απειρισµούς στους οποίους θα οδηγούσε ένα πιθανός υπολογισµός της ιδιοενέργειας 
που περικλείει η κάθε σηµειακή µάζα. Η εξαίρεση αυτών των άπειρων ποσοτήτων 
είναι ένα είδος επανακανονικοποίησης (renormalization) της θεωρίας µας. Περνώντας 



τώρα σε µια συνεχή κατανοµή µάζας µε τοπική πυκνότητα  η προηγούµενη 
σχέση µετασχηµατίζεται σε 

, 

όπου τα ολοκληρώµατα εκτείνονται σε ολόκληρη την περιοχή εξάπλωσης της µάζας. 

Αν προσέξουµε ότι το µέρος  δεν είναι τίποτε άλλο από το δυναµικό στη 

θέση , οι παραπάνω σχέσεις µπορούν να επαναγραφούν µε τη µορφή 

. 

Ως εφαρµογή θα δοκιµάσουµε να υπολογίσουµε τη δυναµική ενέργεια συγκρότησης 
µιας οµογενούς σφαίρας ακτίνας R και µάζας Μ. Βάσει του πρώτου τρόπου 
υπολογισµού της δυναµικής ενέργειας 

, 

αλλά αυτό δεν είναι τίποτε άλλο από το  φορές τη µέση τιµή της 
αντίστροφης απόστασης µεταξύ δύο οποιονδήποτε σηµείων µιας σφαίρας ακτίνας R, 

δηλαδή . Ο προσδιορισµός αυτής της µέσης τιµής είναι σχετικά 

δύσκολος αναλυτικά, αλλά µπορεί να γίνει αριθµητικά λαµβάνοντας έναν µεγάλο 
αριθµό τυχαίων ζευγαριών σηµείων εντός της σφαίρας. Ο υπολογισµός είναι αρκετά 
απλούστερος αν καταφύγουµε στη δεύτερη γραφή της δυναµικής ενέργειας: 

. 

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της σχέσης (1) είναι εύκολο να υπολογίσουµε το 
παραπάνω ολοκλήρωµα. Αντ` αυτού θα κάνουµε έναν άλλο υπολογισµό 
χρησιµοποιώντας την ίδια τη φυσική σηµασία της δυναµικής ενέργειας. 
Συγκεκριµένα, ξεκινώντας από τη συµπαγή σφαίρα θα µετρήσουµε πόση ενέργεια θα 
απαιτηθεί για να την διαλύσουµε παντελώς. Το αντίθετο της ενέργειας που θα βρούµε 
είναι η δυναµική ενέργεια που περικλείεται στη σφαίρα. Κάθε φλοιός που θα 
αποσπούµε από την εναποµείνασα σφαίρα ακτίνας r προκειµένου να τον 

«φουσκώσουµε» µέχρις ότου φτάσει στο άπειρο θα χρειάζεται ενέργεια .  

Η συνολική ενέργεια λοιπόν διάλυσης της σφαίρας θα είναι 

. 

Με αυτό τον τρόπο βρήκαµε παράλληλα και τη λύση στο δύσκολο µαθηµατικό 
πρόβληµα που αντιµετωπίσαµε προηγουµένως: 

. 


